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SSoröJort- 



S)cr bcfanntc SWctl^obifcr unb SWatl^cmatifcr ÄarIfiop^)c 
fagt in bcr SSorrcbc ju feiner „Äritl^mettl unb Algebra 
für ben ©d^ul- unb ©elbftunterrid^t" u. a. foIgcnbcS: 
„SBäl^rcnb jn ber ©cometrie ber 3n]^att ber Sel^rfäfee t)er= 
möge feiner Stnfd^auUd^feit öon ben ©c^ttlern mit großer 
Seic^ti gleit erfaßt toirb, unb fo aU alleinige Slufgabe ba2 
ri^tige SSerftänbni» be§ Setoeife^ übrig bleibt, bietet in ber 
Slritl^metif ber abftrafte Snl^alt ber ©ä^e unb bie fjorm 
bcr Senjei^fül^rung in allgemeinen 3^^^^ ^^^ ^Kn^ 
fättger eine jtoeifad^e ©d^mierigfeit bar." 

S)iefer ^u^erung Äoppe^ bürfte too^I jeber Se^rer ber 
allgemeinen Ärit^metif unbebingt juftimmen. 

Um bie ©riernung ber gatilenle^re für bie ©exilier ju 
erleichtern, ift öon bebeutfamer ©eite ber SSorfd^Iag gemalt 
toorbcn, bie weit anfd^auli^ere ©eometrie ber abftraften 
Äritl^metif im ©d^ulunterrid^t öoraufgel^en ju laffen.*) 
Slnbere Autoren öon gutem ßlange tooQen »egen ber ©d^toierig- 
feiten, »elc^e bie ßal^Ienletire infolge il^re^ abftraften Sl^arafter^ 
bem Semenben barbietet, bie t^eoretifd^en SSelel^rungen 
auf ein „möglid^ft geringe« äBa§ befc^ränfen". @o l^oc^ 
au^l^ ber formale unb praftifd^e SBert ber Slnwenbungen ber 
aritl^metifd^en Seigren, alfo bag Sie c^ neu, ju fd^ä^en ift, fo 
erfd^eint bod^ anbererfeit« eine ju . ftarfe Sefd^ränfung bcr 
X]^ Coric bcr Slritl^metif burd^au« bebenfüd^. SRamcntlid^ l^ält 

*) /,8eitfd^rift für matlft. u. tioturn?. Uitteniti&t" öon S- ®. ». i&off» 
mann, XI. ga^rgang, @eite 343. 



VI »otwort. 

bcr SJerfaffet an bcr gotbcrung fcft, ba§ bcr ©d^ülcr eine 
Ilare ©inftd^t in ben f^fteniatifd^en Aufbau ber 3^^!^^* 
leiste öon ber natürlid^en S^^I ^^ Kg jur aßgenietnen Iom= 
plejen ßal^Iform gewinnen mui, 2)enn 1) bietet gctabe bie 
ttieoretifd^e ©eite ber allgemeinen Äritl^metil einen 
geeigneten Stoff, ja, eine wallte gunbgrube jur for- 
malen ©cifteSbilbung;*) 2) ein mit tüd^tigen tl^eoreti^ 
fd^en Äenntniffen auggerüfteter ©d^üler toirb fid^ auf 
bem Soben ber ^ßrajig »eit fidlerer unb mit größerem 
ßrfolg belegen aU ein fold^er, toeld^er nur über ein 
geringe^ tl^eoretifd^e^ können öerfügt**) S)er Unter- 
rid^t in ber SBud^ftabenred^nung l^at alfo aud^ bie tl^eoretifd^e 
Seite biefer SBiffenfd^aft tool^I ju pflegen. 

©oU aber eine grünblid^e, erfolgrcid^e SJurd^arbeitung beg 
tl^eoretifc^en ©toffeS bei burd^aug biQigen Änforberungen 
an bie gaffunggfraft beS Äemenben gelingen, fo mu§ bie 
metl^obifd^e 3)arbietung beS ©toffeg bag bigl^er nod^ öielfad^ 
befolgte toiffenfc^aftli^e SBerfatiren ber ©ebuftion in be= 

*) „^a^ ben äBert ber inbultiben SRet^obe betrifft, fo gebe idg 
benfelben für ade lateinlofen @d^ulen unb für @cl^üler mit geringer qU- 
gemeiner Begabung nnh (angfamem 3)enlen unbebingt unb in boUem 
Umfange ^u. 3)ocl^ ift anä^ für l^nmaniftifd^e ^nftalten bie Tlttf^ohe, 
bon ben belannten Sl^atfad^en bed gal^Ienred^nend aud^uge^en, 
unb bie ^ejiel^ungen ber 9ied^enregeln jur (S)eometrie jur fßtv^ 
anfd^aulid^ung biefer Siegeln ^u benu^en, ganj jtoeifelloi^ ^u 
entpf elften. Um fo mel^r, ba bie allgemeine ISIage über hm obftralten 
(^l^arafter ber SBud^ftabenred^nung unb bie baraud für bie @cl^ule ent- 
fte^enbe ©d^toierigfeit unb Ungentegbarleit biefei^ Unterrid^ted bielfad^ 
baju gefül^rt ^at, ben t^eoretifd^en Seil bedfelben bem ptoüttx^is^tn 
gegenüber ju bernad^Iftffigen, toomit man ein gan5 toefentlid^ei^, 
ber @d^&rfung bei^ SSerftanbed bienenbed SBilbungdmittel über 
»orb toirft." »iftor ©d^teget — ,,3)ie Xl^eorie ift frud^tloiJ o^nc 
hiz $raji8, bie $raji8 ift geiftloS ol^ne grünbUd^e Sl^eorie." 

**) „SBieljäl^rige (Srfal^rung l^at mid^ geleiert, bc^ @d^ü(er, bie in ber 
Slritl^metif toOl^l unterrid^tet loarcn, bei ber «uflöfung ber 5lufs 
gaben burd^ ®Ieid^ungen fe^r toenige ©d^toierigleiten gefunbett 
^aben; bad Gegenteil aber im entgegengefe^ten %alU/' (Sof. 
S9ei»!iba, $rof. ber SJ^iatl^ematil am $o(^ted^nifd^en Snftitut in äßien, 
,,®leid^ungen", Seite 263.) 



«ortöort. VII 

fd^ranftetcm Umfange anwcnbcn unb in anbete, geeignetere 
Salinen einlenicn.*) 

Um nun baS Ungeniepare ber allgemeinen Sritl^metit 
an^ bem Unterrid^t f ernjul^alten , t)ie(me^r gerabe biefe ab^ 
ftrafte SEBiffenfc^aft bem Sernenben begel^renStoert erfd^einen ju 
laffen, ift in biefct ©(§rift bem allgemein anerfanntcn ©mnb- 
fa| öon ber Änfd^auK^leit be8 Unterrid^t» auf jweifad^e 
SBeife 9ied^nung getragen n^orben, nSmlid^: 

I) S)urd^ 93enu^ung ber fogenannten inbultitien 
Wlttfiobt. S)ie Srternung ber allgemeinen aritl^metifd^en 
äSal^rl^eiten gel^t fteti^ t)om Sinjelnen, Dom S3eifpie(e aui^. 
2)ie allgemeine Slritl^metil ift burd^gängig an bie bem 
Sernenben belannte befonbere Slritl^metil angefd^Ioffen, lefetere 
erfd^eint fomit afö Slu^gang«^ unb Überganggftufe jum 
allgemeinen unb abftralten Sud^ftabenred^nen. ®a8 
gesperrt öorgebrucfte SBort „SSeifpiele" foQ bie Äufmerffam- 
leit beg Sernenben auf eihen ju entwidfetnben aritl^metifd^en 
aSegriff ober eine SBal^r^eit l^inrid^ten. Sefetere toirb au8 
beftimmten S^^I^^^eifpielen auf inbuftiüem SBege abgeleitet. 
Sin ©teUe ber beftimmten S^^t^^^jerte tritt fd^Iiepd^ bie 
SJarfteUung beg Scl^rfafecg in ber anal^tifd^en 3^icl^cufprad^e, 
b. f). bie allgemeine f^ormet. ^ie auiS ben t)or]^erge]^enben 
Seifpielen gewonnene arit^metifd^e SBatirl^eit ift ftetg in gorm 
eines &e|rfai^e9 auSgefprod^en. 9Reiftend ift ber S3en)eid in 
allgemeinen 3^^^^ ^^^ SSoQftänbigleit loegen l^injugefügt. 3n 
toeld^em Umfange bie allgemeine (bebultit)e) SSen^eiSfül^rung im 
Unterrid^t benufet tocrben lann, bag mu§ bem ©rmcffen beS 
Sel^rerS überlaffen bleiben. 

SJiefer enge Änfc^Iuft ber allgemeinen Slritl^metif an bai^ 



*) ;,(S9 folgt baraui» nnh ift burd^ vielfältige (Si^al^tung befiftagt, 
ha% ber dh^olg bed mat^ematifc^en Unterrid^td toefentlic^ bon bet fielet» 
metl^obe abl^angt S9ei fd^Iec^ter STlet^obe ^ilft ber gtd|te Seit« 
aufmanb nid^ti^, toft^renb eine rid^tige Sel^rmeife in toenigen 
SBod^enftnnben biel sn leiften berntag/' ($cof. Dr. iBot^at 
SKe^ct in 2:übingen, in ber ,,8eitf(^rift für motl^ematifdjen Unterrid^t", 
XXn. gal^rgang, ©eite 189.) 



vm «ortoort. 

Stcd^nen mit bcftitnmtcn gal^lcn gctoäl^rt unftrcittg im ©ä^nU 
untcrrid^t gro^c SSorjügc öor bcr ©cbuftion, bei toeld)cr 
bem ©dritter bic aritl^metifd^cn SSegriffc, Il^eoricn unb ßel^riöfee 
t)on öornl^crcitt in „größter äUgemeinl^eit unb Strenge" bar- 
geboten »erben* 

S)aß burd^ bQ§ tDiffenfd^aftUd^e, bebultit)e Sel^r- 
öerfal^ren ber \ä)on an ftd^ abftralte ©toff ber allgemeinen 
Äritl^metil bem ©d^üler gerabeju ,, ungenießbar" gemad^t wirb 
unb i^m t)ieUeid^t bie 93ud^ftaben gar aU ein „inl^attteereS 
öeid^enfpiel" erfd^einen, barüber brandet man fid^ getoi^ 
nid^t ju öertounbern. Sei fonfequenter ^Befolgung ber in^ 
bultiöen 3ÄetI)obe bagegen öonjiel^t fid^ ber Übergang öon 
ber bejonbern Slrittimetil jur allgemeinen naturgemäß unb 
leidet; Ie|tere erfd^eint bem Semenben nid^t als eine neue, 
frembe, fd^toierige SBiff enfd^af t , fonbern als ^txalU 
gemeinerung unb (Srtoeiterung ber im Wrf|enttttterri^t 
bereits ertoorbenen ftenntniffe unb gertigleiten. 

SBätirenb nun feit langer ßeit ffir bie unterrid^tßd^en 
Belehrungen in SSotfSfd^uIen unb Sel^rerfeminaren bie inbuftttc 
Sel^r^eife als allein rid^tig anerfannt unb eingefc^togen »orben 
ift, tiaben fid^ in neuefter 3^^ naml^afte ©d^utmänncr beS 
l^öl^eren Sel^rfad^eS aud^ für bie Senu^ung biefer äRetl^obe an 
^öl^eren ©^ulen (bejtt). SRittelfc^uIen im fübbeutfd^en ©innc) 
auSgefprod^en. SefonberS S. ®. SS. $ off mann ift in feiner 
3eitfd^rift beS öftern mannl^aft für bie Befolgung ber inbul=: 
tiöen Se]^rtt)eife an ben genannten Sfnftalten eingetreten*) 

*) 3n bem Sluffa^e: „SJcterminantcn ober ttid^t? @ine (Hefol^r?" 
(XI. Sal^rgang) fotbert ^offmann su toteberl^olten Ttaltn bie Senu|nng 
ber 3nbuItion. @eite 346: „SBir müfjen fc^on l^ier bemerlen, bag bic 
atigebeutete Wttif^oht (jur ©infül^rung in bie 3)eterminantettle]^re) ein 
auSge5eid^neted SBeifpiet liefert für ben bibaltifd^en ®runbfa(: $om 
@infad^en 5um S^\ammtnQtUi^itn ober bom SBefonbern 5um 
ungemeinen, unb ha^ burd^ bie entgegengefegte ^etl^obe eben fo 
glänjenb iHuftriert »irb ber bibaltifd^e gel^ler, toeld^er bon bencn 
Begangen toirb, bie bom SlKgemeinen sunt ©efonbern l^erab« 
fteigen." Seite 356: „3ft md) nur einer unter i^nen, ber fic^ ganj 
üon bem SSortourfe frei toüßte, er ^abt mt^x ober Weniger gegen bie für 



SSortPort. IX 

llnb mit Siecht! S)enn bie t)on tnand^er @eite mi^ad^tete, 
nid^töbcftotocmgct für ©d^ulc unb SQSiffcnfd^aft*) ganj 
UTientbc^rltd^e Snbultton fittbct gerobe in bcr SRat^ematif; 
fpejicll in bcr aUgcmcinen Slritl^mctif, fel^r günftigc 
©runblogcn. SSeftimmtc ß^^^^i^fP^^^^ „lönncn toir un8 in 
beliebig großer Ängal^I nnmittclbar inber inneren Änfd^auung 
öergcgcntoärtigen"; nm bie Ällgemeingültigfeit ber an ein- 
jelnen Seifpielen erfannten SBal^r^eiten einjufel^en. 3ft ein 
arit^metif d^er Sel^rfa^ einmal auf inbuftiöcm SBege abgeleitet, 



ben 9[nfänger immet an^utDenbenbe bibaltifd^e Siegel: ,,Som 
(Sinfad^en jitm ß^f^^ittmengefe^ten, bom SBefonberen jum^Us 
gemeinen'' gefel^It? Unb motin liegt benn hai Unnatürlid^e biefer 
Sel^tmeife? äJ^an etlldtt ^ubörberft einen böllig neuen $lIgontl^miid, bon 
beffen 8^^^ ^^^ ^ntoenbung ber 6(i^ü(er noc^ leine Sbee l^at unb für 
ben fein ^ntereffe nid^t getoecft i% ^iefe Slntoenbung toirb bon bem 
®d)üUx ni(^t — tote man toünfd^en mug — gefud^t, fle toirb il^m biet« 
mel^r aufgebrungen/' Seite 357: „d^ ift gett)i^ ettoai^ 6d^0ned unb 
^errlid^ed um bie ;,grögte Strenge unb ^Ugemeinl^eit'^ mit ber 
ein (^aug unb ^aud^^ in ii^ren Sd^riften ober bom 5^atl^eber l^erab ben 
%u i^ren güjen fiftenben 3üngern ber aSBiffeufd^aft il^re X^eorien bor^ 
tragen; toenn aber bie „dii minornm gentiam" ber eblen 6i^pe ber 
xnagiBiri matheseos, biefem IBerfal^ren me^r nad^ftffenb afö nad^eifemb, 
fold^e SRetl^obe in bie @d^ulftube ber^^flan^en moQen, bann mu^ ber 
bdfe Samen einen $oben finben, too er afö Unfraut aufgebt, nnb auf 
fold^er Unmetl^obe tonn nur ber gflud^ bed StüdEfd^rittd rul^en/' Wlan 
fe^e ferner XXII. Sa^rg. Seite 93 unb bie Seite VI mitgeteilte ^nfic^t 
Don Sd^Iegel. ^ergleid^e aud^ SBai^, ^lUgemeine $äbagogiI S. 410 
unb 411, femer 5)robifd^, Sog«, Seite 166 unb 167. 

*) ®in ^Jöbagogifd^er Sd^riftftetter öuftert fid^ über ben 3Bert ber 
Snbultion folgenbermagen: „Me toiffenfd^afttid^en Sel^rfä^e ge^en aud 
ber 8afammenfaf(ung bed ^efonbern jum Mgemeinen, aI{o aui^ inbufs 
tibem S)enfen ^erüor. @in „reine«" 3)enfen, eine toiffenfd^aftlid^e 
S:t>e!uIation ol^ne empirifd^en S^^alt, eine (Srfenntnii^ ol^ne @rfal^mng 
giebt ed nid^t. (Srfl menn auf inbultibem 95Sege aHgemeine Urteile 
gemonnen finb, Idnnen aud benfelben anbere (Srfenntniffe abgeleitet (be^ 
dU5iert) toerben." Über bie ^ebeutung ber Snbultion für Sd^ule unb 
©iffenfd^oft bergleid^e man ferner bie „^f^d^ologie" bon Dr. SSBill^. 
ff {er, $rof. ber $^iIofo^]^ie ^u SJ^ünger, Seite 806 ff.; „^anbbud^ 
bet (Sr^ie^ung unb bei^ Unterrid^ti»" t)on ftel^rein'^eUer, §67; 
Dr. Sdjumann, „Sel^rbud^ ber «ßöbagogü", Seite 143 mh 164. 



X . JBortoort. 

fo bütftc btc ©d^toicrtglcit bcr Sctoeii^fül^ruttg ittaUgcmcincii 
ßeid^ctt ttjcfcntlid^ befcittgt fein. 

II) Um bcm abfttaltctt ©toffc bcr attgcmeinen Äritl^mctif 
eine anfd^auUd^c, lonlrctc Unterlage ju fd^affcn, bie 
aritl^tttetifd^en Qa\)lit\ä)tn in ein ftnnffiQigei^ ©ewanb ju Heiben, 
finb in torliegenbent S3nd^e }eid|nerifd|e SarfleDuitgen, befon- 
berg gcometrifd^e Äonfttultionen, ted^t jal^lreid^ benu|t 
toorben. Überaß ba, wo eg angebt, fplclt bie geometrifd^e 
SSerfinnltd^nng bei ber ©ntoicfelung ber S^^^I^^fl^^ff^r 
2;^eorien, Se^rfäfee nnb Dperation<8bcgriffe bie ^anptrolle, bie 
bcfannteften nnb einfad^ften Slaumgebilbe bilben ben Ausgang^- 
nnb SRittel^Junft ber t^eoretifd^en arittimetifd^en ©eletimngen. 
S)cr bibaftifd^e SBert, »eld^en bit Scnn^nng geometrifd^cr ^t^ 
jiel^ungen in ber Slrittimetil nnb SKgebra gettjä^rt, ift fo Kar 
nnb einlend^tenb, ba§ eg eigentlid^ übcrflüjfig ift, bk^ nod^ 
befonberi^ l^erDorjul^eben. ®^ fd^eint inbeS, ba^ biefed n^id^- 
tigfte SRittel, ben abftraften ^n^att ber Äritl^metil jn ter- 
finnlid^en, nod^ gar nid^t jur öerbienten ©eltnng gelangt ift. 
gür bie Senu^nng geometrijd^er ©arftettnngen beim Unterrid^t 
in ber Stritl^metil l^at fid^ bcfonberg @. ^andf in ber ^off ^ 
mann^fd^en S^^f^^f**) anggefprod^en. S)iefer SRatl^ematiler 
^ält bie geometrifd^e SBerfinnlid^nng im arit^metifd^en 
Unterrid^t für fo felbftöerftänblid^, ba§ er feinem ©rftaunen 
über ba^ Verlangen nad^ ®infttl^rnng biefei^ ©egenftanbe» in 
folgenben SBorten Äni^brndf giebt: „3d^ für meine ?ßerfon l^abe 
ben Sinn jene» SSerlangen^ nie red^t begreifen lönnen, »eil 
id^ Don ber S3orandfe|ung ani^gel^e, ba^ ber mat^ematifd^e 
Unterrid^t in ber ©d^nle in bcr rid^tigen einl^eitlid^en, 
bie einjelnen ©iSjipünen enge miteinanber Der« 
fnüpfenben SBeife erteilt »erbe. 3d^ fefee üorang, ba§ 
im Unterrid^t in ber Äritl^metil bie ©eometrie beftänbig 
l^erbeigejogen »erbe, — nid^t ettoa, um aritl^metifd^e Dpera^ 
tionen mit il^rer $ilfe praftifd^ augjufül^ren, »ol^I aber, um 

*) „^Qd gta))^ifd^e fRtd^nm, feine (Sittmidelung feit (Slulmantt 
unb fein SSet^ftttnid jut ©d^ule'' t)on $tof. (B. ^and. (XII. Sa^xq,, 
Seite S61.) 
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fie ju üetanfi^auUd^en. 9tt(i^t bIo| für bie l^ö^ere SDtatl^e« 
matif, fottbcm anä) für bic nicbere Ärittfincttl bilbct bic gco* 
metrifd^c SScrftnnttd^ung eine« ber päbagogifd^ wertöonften 
unb toirffamftett ©tläuterungSmittel, infofern eben bie 
©eometrie bai einjige ®ebiet ift, »eld^e» wirUid^e Objelte 
barbietet, bie buri^ioeg ben nämlid^cn JBerlnüpfungen nnter- 
toorfen »erben lönnen toie bie abftraften ßal^len, alfo baSjenige 
©ebiet, ttjcld^e» für jebe fold^e SSerlnfipfnng otine Äug* 
nal^nie eine SSeranfi^anlid^nng jn liefern imftanbe 
tfi"*) S)ie Slngfül^rungen $ancfs waren bie aSeranlaffung, 
ba^ ber SSerfaffer biefer ©d^rift bie öon il^m feit Salären im 
aritl^ntctifd^en Unterrid^t befolgte SRetl^obe nnter bem 2;i^cma: 
„SBerlnüpfnng einfad^er9lanmgebilbe ntit bem9led^nen", 
junt @egenftanbe einei^ ^onferenjüortrage« ntad^te. S)erfelbe 
erfd^en fpätcr im SJrndte nnb fanb an antoritatioer ©teile 
tDol^tooUenbe 93ead^tnng. S)ie jal^Ireid^en 9(nertennungen nnb 
bie mel^rfad^ in gnfd^riften geäußerten SBünfd^e, ben ©egem 
fianb anSffil^rlid^ ju bearbeiten, reiften im Unter jeid^neten ben 
@ntfd^Iu§, bie Srod^üre ju öorKegcnbem Sel^rbud^ ju tttotitttru 

*) SDen gidnjenbften IBetoeid für ben großen ^ul^tn, bet aud bet 
SßetBinbung bet beiben gtoeige bet Tlatf^tmatil, ^iQthxa unb ®tos 
ntettie, l^etüotgel^t, liefett bie 0e{4i4te bet ä^at^ematif. £e|tete lel^tt, 
ba^ bie tnid^tigften %oxt\6^xittt in bet gal^Ienlel^te jtetö ha ju üetjeid^nen 
finb, too man biefetbe mit bet @(eomettie t)et!nü|)fte. 3n einet 
Sßef^tec^ung bed ©(i^tiftd^eni^: ,;^etfnü^fung einfädlet d^aumgebilbe mit 
bem lRe(]^nen", fagt ®ünt^et: „S)a6 biefet SBeg, bie üblid^e gotmel=: 
auflöfung fo ju fagen Don ©d^titt ju ©d^titt jeid^nenb $u fonttoÜieteU; 
ein ipäbagogifd^ empfel^IenStoettet ift, ha^ mag fd^on aui bem 
IXmftanbe etl^eüen, hai bie alten ^tabet (SRolftammeb htn 9Jlufa) in ft^n- 
lid^et SQ^eife bei jebet (Sleid^ung ^toeiten ©tabed tietful^ten. '^ai ]|iftos 
rifc^e Sßetben einet @ad^e bietet abet aud^ ftetd einen bibaf- 
tifc^en Sfiugetjeig.'' ^uf bie ^etanfd^autid^ung bet fS[titl|metif bntc^ 
IRaumgebilbe legt ^etbatt üiel &ttoiä)t ^ad gan^e „^^^ bet ^n» 
fd^auung'' ift ani biefet @tfenntniS ettt)ad^fen. 3n biefet 6d^tift l^ei^t 
eS: „S)ie @ttcnge bet ©eweife ift nid^t füt ^nahtn; — befto mel^t ift 
föt fie bie mannigfaltige SBetfinntid^ung bon gal^len, SBtüd^en, 
3ledjttttttgen, ju benen bie 3)teiede beftänbig üetonlaffen. S)iefe ©es 
legenl^eit, bet Ätitl^metif mel^t a)eutUd^Ieit ju üetfd^affen, mufe, 
fotoeit es nut mögjid^ ift, benufet toetben." 
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3n bcmfelbcn tft ber SScrjud^ butc^gcfül^rt , bcr bibaftifc^ 
burd^auS bered^ttgten gforberung: Sentt|e geometrifd^e 
S)arftel(ungen tnöglid^ft auSgiebig im aritl^mettfc^eTt 
Utttcrrid^t, SRcd^nung ju tragen. 

S)er SSctf affer l^at ficl^ beftrebt, nid^t bIo§ bie für bie 
©d^üler befonberS fd^wierige 2;t|corie ber algebraifd^en, xma- 
ginären unb fomplejen S^i^itn geometrifdi ju öerfinnü^en, 
fonbern aud^ bai^ 91 ed^ nett mit benfelben bnri^ Senu|ung 
ber Geometrie anfd^auli^ nnb leidet jn geftalten. 9(ud^ glanbt 
er, bie Seigrer ber Ärit^metil unb SKgcbra befonber» auf bie 
Sluf löfung cingelleibeter @Ieid^ung8auf gaben mit $ilf e 
geometrischer aSerjinnlid^ung (§§ 92, 94 unb 112) al8 
eine für bie ©c^ule fe^r empfel^leni^toerte äWetl^obe aufmerffam 
machen ju foQen. 

III) (Sine »eitere ©igentümlid^Ieit biefer ©d^rift beftcl^t 
barin, ia^ ba^ @efi|ii|tl{d|e eine jiemUc^ l^erüorragettbe SSerücI- 
fid^ttgung erfal^ren ^at. Sei biefen ^iftorifd^en S3emerfungen 
finb aR. (Santorg „SBorlefungen über ®efd^ic^te ber aRat^c= 
matil", S^aSlcg', „©efdiid^te ber ©eometrie", bie ©diriften 
©fl ntberg unb ^l ü geU „atat^ematifd^eg a385rterbtt j&^^ benu|t 
tporbetü Sluf bcn^ert beg ©efc^id^tlid^en beim matl^e^ 
matifd^en Unterrid^t näljer eingugel^en, l^aften tt)ir nid^t für 
nötig, jumal ba ©üntl^er in ber ßeitfd^rift „©^mnafium" 
fid^ über biefen ©egenftanb auggefprod^en l^at.*) SJenjenigeu 
Selirern, weld^e in i^rem Unterricht gefd^id^tlid^e Semerlungen 
benu^en, wirb eg l^offentüc^ angenel^m fein, l^ier für bie ©c^ule 
brau^bare SRitteilungen jufammengefteQt ju fitiben. 

*) 3n ber Slbl^anblung: ;,Über ben ^itbungdtoert bet matl^es 
motUd^snoturtotffenfd^aftUti^cn gäd^cr" u. f. f. 0,SDic fflatux**, 
92r. 44 unb 45) äuiett fid^ ^üntl^et folgenbenna^en: „%>it gefd^id^tlid^e 
(Snttoidelung geigt und beffet; mie jebe metl^obologifd^e Überlegung, meldte 
?PfQbe — mitunter aud^ Srrtoegc — ber ntenfdjlid^c @eift feit 3a]^t- 
^unberten bei ber (Srfunbung ber SBal^rl^eit gegangen tft, unb ber ^5d^fte 
SBunfc^ bei^ 2tf)xtx^ mü^te t§ bei bielen %f)toxkn fein, bad jiugenblid^e 
®r!enntmdbennögen in nuce biefelben (Snttoidetungdpro^effe burd^mad^en 
gu laffen, toetd^e bie äRenfc^l^eit aU fold^e in taugen 3eitrftumen burd^- 
gemad^t ^at.'' 
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aSct bcr ^Bearbeitung biefer ©c^rift tiatte ber SSerfaffer 
in erfter Sinie baS Se^retfentinar unb biejenigen ©d^üler beS* 
felben im Suge, toeld^e mä) ber jtoeiten Prüfung auf auto- 
bibaltifd^em SSSege i^re mat^entatifc^en ^enntnijfe ertDeitem 
unb öertiefen ttjotten, Äug biefem ®runbe bürfte bie Sreite 
unb gro^e Slui^ffil^rUd^Ieit ber S)arfteQung nid^t blo^ ent^ 
fd^ulbbar, jonbern gerabeju gerechtfertigt erfd^einen. S)arum 
ift u. a. bie $roportion8le^re benufet Sorben, um bie im 
Sted^enunterrid^t be^anbelten bürgerlid^en SRed^nung^arten noiä^- 
mal^ ju betrad^ten, bie betreff enben @efe|e unb 9led|enregeln 
tiefer ju erf äffen unb i^re SRic^ttgleit allgemein ju bereifen. 

S)ie Se^re ton bcn imaginären unb lompiejen Qa^Un 
gel^ört in bem gebotenen Umfange burc^au« nid^t ini^ Se^rer- 
feminar, öielmel^r ift eS auSreid^enb, wenn an bie Äuflöfung 
ber quabratifd^en ®Ieid^ungen bag SBefentlid^e über bie a3e=^ 
griffe biefer neuen ßa^Iarten auf ©runblage i^rer geometrifd^en 
©arfteHungen angefd^Ioffen toirb. Sin tiefere« Einbringen in 
ben im fiebenten Äbfd^nitt bel^anbelten ®egenftanb mu§ bem 
fpäteren 5ßriöatftei|e ber S^gütige überlaffen bleiben. 

S3on ber S3earbeitung ber Sogaritl^men glaubte ber 
SSerfaffer abfegen ju foQen, weil feines SBiffenS biefelben in 
ben Se^rplan ber meiften Sel^rerfeminare nid^t aufgenommen 
toorben finb^ unb ei^ nid^t an befonbern ©d^riftd^en fel^lt, in 
toeld^en bai pra!tifd^e Sted^nen mit Sogarittimen geleiert wirb. 

S^m ©d^Iuffe fü^It ber SSerfaffer fic^ verpflichtet, ber 
terel^rlid^en SSerlaggl^anblung für bie fd^öne SluSftattung ber 
©d^rift feinen aufrid^tigen 2)anf abjuftatten. 

SBopporb 0. 9i^., im guni 1891. 
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1) SegHff ttitk CHntcUttng kcr 8Ratl|ematif. ®ie Wlat^e-^ 
matil tft bicjicmgc SBtjjenfc^aft, »cld^c fid^ mit bcn ©rö^cn unb 
jtoar mit bcn ©igcttfd^aftett unb bct SScrglcid^ung berfclbcn 
bcfd^äfttgt. S)et Slugbrud ,,®rö§c" bcjeid^nct urfprünglid^ bie 
ßigcnfd^aft cincS SJingc«, öcrtnögc toeld^er bagfclbc ücmicl^rt 
ober öcrminbcrt tocrben lann. Sctrad^tet man nur btcfc 
©igcnjd^aft ctncg S)ingc8, fo nennt man auc^ ha& S)ing 
felbft eine ®rö§e. 

SlQc ®röfeen l^aben bie ©igenfci^aft, ba§ fie auS SCeilcn 
beftcljen. Rängen le^tere ununterbrod^en mit ctnanber jufammen, 
fo ba§ fie ein einjigcS ©anjeS bilbcn, fo nennt man bie ®rö|c 
eine ftetige, j. S. bie geit, bie Sinie, bie gläd^e, ber ffiörper. 
S)ie Seit fd^reitet lüdEenlo^ fort unb ba^ ®nbe eines ßeitteild^enS 
fann alg ?lnfang be§ folgenben aufgefaßt »erben, ©benfo lann 
man fid^ jiebc Sinie aug Keinen Xeild^en sufammengcfe^t öor^ 
ftellcn, fo ba§ ber ®nbpun!t be3 einen jugleid^ ber SlnfangS= 
^3unlt be§ folgenben Xeild^enS tft. Slud^ bk fleinften Xeild^en 
ftetiger ©rö^en tragen ben Flamen beS ®anjen. — @inb bie 
leile, aus bcnen eine ®rö§e beftel^t, getrennt, fo ba§ jeber Seil 
für \x6) ein ®anjeS ift, fo l^eifet bie ®röfee eine getrennte 
(unftetige). 3^ festeren gcl^ören j. S. ein 35u|enb Stpfel, ein 
viertel ®ier, fünf Srbtcile. — Wit ®x&^tn l^aben bie ©igen- 
fd^aft, bafe fie gemeffen »erben lönnen. S^t^ SKeffen ift ein 
3Ra| erforberlid^, ba§ aU SKa^einl^eit anjufel^en ift. Site ®runb- 
gefe^ gilt: Sine ®rö§e fann nur mit einer il^r gleich* 
artigen öerglid^en unb gemeffen »erben. @o fann man 
j. 95. Sinien nur burc^ Sinien (Sängenma§) meffen. SlIS Sßafe^ 

©(füllet, «tit^mcH!. 1 



2 einldtuita- 

ein^eit jum 9Äef(en eineä fiÖrperS bient ein Sörpermofe (SBfirfel), 
unb baS Sßintelmag nufi ein 3SinfeI fein. — 2)ei Einteilung 
ber ©rögen in ftetige unb getrennte entfpretl^enb jerfäHt bie 
SRatfiematif obec @rögenle^re in jitiei |iaupttetle, nämlit^ in 
bie SRaumgröfeenle^re ober ©eumetrie unb in bte QQi)Un= 
le^re ober Sltit^mefil. 

2) Stgtiff bet «litlmctif. ga^lente^re ^ieg 6ei ben alten 
©ried^en jene t^eoretifi^e 2i3if[en[c^oft, beren ©egenftunb bte 
Qatjl an unb für fid|, j. 93. bte Einteilung ber Sai)itn naä) 
iijtta bejonbern ©igenfc^aften unb ©gentümlii^teiten roor, im 
©egenfa^f jur fiogiftit, worunter man bie piattifc^e 9te(^en^ 
lunp ober bie Stnleitung baju »erftanb. 3)ie Stritfimetif ber 
©riechen bilbet bte ©runbtage ber heutigen „3"^Ieiit^eDrie", 
einer ©isciplin, Wel^e ber neueften 3^'* ongetlött. ®ie alten 
Slrober bcjeic^neten bie arit^meti! ber ©rieben mit bem SÜamen 
„fpelulatiöe Slrit^metil", toütirenb fie bie eigenttic^e SJtec^entyn[t, 
bie Sogiftif, „i3rafti|(^e Slrit^metit" nannten. 3e^t Werftest man 
unter Strit^ntetil gemo^nlii^ bas 9led|nen {oioo^t mit beftimmten 
afS mit allgemeinen Qafiim, bie SSuc^ftabenrei^nung. S)ie 
3at|(enle^re f|(^ bie ^lufgabe, ben 3ii^tbesriff tiar unb beutlii^ 
ju bilben unb bie @efe|e p leliren, nac| roelci^en bie 3q^I^>i 
mit cinanber »etlnüpft werben müflen. 

3) Segttff ber natHrIU|en 8*^1. 3eben einzelnen ®egen= 
ftanb einer beftimmten Stit nennen mir eine @int)eit. ®en 
SBegriff ber ®inl)eit, bas einmalige aSorljanbenfein einer ©röge, 
bejeii^nen ffiir mit bem SSJorte „einS". I)ie ISinS bilbct Me 
©runblage .ber Qaf}ien unb fie ift |eI16ft bie erfte ober urfprüng= 
lic^e aus ber unmittelbaren Slnft^ouung ^eroorgegangcne 3n^I-*) 
33en ®egcn[a| jur Sin^eit bilbet bie SDie^r^eit, bie a3iell)eit. 
SHan Berfte!|t barunter eine äJIenge gleichartiger SSinge, tu fj. 
ben Snbegriff üon getrennten ©röfien, beren SSer((^iebenf|eitcn 
ieboc^ nii^t inbetra^t fommen. ^ur^ SBerglei^ung ber ^leU 
Reiten mit ber Ein8 entftetien bie übrigen natürlittien S°¥-^^- 

•) ißei ben allen ^at fict» mehrere 3a^i:t|unbeiie ber ©afe iitieriitfert, 
bafe bie eins Uiiljrunfl unb anfong oHei Sielen aiit nid)t 
ielBflSa^Mei- 



(Stnleitung. 3 

©obalb wir eine SJicI^cit — bicfclbe ift an unb für fid^ feine 
3al^I — burd^ bie ffiinS meffen, bic SSicItieit alg SBieber^olung 
bcr ®in§ bcftimmt auffaffen, get)! erftcrc in ben ©l^arafter ber 
3ö^I über. 2)ie gal^I !ann bal^er lurj aU eine beftimmtc 
SSiell^eit befiniert loerben. S)ie SScrgleic^ung ber SSiell^eitcn 
mit ber 3aI)I eing, bie SSerftanbegtl^ätigleit ber SBieberl^oIung 
öon gleid^artigen ffiinl^citen, bei tüeld^er nur ba^ getrennte 
SBorl^anbenfein öon S)ingen begrifflid^ erfaßt unb fprac^fid^ 
begcid^net ttjirb, l^eifet Q&^Un.*) SWan lann ba^er and) fagen: 
aug ber urfprünglid^en Qa^l einS bilben wir burd^ toieberl^ofteä 
^inäufügen ber (Sini^ unb Bereinigung biefer erl^altenen @in= 
l^eiten ju einem Segriffe bie übrigen 3^^!^^^ ^^^ notürlid^en 
3ö^Ienrei]^e. Sefetere beftel^t a(fo au§ ber Qai)l eing unb SSieI= 
fad^en berfelben. 35iefe§ 3äI|Ien, toelc^e^ im SJerlnüpfcn öon 
©inljeiten beftel^t, l^eifet ?lufn)ärtgjäf)Icn. S)en ©egenfa^ ju 
le^tercm bübet bag Slbwärtsjä^Ien, weld^e^ ais eine Trennung 
oerbunbener Sinl^eiten aufjufaffen ift. 

4) gal^Itiiiirtet. S)ie Siamen für bie @inS unb bie burd^ 
3äl^Ien gebilbeten neuen 3*^^^^^ nennen wir 3<i^Iwö^t^^- 
SBürbe man beim 3ä^ten ton 2)ingen jiebeg ©tüdf burd^ „eing" 
fiejeid^nen, fo entftänben bie natürlid^en 3o^Iwörter: einä; ein^* 
eins; eing=einö=ein§, u. f. xo. ©tatt biefer SSejeid^nungen ^at 
bie Sprache t)iet türjere 5Ramen gefd^affen, ftatt einS-einS fagt 
man furj jwei u. f. f. @S genügt nic^t, ba^ ber'SRed^ner bie 
SRamen für bie 3^^!^^ lennt, fonbern er mu§ mit ben Q(if)U 
Wörtern bie richtige SSorfteöung als Summe ber entjpred^enben 
(Sinlieiten öerbinben unb ilire natürlid^e SReil^enfoIge angeben 
fßnnen. ®o l^at j. S. bie Kare Stuf f äff ung bcr 3<i^I ä^^n bie 
gewonnenen SSegriffe ber öorl^ergel^enben 3öt)Ien jur SSorauS^ 
fefeung. 

5) ßinteiluttg ber Sa^Un. 9Ran uriterfd^eibet fonfrete, 
benannte unb abftrafte, unbenannte S^af)Un, je nac^bem fie mit 

*) 2^aS gä^fett nur aU baS Bctou^te 8ufowmcnfaf|cn beftitnmtet 
(ginjeltoefcn aufgefaßt, bitbet, toit fd^otffinnig ^exöorgcl^oben rootben, ift, 
feine menfd^nd^e (SigentümUc^feit; aud^ ^iere ^äl^Ien if^xt jungen. 

(§anfel, (Santor.) 
1* 



4 (Einleitung. 

ober ol^nc SBcnennung crfd^cincn. 25 SRatI, 6 Satire, 30 äWcter 
ftnb lonhctc, 1/ 5, 9 finb obftraltc QafjUn. Sine 3^^^ ^i^^ 
entiocbcr al8 eine bcfttmmtc ober ate ßal^I übcrl^aupt 
gebadet. Sm crftcn gaUc lönncn toir ung bic butd^ bic 3^^^ 
bcjcic^nctcn ©in^cttcn üorftcttcn, im anbern gallc fotnmt bie 
SRengc bcr ©inl^eiten nid^t inbctrad^t. Scbe 8^^^ ^on beten 
SKcnge i^rer ®int|eiten man abfielet, f onbem bie nur als 3^^! 
fiberl^anpt aufgefaßt unb gebadet tt)irb, l^ci^t eine allgemeine 
Qa^. Sediere lann, ba bie SWenge ber ©inl^eiten nid^t beftimmt 
ift V^^ Q^^ bejeic^nen. 

6) S^¥^^^i^^^Hf ^ü^litii^tn. SSenn man gleid^artige 
®inge, j. 95. ©täbd^en, Äugeln, Säume jä^It unb für iebeS 
abgejä^Ite ©tüdt einen ©ttid^ ober ?ßunlt mad^t, jo entftel^en 
natürlid^e 3ö^'t^ttbilber, j. S3. 

^) • : ".* : : :•: i n in im 

b) I 1 I 1 1 I 1 1 1 • 
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©teQen toir (fie^e unter b) bie 3^^^ ^^»8 burd^ eine 
beftimmte ©tredfe (Sängenein^eit) bar, fo öerfinnlid^t bie boppelt 
fo große ©tredCe bie 3^^^ ätt)ei, bie breifa^e Sänge bie Qa^i 
brei u. f. w.*) S)iefe natürlichen 3apilber fteüen fämtlic^e 
©inl^eiten ber burd^ fie bejeid^neten 3^^^ finnlid^ bar unb ^aben 



*) ^ie ^^eigung pt geometrifd^en ^erfinnHd^ung ber ah* 
fttalten g^^^cn unb beten SSetbinbungen mar eine SigentümUd^Ieit 

ber atten ^ried^en. 9lad^ bem B^i^G^iffe ^]^eondk)on 
6m^tno, ber im 2. S^^^^unbert n. ®i^r. lebte, ^aben 
bie $Qt!^agoröer bie natürlid^e S^l^Ienrei^e burd^ fünfte 
^^^"^^^"^^^*' ^^^ ^^ gleid^en Äbftfinben teil^entoeife 
,•,,,, untereinanber gefegt würben. S)a biefe notürlid^en 

Sal^Ienbilber bie gorm . eines S)reied3 bilbeten , \o 

nannte nton bie Summe ber aufeinanberfolgenben 
natürlid^en S^^W^ ^^n 1 hx^ ju einem beliebig getoäl^tten @nbgUebe, atfo 

^reied^aoU- 



(Anleitung. 5 

alfo einen anjd^autid^en Snl^att. Unfere gebräud^tid^en 3^^^^: 

jei^en finb bie ßiffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Dieje 

finb toiltfürlid^e 3^^^^ für bie 3^^!^^; man lönnte jebe 

^ai)l ftatt burd^ 3iff^^n aud^ mittete anbetet 3^^^^^ ^^^^ 

ftcßcn. S)ie üetjd^iebenen SuItutüöKet auS üetjd^iebenen 3citcn 

l^atten au^ üetfd^iebene S^a^iitxä)txt, Unjete mobctnen 3iff^^tt 

finb an§ ben 3^^^^^ ber SBeftatabet unb itt)at ben fogcnannten 

©ubat* ober ©taubjiffetn JietDOtgegangen, beten ©rfinbnng ben 

Snbetn jugefd^tieben witb. SHe 9?nD ift baS 3^^^^ füt baS 

9lid^töott)anbenfein einet Sinfieit unb bejeid^net batier feine 

natütUd^e Qa^l Site S^^h^^^^^ tt)irb bie Sinti infofetn mit 

Se^t aufgefaßt, ate fie jnt S)arftetlung bet Qaf)Un nic^t ent- 

Beirrt toetben fann, j. 33. in 10, 108, 200 u. f. w. S)ie inbifd^*' 

atabifc^en 3iff^i^tt bienen jnt JBejeid&nung beftimmtet 3ö^tcn. 

Site bie Sltit^metif fid^ üetöoDfommnete , fteHte fid^ ba8 

S3ebürfni§ jut @infü{)tnng nenet 3ö^tieid^en ein. Seit bem 

Vorgänge be§ SotbanuS 9iemotatiu8 (im 13.3a{)tl^.) bebient man 

fid^ aud^ bet 95ud^ftaben ats 3tt^Iä^i^^w. S)ie Sinfül^tung bet 

Snd^ftaben ate Qaf)lit\ä)tn etwieg fid^ fc^on aug bem ©tnnbe 

ate ätt)edCmä|ig, weil fie beteit« befannte 3^^^« toaten. Qaf^Un 

im allgemeinen obet allgemeine Qa^tn »etben butd^ bie fleinen 

unb bie gtofeen SSud^ftaben beg lateinifd^en ?llp^abet^ bejeic^net. 

Sebet SSud^ftabc fann jebe beftimmte 3^^^ batfteüen, bie Söuc^s 

ftaben l^ei^en begfialb allgemeine 3öl)läeid^en. 35ie SBa^l 

bet aSud^ftaben ift jttjat gleic^giltig, bod^ beftefit bet ÖJebtaud^, 

befannte Qaf)Un butd^ bie Slnfangi^buc^ftaben a, b, c xi f. xo., 

unbefannte obet gefuc^te Stößen mit ben legten Säud^ftaben 

^/ Vf ^ Jtt bejeid^nen. SSerfd^iebene Säuc^ftaben beseid^nen im 

allgemeinen t)etfd^iebene QaijUtn, fie fönnen jeboc^ aud^ biefelbe 

3al^I auSbtücfen. dagegen öetttitt ein SSui^ftabe in einem unb 

bemfelben SRec^enbeifpiele ftetg nut einen beftimmten S>^i)Un'' 

toett. 3n bet ?lufgabe x+-4: = lO öetttitt bag 3^^^^« x 

bie ßa^l 6; in bem »eifpielc ic — 12 = 8 ben SBett 20, 

obgRid^ e§ übet^upt jebe Qa^l bejeic^nen fann. SBitb ein 

S3ud^ftabe ioiebetl^olt gefegt, fo bejeic^net et ftetS biefelbe Qa% 

g. 83. in bet Aufgabe x + x + x + 6=^d0 brüdt bag 3a{)t 



6 (Einleitung. 

geid^en x j[ebcgmal bic gal^I 8 aug. — 35er Äütjc Iialbet nennt 
man bie beftimmten unb allgemeinen S^^^ä^^^^ ^^^ //3<i^ten"; 
man jptid^t jdiled^tttjeg tjon bet 3^^! ^r, anftatt ju fagen: „bie 
ßal^I, »eld^e bnrdi jenen Sud^ftaben bejeid^net werben fott." 

7) 2)efab{f^e8 S^^^I^nf^f^^^« ^^ ^^^ W ^arfteQung 
ber Saluten eins big neun, jo l^ätte man aud^ jnr Söejeid^nung 
nod^ üieler anberer ßal^Ien bejonbere 3^i^^^ erfinben lönnen. 
StIIein es liegt auf ber §anb, bafe e§ aud^ bie jd^öpferifd^fte 
menjd^lid^e SinbilbungSfraft unb baS üorjüglid^fte ©cbäd^tnis 
überfteigt, für jebe 3<it)I ein befonbereS 3^^^^^ ä^ erfinnen 
unb biefe unjäl^Kgen 3^^^^« aufäufajfen unb feft ju l^aften. 
S)ie l^öd^ft finnrei^e unb großartige Srfinbung, mit jel^n ein^ 
fad^en 3^i^^w ötte 3^^^^^^ barjuftellen, tt)irb tjon ben Slrabern 
ben ©elel^rten SnbienS jugefd^rieben .*) SebeS ber jel^n 3<i^I' 
jeid^en beutet an unb für fidEi eine bestimmte ?lnja!)I Sinl^eiten 
an, bieS ift ber 9lenntt)ert ber S^ff^^^- ®^i ä^^i- ^^^ mel^r* 
fteöigen S^^^en unterjd^eibet man „Drbnungen". 35ie niebrigfte 
Drbnung ber „(Siner" fann 1 bis 9 ®in!)eiten enttialten. ßel^n 
(Siner faßt man als eine neue (Sinl^eit auf unb nennt fie jur 
Unterf (Reibung öon ben (Sinern einen 3^^^^^- SBeiter werben 
10 @in{)eiten biefer (jttjeiten) Drbnung als ©inl^eit einer l^öl^eren 
Drbnung unter bem Flamen „ein ^unberter" jufammengefa^t. 
®urd^ 3wfammenfaffen üon 10 (Sinl^eiten ber Drbnung „^un- 
berter" in eine neue ©inl^eit bilbet man bie 9tangorbnung ber 



*) 2)ic ©rfinbwng ber ^ofttionS s Slrit^metit gehört ju ben grog= 
artigften ßeiftungen bcS mcnjd^ltd^cn (SeifteS. %\t größten äjflänner, toic 
Seibntj, iRemton unb Sa ^piace, l^aben i^rer SSermunberung über \iQ.% 
belabiid^e 8ß^^«nf9ftcm SluSbrud gegeben. @o ?agt Sa ^acc: „5)er 
ÖJcbanIc, äße Quantitäten butd^ jel^n gcid^en augjubrüden, tnbem man 
il^nen jugleid^ einen abjoluten unb einen ©teHenttJert giebt, ift ?o einfad^, 
bo6 man eben beSl^alb nid&t genug anerlennt, meldte SBetüunberung er 
öerbient. Slber t^tyn, biefe (Si^fat^l^eit unb bie Seid^tigleit , »elc^e bie 
SKetl^obc \itxci IRed^ner getoäl^ct, erl^eben baS otitl^melijd^e @^}iem ber 
Snbicr in ben SRang ber nüjltd^ften ©rfinbungen. SBie fd^toer t% aber 
mar, eine fold^e SRetl^obe aufjufinben, lann man barauS entnehmen, ba§ 
fie bem @enie be§ Slrd^imebeS unb beS 2l:polIoniu3 öon ^ergae, jtoei ber 
größten ©eifter beS 3lttertl^um8, entgangen ttar." 



(StnIeitMng. 7 

„Xaufenber". Übetl^aupt fofet man burdigättgig 10 (£in!)citcn 
irgenb einer Drbnung afö ®inl)eit einet nä(^ft l^öl^eten jujammen. 
Sebe Drbnung fann 1 bis 9 ©inl^etten entl^olten. S)ie 9tang= 
orbnungen tt)erben nun mit ^ilfe ber jel^n Ziffern bargcfteüt, 
inbem man bem Qaf)litx6)tnf »eld^eg bic ©inl^eiten einer Orbnung 
angicbt, eine bem SRang ber Drbnung entfpred^enbe Slnjal^t SRuUen 
QUl^ängt. S)ie ©inl^eiten ber ättjciten Drbnung [teilt man burd^ 
Änl^ängung einer SflnU bar, bie Drbnung ber ^unberter be= 
icid^net man burdi Slnl^ängung öon jwei 9iuIIen u. f. tt). S)a 
ba§ atangjeidien 9luII jelbft feinen SBert l^at, fonbern nur ben 
öoraufgel^enben 3iff^i^^ "SiariQ üerleil^t, bagegen auf bie folgenben 
3iffern feinen ©influfe ausübt, fo fann man bereu 5ßta| mit 
anbern @inl)eiten bebeden. %ün\ Qt^ntx unb ad^t @iner fönnen 
bal^er ftatt 50 + 8 furj burd^ 58 bejeid^net werben, günf 
Saujenfaer, fünf ^unberter, fünf Qt^ntx unb fünf (Siner fann 
man ftatt 5000 + 500 + 50 + 5 furj 5555 f^reiben. 35er 
SRang ber Qx^txn fteigt aljo üon reci^ts nad^ linfs, ber SBert 
berjelben ift üon ifirer ©tettung abl^ängig. Sebe Qx'^tx \)at 
Qufeer il^rem SRenntoert aud^ einen fogenannten ©teilen* ober 
^ofitionSwert, unb jtt)ar befi|t jebe (Sinl^^it. einer auf 
einer beftimmten ©teile ftel^cnben Söffet einen äefin- 
mal fo großen 393ert al§ bie (Sinl^eit ber red^tg fteljen- 
^en Söffet. 35iefe» ®cfe| nennt man ba^ jetintcilige (befa- 
bifc^e) 3a!)Ienf5ftem (3e^ner= ober I)ejimalf5ftem), bie Qai)l 10 
]|ei§t bie ©runbjal^I beSjelben. Stuf il)m berutit bie ©d^reibung 
aÖcr natürlid^en 3ö^ten. 

8) Sefiinbere unh aDgemeine tlufgalben. Se nad^bem in 
einer Aufgabe befonbere (beftimmte) ober allgemeine Qa^iitxd)tn 
öorfommen, unterfdEieibct man befonbere unb allgemeine 
Stuf gaben. (Sine befonbere Stuf gäbe ift folgenbe: @§ foll einerlei 
fein, ob man eine 3^^! lOmal nimmt ober 10 ju berjelben 
abbiert. SBie l^ei^t bie 3^^!? — ©e|t man an ©teüe ber 
3iffer 10 ba^ allgemeine 3at|Iäeid^en a, fo l^at man folgenbe 
attgemeinc Slufgabe: @S foü einerlei fein, ob man eine 3^^! 
mit a muttiplijicrt ober a ju berfelben abbiert. SBelc^eg ift 
bie 3a^I? 



8 Einleitung. 

9) Sefiinbere unb aDgenteine tli*it|metif. S)ie Slritl^mett!, 
wcld^c nur bcftimmte 3^^^^^ betrQd^tct unb mit cinanber tjcr- 
Inüpft, ]^ci|t bcjonbcrc ober gemeine Slritl^metif. S)aS dx^ 
gebnig ber SRed^nung unb Unterfud^ung in ber gewötinUc^en 
SRed^enfunft ift ein befonbereg, bag nur für ben öorKegenben 
gaö gittig ift. S)ie gemeine Slrit^metif l^at nur befonberc 
?lufgaben jum ©egenftanbe unb aÖe iRed^enoperationen fönnen 
l^ier auggefül^rt »erben. — ®aS SRed^nen mit beftimmten unb 
allgemeinen ßa^tjeic^en ift ©egenftanb ber allgemeinen Slrit^? 
metif ober SSud^ftabenrec^nung. ^ier werben ben Slufgaben 
unb UnterfudEiungen in fielen gäHen allgemeine B^i)liüä)tn 
jugrunbe gelegt, unb ba^ SrgebniS ift ein allgemeine^, meld^eS 
auf aüe gäüe berfetben Slrt anwenbbar ift. Sn ber SSud^- 
ftabenred^nung fönnen jeboc^ bie SRed^enoperationen meiftenö 
nid^t wirftic^ öottjogen, fonbem nur angebeutet werben. 3)ie 
gewöl^nlid^e SRed^enfunft unb bie allgemeine Slrittimetil ftimmen 
l^infi^ttid^ itirer Setiren unb ©efefee überein. 

10) »ebeutung ber aSu^flalben als gal^Ijet^en. ^ie 
aSenufeung ber SSud^ftaben at^ allgemeine S^^Ö^ä^^^tt ^^^ ^^^ 
bem ©ebrauc^ ber Q\f(txn wefentlic^e SBorteite. SKittetö att- 
gemeiner ßal^Ijeid^en fönnen wir alle ße^rfä^e ber Slritfimetif 
fo furj unb fd^arf barfteßen, wie eg burd^ bie SBortfprad^e 
nid^t mögtid^ ift.*) ©o j. 85. fagt bie ßeidienüerbinbung 
a == a : Sebe ®rö|e ift fid^ felbft gteid^. Soft man ein a3ei= 
fpiel mit beftimmten Qa^tn, fo erl^ätt man ba§ Srgebnig nur 
für biejen befonbern gaU, wäfirenb fid^ burd) bie Sied^nung 
mit aögemetnen ßö^Iäei^en bie Sluflöfung für alle Slufgaben 
einer Slrt ergiebt. SD?an l^at bann in \tbtm einjelnen galle 
nur an ©teile ber Säud^ftaben bie gegebenen beftimmten Q^^itn 
ju fe|en. S)ie SeweiSfül^rung ber arit^metifd^en Sef)rjäfee mit 
§ilfe allgemeiner Sal^len öerleil^t biefen SBal^rl^eiten allgemeine 

*) „S)ie ©prad^c ber Slnal^fi«, bie öottfommenfte aller (E^jrad^cn, 
ift fc^on an ftd^ felbft ein mäd^ttgeS Hilfsmittel unb SBerljeug ber @nt= 
bedung, unb tl^re SBe^eid^nungeU; menn fie glüdltd^ gemöl^It finb unb mit 
bem ©egenftanbe in notn^enbiget SBejiel^ung fielen, entl^alten bie ^eime 
neuer Sfled^nungStoeifen." (Sa ^lace) 



dinleitung. 9 

©iltigfeit unb wiffenfd^aftüd^e ©trcngc. a33ä()rcnb ferner in ber 
getpöl^nlid^en 9ied^enfunft 6e.i Söfung üon S(ufga6en unb bei 
Unterfud^ungen burd^ bie ju betoerffteUtgenben ^ed^nungen ber 
S)enf|)roje§ gel^emmt toirb, fönnen wir bic SRejuItate bcS S)enIenS, 
bie SDenloperationen , mittete ber S3ud^[taben furj bejeid^nen, 
tooburc^ bie Slrbeit beg JRed^nerS abgelürjt, öereinfad^t unb 
erteid^tert wirb. Snblid^ erjielen wir burd^ Änwenbung ber 
Suc^ftaben in öielen gäüen leichte Söjungen öon aufgaben, 
toeld^e burd^ bie 3iffc^i^örit^»i^ti' ^^^ ^^^^ ßin mül^eöotteg, 
jeitraubenbeg SBerfal^ren bewerlfteßigt werben fönnen, unb bie 
Söfung fotc^er f^wierigen SBeifpicIe, wetd^e bie firäfte ber 
gemeinen JRcd^enlunft überfteigen. 

11) KttSbtuit^ ®Iet$ttng, f^ormel. 3ebe2 Qt\(i)tn für 
eine 3^^^ ^ci|* Slui^brudE. 2)urd^ SJerlnüpfung öon jwei ober 
mehreren Qaf)kn burd^ SRed^enjeid^en entftel^en mel^rgliebrige 
ÄuSbrüdEe. S)ie cinjetnen burc^ + unb — üerbunbenen leite 
nennt man ©lieber beS Slu^brudEg. 9?ad^ ber ätnjal^t ber 
©lieber beg ©anjen unterfd^eibet man eingliebrige, jweigtiebrige 
(Sinom), breigliebrige (Xrinom) unb me()rgttebrige StuSbrüdEe. 
SSejeit^nen jwei Slu^brüdEe a unb b biejelbe QafjH, fo finb bie* 
felben gleid^. S)ie ©Ieid^()eit jweier Äui^brüdEe wirb burc^ baS 
©leid^l^eitgjeid^en (=) bargefteKt, wetd^eg „gleid)" auSgefprod^en 
wirb. S)urd^ ©teid^fteKung jweier gleichen ?lu3briidEe entftetit 
eine © leiden ng. 2)ie ©leid^ung a =» 6 wirb getejen: „a gteid^ 
6". Sitte linf^ unb red^ts öom ©teic^l^eitgjeic^en ftel^enben 
SluSbriidEe l^ei^en Seiten ber ©tcid^ung unb bie einjetncn 
burc^ + ober — mit einanber öerbunbenen ©röfecn werben 
©lieber ber ©leid^ung genannt 3ebe Söuc^ftabengleid^ung, 
wetd^e ein matl^ematifd^e^ ©efe^ au^brüdft, "^eigt f^ormel. 
S)ie ©leid^ung a-{-h = b '\' a ift eine gormel; benn fie ftettt 
ben Setirfafe bar: „Sfian barf bie ©ummanbcn einer 
Summe beliebig tjertaufd^en." S)ie S>arfteKung ber Vin^ 
gleid^tieit jweier 3^^^^^ ^^i^^t ^^^ Ungleid^ung. S)a| eine 
3a§I a größer ate h ift, wirb a>h bejeid^net. Sft a Meiner 
ate h, fo fd^reibt man bie8 a < 6. 

12) 3a|Ilierl6inbttngett. Sebe 3^^t^^^^i^^ii^9 ^f^ ^i^^ 
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Qai)l unb fic fann bolzet tüicbcr neue S5ctfttiH)fungen cingcl^en. 
SBöl^renb in ber gemeinen JÄed^enfunft bic Sö^ttjerfnüpfungen 
Bered^net werben, ftellt man fie in ber allgemeinen Slritl^metif 
meiftenS blo^ bar unb benft fic^ bie aiefuftate. 3ebe ^a\)U 
üerbinbung ift felbftoerftänbtic^ il^rem »irllid^en @rgebni§ gleid^, 
f ift ä. 58. 5-8 ftetä glei^ 40 unb 72 : 9 immer gleid^ 8 . 



35ie biefen ß^^Iöerfnüpf:: 
ungen entfprec^enben fütä)^ 
nungStjerfal^ren l^ei^en : 

1) abbition; 

2) ©ubtraltion; 

3) SWuttipIilotion ; 

4) ©iöifion; 

5) ^ßoteniierung ; 

6) SBurjetaugjiel^en ; 

7) Sogaritl^mierung. 



S)ie Slritl^metif bel^anbelt 
fieben 3al)töerbinbungen, näm= 
tic^: 

1) bie Summe, a + b; 

2) bie S)iffereni, a — 6 ; 

3) ba§ ^ßrobult, ah; 

4) ben Duotienten, a : 6 ; 

5) bie ^ßotenj, a** = 6 ; 

6) bie SBurjet, a = >/&; 

7) ben SogarittimuS, 

n = ''log h, 

S)ie beiben erften SRed^nunggarten l^ei^en Operationen ber 
erften ©tufe. S)a8 5ßrobuft unb ber Duotient finb Qaf)U 
üerbinbungen jweiter ©tufe. S)ie brei testen Qa\)i\)tx^ 
binbungen nennt man SJerlnüpfungen ber britten ©tufc. 
3ur SÖejeid^xmng ber ß^titöerfnüpfungen finb beftimmte fRed^en- 
jeid^en, +, — n. \. to. eingefütirt. 

13) 2)te ®rttnbfa^e ber «rit^metif. ®runbfä|e nennt 
man fold^e SBa^rl^eiten, bereu 8Kc^ttgIeit fo unmittelbar ein= 
teud^tenb ift, bafe fie eines SetoeifeS nic^t bebürfen. 35aS ©Aftern 
ber Äritl^metif berul^t auf nur üier ®runbfä|en, nämlid^: 

1) Sebe ®röfee ift fic§ felbft gleich, j. S3. 1 = 1. 
gormel: a = a. 

2) SRan lann für jebe 3^^! ftets eine il^r gleid^e 
fe|en, ol^ne bafe bie 5Ri(i^tig!eit geftnbert ttjirb. 3ft 
a^=a, fo mu§ aud^ a + h^a'+h fein. 

3) 3^^i &(^^HTÖ^tn, tjon weld^en jebe einer 
britten Qa\)l gteid^ ift, finb unter fi^ gleid^. SBenn 
a = c unb & = c, fo ift aud^ a = h. 



(Stnlettung 11 

4) 2)a8 ßianje ift ber ©utnme feiner jömtlid^en 
3;eile glei^ 3eber leil ift Heiner aU jein ©anjeS. 
(§ier ift öorauggefelt, ba| bie leite glei^artig finb.) 

14) 9{tt^en ber «rit^metif. ^a^ ©tubium ber »rit^:^ 
metif (ber SWatl^ematif überl^aupt) gett)ät)rt unS einen jtoei* 
fad^en SRufeen, einerfeitg finben bie Seigren ber 8fied|enlunft 
^Intoenbung auf faft aUe ^^^^^9^ menjditid^en SBiffenÄ unb 
fiömtenS, anbererfeitg ift bie 2lrt unb SBeije, tt)ie fie il^re 
Seigren begrünbet, atfo il^re SRetl^obe, bie üoHIommenfte üon 
allen SBiffcnfd^aften. S)ie Slritl^metif l^at jur ©runbtage nur 
t)ier ©runbfä^e, beren SBal^rl^eit otine weitereg in bie Singen 
fpringt. ©ie begrünbet aüe öon il^r aufgefteUtcn SBel^auptungen 
(ßel^rfd|e) fo unwiberlegbar unb jd^arf, bafe jeber normal be= 
gabte STOenjc^ il^nen juftimmen ntu§. JDal^er geprt bie ?lritl^= 
metif (SKatl^ematil) ju ben jogenannten ejalten SBiffenJd^aftcn. 
SRänner ttjie SJrobifd^, $an!el u. a. l^aben fpejieH bie Sulübifd^e 
SRetl^obe ber ©eometrie aU „ein in jeber ^ejiel^ung unüber^ 
troff eneS SReifterttjerf" gepriefen.*) 

*; „3)ie SRatl^cmatif ijt eine SBiffen?c^aft auS reinen SBcgriffen, 
bal^er aBfhalt unb ntti^t fo leidet fagltc^ ^u leieren unb 5U lernen; als 
anbere SBtffenfc^often, in hjeld^en bie ©egriffe neben etnanber liegen unb 
bie meiftenS nur bad ©eböc^tnid, ben ^erftanb unb ben @d^atfftnn aber 
tocnig in Änfprud^ nel^men unb üben." Süb[en. — ,;3)er bilbenbe ©in^ 
f(ug ber SO^atl^ematit liegt t)or5ugdtDeife batin, bag ber S^üUx beulen 
unb rcben lernt." 83arbe^. — „3)ie nät^jte ©enetation ttirb bie ^oU 
n^enbigleit einfel^en^ äRat^entattl ju ftubteren." $erbart. 



§ 1. ®ra^]^if^e 2)arfieDttn8 be9 ttnl6egiren)ten natuirn^en 

3a|(ett0eli{eteS. 

SBir fünnen utti^ bie Steiiie ber natärli(^en Qoi)Un üon 
bis oo auf folgcnbe SBetfc üerfinnlid^en- SSon einem belie- 
bigen ^un!t in ber @bene aud fe^en n)ir fünfte in gleid^er 
Sntfernung t)on einanber, bie fämtlid^ in einer ©eraben liegen, 
unb tt)ir fteQen un8 öor, bieje ^unltrcil^e laufe big ins Unenb= 
lidie fort. Sien Slnfanggpunft ber SReil^e bejeid^nen tt)ir mit 
unb ben folgenben 5ßunften orbnen tt)ir (jum leil tt)irftid^, ben 
übrigen in ber SSorfteQung) bie entjpred^enben Qa^m ju, \t> 

ba§ bie ©treie bis 1, furj 0,1, bie Qa^ 1, bie Sänge 

0^ bie gal^t 2, überl^aupt bie ©trecfe Ö^ bie 3<i^I ^ ^^^^* 
finntid^t.**) SBir l^aben atfo fotgenbeS anfd^aulid^e Silb ber 
natürlichen ßal^tenreil^e: 

• • • • • • • •••••••••••••• oo 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

S)a jeber 5ßunlt in biejem Silbe burd^ feinen äbftanb 
tjom SlnfangSpunft eine beftimmte Sänge ober ©trede 
barftellt, fo fönnen tt)ir mit SBejieliung eines jeben 5ßunfteS 
auf ben SRuttpunft aud^ fagen, jeber 5ßunlt biejer Siei^e öer^^ 
finnlid^e eine 3^^^- — S)ieJeS ßal^tenbilb genügt ber Sollten- 
reilie öoDftänbig; benn 1) entfpri^t bem Qo^lid(i)tn 0, »etd^cS 

*) äJ'lan miebet^ole ^unäd^fi bad in ber Einleitung unter 3 6td 7 
(S^efagte. 

**) 83etglei(^c ^. 6 ber Sinleitung. 
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§ 2. »cgtiff bcr «bbition. 13 

ba§ Siid^ttjorl^atibcnfein bcr ©inl^cit bcjeid^nct, bcr gcomctrifd^c 
Sßunft. Der mit bcm 3^^^^ öcrf eigene Silbpunft bcr aici^e 
foll aber cigcntlid^ ben ÄnfangS^junft einer unbcgrenjtcn 
®etabcn tjorftctten, wie ttjir \p&ttt feigen tocrben; 2) einer 
beliebigen ßal^I n ber ßal^Ienreil^e cntfprid^t ein ^unft, ber 
Dom SlnfangSpunlt um eben fo öiele Sängcncinl^eiten cnt= 
femt liegt, aii bie it)m jugeorbnete 3<i^I 8inl^eiten cntl^ält; 
3) tt)ic bie ßal^Ienreil^e ol^nc ®nbe fortjd^reitet, \o erftreden bie 
5ßunltc beg Silbe? fid^ biiJ ing Unenblid^c fort. 

^it fet^$ ttrunDr^t^nuns^art^n mit natfirltt^^n ia^ilm. 
A. iRcd^nungSarten erfter ©tufe. 

2Rit ^ilfe ber gra^)]^ijci^cn ßal^Ienbarfteüung im vorigen 
$ßara9ra^)]^en lann man bie SScgriffe ber Äbbition, ber ©ub^ 
traltion, ber 3RuItipIifation unb bcr ©iüifion burd^ tpal^rnel^m' 
Bare D^jcrationen erjeugen. 

SBir nennen ben geraben SBeg ton irgenb einem 5ßunfte 
big jum näci^ftfolgenben „einen ©d^ritt üortoärtÄ" unb bie (£nt= 
fernung öon einem beliebigen 5ßunlt bis jum näd^ftoorJ^er^ 
gel^enben „einen ©c^ritt rüdmärts". 

§ 2. »egriff ber «bbitton. 

S)ie aritl^metifdie Slufgabe 3 + 5 öuf unfere Slbbilbung 
ber ßol^Icn übertragen, bebeutet: äRan fott üon bem bie ßal^l 3 
öerfinnlid^enben 5ßunft aus um 5 ©dEiritte tjorttjärtsfc^reitcn. 
S)urd^ SluSfül^rung biefer Xl^ätigfeit gelangt man ju bem 5ßunlt, 
iDetd^em bie 3^^! 8 jugeorbnet ift; folgtid^ ift 3 + 5 = 8. 
SHe 5lbbition tt)irb alfo bitblidi auSgefül^rt, inbem man t)om 
©nbpunft ber bie eine Qaf)l öeranjd^aulid^enben ©tredfe auS 
um fo tjiele ©d^rittc auf bem S^^^^^WIbe tjortoörts gel^t, atö 
bie anberc 3^^!^ ©intieiten entl^ält. ®ie Qa^i b im bilb^ 
Ii(i^en ©inne ju a abbieren ^ei|t, üon bem bcr Qa^l a 
entfpred^enben 5ßunlt bcr 3ö]^Icnreil^c auS um fo üielc 
©d^ritte öontjörtsfd^reiten, als bie 3^^! * ©inl^citcn 
barftettt. 



14 (Stftet 2(bf(l^nttt. ^e natürlid^en Sa^tn. 

S3enu|en n)ir jur äJerattfd^auIic^ung unb (Srläuterung ber 

Äbbitiott bic (Sinicitung 6) angegebenen natfirlid^en 3^^^^* 

bitber, jo ift j. S3.: 

„ , ^ •• •• •••• _* 

5 + 3=-+ = =8. 

hieraus flie|t folgenbe S)efinitton: 3^^^^ 3tt^Ien abbieren 
l^ei^t, il^re notfirttd^en 3^^^^^^^^^ i^ einem einjtgen 
vereinigen unb für bag erl^altene 3ö^tbilb bie ent= 
fpred^enbe 3^^! fe|en. 2Rit biejer S)eßnition ift bie fot 
genbe gtei^bcbeutenb : Sine Qa\)l h ju einer anbern a 
abbieren l^eifet, eine brüte 3^^I finben, bie fo t)iet 
©inl^eiten entl^ält atg bie gegebenen Qa\)Un äujammen 
barft eilen. 35ie ju abbierenben 3^^^^^ l^eifeen ©ummanben, 
5ßoften ober (Stieber. S)ag (SrgebniS ber Sibbition nennt man 
Summe. . Sn ber ©leid^ung 8 + 4 = 12 l^ei^t 8 + 4 „fop 
meöe ©umme", bie 3öt)Igtö|e 12 bagegcn, wetd^e baS SrgebmS 
ber SRed^nung anjeigt, tt)irb „wirfli^c ©umme" genannt Sltö 
3eid^en ber Slbbition bient ein ftel^enbeS Sreuj (+), weld^eiS 
in ber genjöl^nttd^en SRed^enfunft „unb", in ber allgemeinen 
Slritl^metif aber ;,plus" auSgejproc^en wirb. Sebe 3<^^I^^* 
öerbinbung burd^ baS 3^^^^^ + ^^^^t ^^^ j^Ied^tttjeg ©umme; 
bie red^nerij^e ätrbeit, wetd^e bie formelle ©umme üertangt, bie 
ber ©umme entfpred^enbe Operation, tieifet Slbbieren. 3n ber 
Slufgabe 9 + 6, allgemein a + ft, fommen brei ®rö§en in- 
betrad^t, nämtid^ ixod ©ummanben, unb bie britte ©röfee, bie 
©umme, foU ermittelt werben. Sebe ©umme mu| minbeftenS 
jwei ©lieber enthalten. SSeftel^t biefelbe au^ me!)reren (gleid^^ 
artigen) teilen, j. 95. 15 + 12 + 9 + 6, jo finb bie gegebenen 
©efinitionen ber ?lbbition ebenfalls gittig. 

§ 3. ®runbgefe^e ber tlbbttion. 

S3eifpiele: 

12 + 8 = 20 ; 6431 + 36ilf = lOOilf. 
5 3^^^^^ + 8 (Siner = 50 ©iner + 8 (Siner = 58. 

1) 5Rur abftra'üe 3^^^^^ ober' gteid^artige, b. ^. 



§ 3. (Sfritnbgefefre ber abbitten. 15 

glcid^benanntc Qa^Un"^) fönnen abbiett werben, im 
leiteten galle ift bie ©umme mit il^ren ©liebern 
gteid^benannt. S)cnn man fann nur unbenannte ober gteic^:= 
Benannte (Sintieiten jäl^Ien. 35ic SRid^tigleit biejeg ®runbgeje|eä 
liegt alfo im SSegriffe ber ß^^iL 

a3eif^)iele: 

6 + 4 = 4 + 6. 
äSetoeig für bie SRid^tigfeit ber tefeteren QJteid^ung: 
6+4=»+»+»+«+*+* 

@S ift nun offenbar einerlei, an tt)etd)er ©teile bie Slbbition 
biefer (Sinl^eiten beginnt 2Ran abbiere nun juerft bie ®in= 
l^eiten ber jweiten SReitie unb üermetire baS (Srgebnig um bie 
Sinl^citen ber erften SRet^e. ®ic Summe beiber SReil^en ift 
offenbar 4 + 6. SRit^in ift: 6 + 4 = 4 + 6. 

2) Sel^rfa^: 2Kan lann bie ©ummanben einer 
©umme beliebig öertaufd^en. 

Sn altgemeinen Qtx6)tn: a + h = h -{- a. 

S)iefe§ ®efe| toirb bag „ÖJefe^ ber SBertaufd^ung ber 
©ummanben" ober baS fiommutation^gefefe genannt. SBeil 
man bie ju abbierenben ßatilgrö^en öertaufd^en barf, beg^atb 
fül^ren fie ben gemeinfd^aftlid^en SRamen „©ummanben". 

SSeifpiele: 

10=10 
5= 5 £en ©tric^ lief „fotgtic^". 

15 = 15. 

SlQgemein: a = b 

c = d (abbiert) 

a + c = 6 + e?. 



*) Be^to. fold^e, bie man glctd^namtg tnad^en !onn, 5. $8. 6 g^^re 
+ 24 aJlonatc =» 6 Sfal^re + 2 ^al^re = 8 Saläre. 



16 ^tßet 9B{d^nttt. 5Die natütUd^ett S^^ten. 

©ettJCiÄ für ©Icid^ung (2): 9lad^ bcm ©runbjafee ,,3cbc 
©röfec ift M fclbft gleich", ift: b + d = h + d. 

©emäfe bet SSotau^MuTtg a = & fann man auf bcr tinfen 
©citc bcr legten ©Icid^ung a an ©tettc ton 6, unb »eil ferner 
c = d fein fott, c für d fefeen. 2Wan er()ält atebann: 

3) Se|rfa^: ©teid^e^^ju ©teid^em abbiert, giebt 

I)ie Umfel^rung biefeg Sel^rJafeeS lautet: SBenn man ju 
jtoei Sö^Iß^ö^en jttjei anbere abbiert unb baburd^ gleite 
©ummcn entftcl^en, fo finb bie abbierten ®rö§en einanber 
gteid^. 

Sft J. 83. 8 = 8 

8 + 4 = 8 + a; 

fo mu| 4: = X fein. 

SBenn a = h 

unb g + ^=^ ^ + ^ 
fo ift c = d. 

?luS üorftel^enbem Sel^rfa^ folgt , ttjenn a = a, fo ift 
a '{' i> a. 

S3eifpiele: 

(96 + 48) + 4 = (96 + 4) + 48 = 100 + 48 = 148 . 

(258 + 39) + (21 + 42) = (258 + 42) + (39 + 21) 

= 300 + 60 = 360. 

4) Sel^rfa^ : Sine Sal^I n)irb ju einer ©umme 
abbiert, inbem man fie ju einem ©ummanben n^biert. 
Umgelel^rt: 

5) @ine ©umme tt)irb ju einer Qa\)l abbiert, tn^ 
bem man juerft einen ©ummanben unb ju ber er^^ 
l^altenen ©umme bie übrigen ©lieber in beliebiger 
Dtbnung abbiert. 

3n allgemeinen 3^^^^* 

a + (& + c) = (a H- c) H- & = (a + 6) + c. 



§ 4. ©cgtiff bcr ©uBtraftion. 17 

2)aS leitete ®cfc^ l^ci^t „SlffociationSgcfe^ bct 
«bbitbn." 

' 6) Slntücnbung bcS ÄffociationSgcfe^c». SRit $tlfe 
be8 affociatioiiggcje^eg fann man bic SltBcit bc8 ÄbbicrenS 
mand^mat ücrcinfad^ctt unb ctlcid^tcrn, j. 8. in folgcnbcn 
SBcifpielcn : 

598 + 675 + 402 + 325 ; 8792 + 9854 + 684 + 146 

+ 146 + 5996 + 208 + 816. 

SRit Scnu^ung be^ Slffociatiotiggefefecg Iä|t ftd^ leidet bie 
Slid^tigfeit ber fotgcnbcn gormcln betocifcn. 

1) SBcnn a = a 
unb b > b' 

fo ift: a + b> a+V, 

b. ^, in SBorten: ®rö|ctcg jn ©Icid^cm abbicrt, gicbt 
®rö|creg. 

2) gcrner tocnn a = a 
unb 6 < 6' 

fo ift: a + 6<a'+6', 

b. ^. in SBottcn: ÄIcincreg ju ©Icic^cm abbiert, gicbt 
SIeinctcS. 

• 3) Unglci^cg ju ©Icid^cm abbictt, gicbt Unglcid^eS. 

IL ^ulrtraMixirn« 
§ 4. begriff ber (Sttttraftion. 

Um eine Slufgabc be^ Slbsiel^cnS, j. SB. 12 — 4, mit ^ilfc 
unfcrcr grapl^ifd^en Slbbitbung bcr Saluten (§ 1) ju bcred^nen, 
mu§ man cntwcber üon bcm bic ßal^I 12 barftcttcnbcn 5ßunlt 
be§ Sal^Icnbitbcg au^ um öicr ©d^ritte (5ßunftc) rüdEnjörtg- 
jd^rcitcn, ober öon bcm bie Qaf)l 4 ücrfinnlid^cnbcn 5ßun!t 
aus um fo üielc ©d^rittc tjornjärtsgcl^en, Big man an bcn 
?ßunft gelangt, bcr bic Qat)l 12 üeranfd^auüd^i SHIgemcin 
eine 3^§I ^ ^*^^ einer anbcren a bilbtid^ fubtral^icren 
l^ei^t, t)on bem bic ß^^t « tJorftcUenben ^unlt be§ 
3a]^Icnbitbe§ aus um fo üiete ©d^ritte rüdEtt)ärt8= 
gelten, als b Sinl^eitcn cntpit. Seim ©ubtral^iercn 

©Butler, «titl^metil. 2 



18 (Srpet «bfd^nitt. 5)ie natürl^en gal^len. 

fommcn oljo brei ®rö§cn infictrad^t. S)ic ßöl^I a, öon wcld^cr 
jttbtral^iert wirb, l^eifet SBoKjal^I ober SRinucnb, bic ju fub- 
tral^icrcnbc Qaf)l b ttjirb ©uBtral^enb (Sbjug) unb baS ©rgcbnig 
btcfcr D^jeration Differcttj (SRcft) genannt. S)ie ©ubtrafttoit 
Wirb burd^ bog 3^^^^^ ~ auSgcbrüdt, tocld^c« „minus" obet 
„weniger" auSgefprod^en wirb. 

©ine jweite SSegriffSbeftimmung ber ©ubtraltion ergicBt 
fid^ au8 ber ® teid^ung a; + 8 = 20 (attgemein a; + & = a) . 
3n bicjer ©teid^ung ift 8 befannter, x unbelannter ©um= 
manb unb bie Qa^s^o^t 20 fteHt bie ©urnme öor. SBir 
fönnen uns nun bic Slufgobe öorlegen, weld^c beftimmte Qa^l 
ift an ©teKe üon x ju je|en, bamit obige ©leid^ung befriebigt, 
b. f), ibentifc^ wirb? SRit anberen SBorten: wie finbet man 
aus ber ©umme unb einem belannten ben unbelannten ©um^ 
ntanben? 35ie Söfung biefer ätufgobe (grage) • fül^rt unS auf 
bie ©ubtraltion. @S ift offenbar: a: = 20 — 8, aUgemein 
x = a — h. $iemad^ l^eifet eine ßal^I öon einer anberen 
fubtratiieren, aus ber ©untme unb einem ©ummanbcn 
ben anberen ©ummanben finben. S)efinitionSformet: 

I. (a + &) — h = a. 

S)ie ©ubtraltion ift atfo bie ber ätbbition entgegengeje^^tc 
8ted^nungSart, fie ift bie Umf el^rung ber Slbbition. Sei biefcr 
Umlel^rung wirb baS ©rgebnis, bie ©umme a jum 2Rinuenbcn, 
ber befannte ©ummanb b jum ©ubtratienben unb ber gejud^tc 
(unbefannte) ©ummanb x jum 9teft (3)ifferenj). ©e|en toir 
in ber obigen Orunbgleid^ung a; + 6 = a, üon ber wir augs 
gingen, an ©teile tjon b bie S^^Ifl^ö^e S (©ubtral^enb), ftatt 
X bie SJifferenj D unb für a ben SKinuenben M, fo gel^t 
erftere ©teic^ung in bie folgenbe über: 

IL M=S + D. 

S)ieje gormel brüdCt baS $au^)tgejefe ber ©ubtraltion aug, 
weld^eS lautet: 

^auptgefel ber ©ubtraltion: S)er 3Rinuenb ift 
gleid^ ber ©umme aus bem ©ubtral^enben unb bem Sicft. 

3)iefeS ®e{efe wirb angewenbet um bie Unbelannte x in 



§ 5. (Slrunbgefe|e bet 8ubtraItion. 19 

©Icid^ungctt üon bcr gorm x — b = a ju beftimmen. 3»att 
cr^ätt X '^ a + h. 

ätug ber ®tctd^ung 5 + 2) = ilf flicht ferner folgenbc 
fe^r gcbräud^Uci^e 35efinttion ber ©ufitraftion, toetc^e wegen 
il^rer allgemeinen ©ültigteit bejonbcre Söeac^tung üerbient. (Sine 
ßol^I 6 öon einer anberen a fubtral^ieren {)ei§t, eine 
brüte 3<^^i finben, weld^e ju & abbiert, a jur ©urnme 
fliebt. 3n attgenteinen Saluten: 

in. (a—h) + h = a. 

SSotftel^enbe ©teid^ung fprid^t aufeerbem nod^ folgenbe 
SBal^rl^eit au^: 

Sine 3^^^ « bleibt ungeänbert, wenn man üon 
berfelben eine anbere 6 fubtral)iert unb ju ber er^ 
^attencn S)ifferenj a — & biefelbe 3<^^t abbiert. 

gotmel (I) Iä|t nDd^ fotgenbe S)entnng jn: 

©ine 3<^^I änbert jid^ nid^t, wenn man ju ber= 
jetben eine anbere Qa^ abbiert nnb öon ber @nmme 
bie nämlid^e 3<^^I jubtral^iert. — Slbbition unb ®ub= 
traftion mit benjetben Qdf)Un üottjogen, ^eben fid^ gegcn^ 
feitig auf. 

SBäl^renb bie Slbbition jtüeier natürlichen 30^1«^ in aßen 
pllen auSfül^rbar ift, lann bie ©ubtraftion nur in bem gaöe 
ouSgefül^rt werben, wenn ber SRinuenb größer ift ate ber 
©ubtral^enb. I)ie gegebenen S)efinitionen ber ©ubtraftion 
forbern fämtlid^ bie SSebingung ober ©infc^ränfung, ba^ a>h 
ift, wenn bie ©ifferenj eine natürtid^e Qdfjil jein joll. 

§ &. ®irttnbgefe^e ber Sulitraftiiin. 

S8eif^)iele: 

15 — 7 = 8; 20Ji — 8Ji=12J(. 

1) 9iur gleid^benannte ober abftralte Qaf)Un 
fönnen üon cinanber fubtral^iert werben. 2)ie S)ifferen5 
erl^ält biefelbe SSenennung wie SKinuenb unb ©ubtratienb. 35ieg 
folgt notwenbig aus bem erften ©runbgefefee ber Slbbition unb 
aus bem begriffe ber ©ubtraltion. 



20 ®rftet SCbjd^ttitt. ^ie natütlid^en Sal^Ien. 

2) $iitt)iigefe^: S)et aRinuenb ift gleid^ bet ©umme 
aug bem ©ubttal^enben unb bcm ?Refl. (©iel^e § 4.) 

SBcnn dfo a; — a = 6, jo ift a; = a + &• 

«ug bet ©Icic^ung 12-4 = 8 folgt 12-8 = 4. 

SBcnn a — x^l, jo ift a; = a — 6. Äng gormel HI 

crgiebt fic^: a — (a - 6) = 6. 

3) äRan finbet au8 bem äRinuenben unb bet 
S)ifferenj ben ©ubtral^enben, inbem man bie S)ifferenj 
t)om SRinuenben fubttal^iert 

2)iefe SEßal^rl^eit lann aud^ in folgenbet ^orm au^gefptod^en 
werben: SKan lann ©ubtral^enb unb S)iffeTenj mit ein== 
anbet Dertaufd^en. S)ie Sftid^tigfeit biefeg ®efe^e8 etgiebt 
fic^ ol^ne n^eitere^ au8 bem ftommutationdgeje|e ber Slbbition. 

SRan »enbet tJotftel^enbe^ ®efe| an, um ben SEBert ber 
Unbefannten x in ©leic^ungen t)on ber gorm a — a; = 6 ju 
bered^nen. 

SSeifpiele: 

x+ 16 = 40, a; = 40 — 16; 
ic + a = fe, x = h — a. 

2)efinitiongf ormel II : (a + 6) — 6 = a . 

4) aWati erpit aug ber ©ummc unb einem be= 
fannten ©ummanben ben unbelannten, wenn man ben 
gegebenen ©ummanben t)on ber ©umme abjiel^t. 

S)iefeiS ®cfe^ benu^t man, um bie Unbefannte x in 
®Ieid^ungen t)on ber fjorm x + h=» a ju beftimmen. 

SSeifpiele: 

16 — 4 = (16 + 4) — (4 + 4) = 20 — 8 = 12. 

a — 6 = (a + m) — (6 + m) . 

106 — 26 = (106 -6) — (26 — 6) = 100 — 20 = 80. 
a — 6 = (a — m) — (ft — m), 

©efefe ber SBertbeftänbigleit einer 2)ifferenj: 

5) ®er SBert einer S)ifferenj bleibt ungeänbert, 
wenn man fotDol^I jum SWinuenben a\% jum ©ubtra* 
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§ 6. ®e{e|e htt txfttn ©tufe. 21 

l^enben bicfelBc ßal^I abbtert, ober t)on beibcn bie 
nämlid^c ga^I fubtral^iert. 

S3cij[pictc: 

5—5 = 0, 20 — 20 = 0. m — m = 0. 

SBctin in bcr attgemcincn SJiffcreitj a — 6 ber ®uhtca^ 
l^cnb & = a »irb, fo bleiben nad^ Silngfül^rnng bcr ©ubtraftion 
feine ©in^eiten übrig. S)ie 2)ifferenä « — « fenn alfo leine 
natürlid^e Qa^ fein. %üx ben SBert einer SJifferens mit 
gleid^ent SKinuenben unb ©nbtral^enben l^at man baS 3^^^^^^ 
eingeführt, toetd^eS ;,9lntt" anggefprod^en »irb. S)ie SRuH" ift 
alfo baS ßal^Iieid^en für baiS . SRid^ttjorl^anbenfein ber Sinl^eit. 
(SSergteidEie (Sinleitnng, 6.) 

6) Sel^tfüi^: S)ie 2)ifferenj zweier gleid^en Qa^Un 
ift ber SluU gteid^. 

§ 6. ®efet;e ber etilen @tttfe. 

£e]^rfä|e über bie Slbbition nnb bie ©nbtraftion 
öon ©nmmen nnb S)ifferenjen. 
Söeifpiele: 

(24 + 69) - 14 = (24 — 14) + 69 = 10 + 69 = 79. 

(348+564)— 264=348 +(564-264) = 348 + 300 = 648. 

79368 + 9836 — 9368 = (79368 — 9368) + 9836 = 79836. 

I. JJormel: (a + &) — c = (a — c) + fe = a + (ft — c) . 

1) Sel^tfüi^: (Sine ßal^I loirb öon einer ©nmme 
fnbtral^iert, tnbem man fie üon einem ©nmmanben 
fnbtral^iert nnb jn ber erl^altenen ©ifferenj ben 
(bejtt). bie) anberen ©nmmanben abbiert. 

SJnrd^ Umfel^rnng ber gormet I, b. 1^. bnrd^ SSertanfd^nng 
beiber ©eiten biefer ©leid^ung, gewinnt man ben allgemeinen 
aritl^metifd^en SlnSbrudE ber folgenben 

2) Sel^rfS^e: «) ©ine Qa^i b »irb p einer S)ifferenj 
(a — c) abbiert, inbem man bie ßal^t h jnm SKinnen- 
ben a abbiert nnb üon ber entftanbenen ©nmme ben 
©ttbtral^enben fnbtral^iert. 



22 CtfteT flbidinttt. Die natürli^en 3a(Un. j 

ß) ©ine Siffeteni (6 — c) ratrb ju einer 3"^^ <» 1 

abbtett, inbem man ben JWtnuenben 6 jur 3o^t a i 
abbiert unb Bon btefer Summe (o + 6) ben ©ubtr«* 

^enben c (uitra^iert. I 

'SÄe SBemetJc für bie Slic^tifllcit ber (Jormeln beiW. bie [ 
®efe^e ber ©ubtraltion fü^re matt mit SBenußung be§ gaupfc 

gefe^eS ber ©ubtraltion M= S+ D. ' 

Seifpicle: j 
(84 - 25) - 14 = (84 - 14} - 25 = 70 - 25 — 45. 
(824 — 265) — 324 = (824 — 324) — 265 = 500 — 265 = 235. 

(1276-328)-548=1276-(328 + 548)=1276-876=400. \ 

II. gormel: (o -6) - c= (o-c)- 6-=n - (Ä + c). ! 

3) Sc^rfi^: iSine ^alfi c rcirb uon einer ^ifferenj 1 
a — i Jubtra^iert, inbem man fie entwebcr Dom 3Hi: , 
nuenben fubtra^iert unb von bie(er 2)ifferenj a — c I 
ben ©uitra^cnben absieht, ober ben SKinuenben um i 
bie ©umme au§ bem ©ubtra^enbcn b unb ber ^o^l c i 
»erminbett. | 

SßJenn roir bie ®teirf|ung (II) non rechts nac^ ImU lefen, 
fo fprit^t fie folgenben ße^rjog au8: 

4) Sr^rfa^: ffiine Summe b~\-c wirb Bon einer 
Qa^l a fubtro^iert, inbem man jeben ©ummonben 
fubtral^iert. 

®ic in Dorfie^enben ßefjrfäßcn an8ge|pro(^enen SBa^rfieiteu i 
tonnen in einen @a^ jufammengefa^t mcrben, nämlic^ in ben 

5) ^Qufitfa^: SSenn mehrere 3"5*en abbiert unb ! 
lubtrol^iert tuerben (otlen, (o ift bie SBei^enfotge ber i 
Gperotionen gtcii^giittig. ! 

S9ci|piete: I 

(54— 18) + (82—28)=(54+82)—(18 + 28)=136— 46=90. j 

(620— 64) + (330—76)=(620-|-330)— (64 + 76) j 

= 950—140=810. 

III. formet: {a — h)-\-{c — S) = {a + c) — {h-\-S). ] 

6) fit^tfo^: ^mti SJiffereuien werben abbiert, Wenn 
man ton ber ©umme ber Sßinuenben bie Summe ber | 



§ 7. »cgtiff ber SKuIti^lifation. 23 

©uBtraJ^enbcn jubtral^icrt. (2)icjeg ®eje| gilt anä) für 
mcl§rcrc S)iffcrcnjcn.) 
Scifpicic: 

72 — 29== 72 — (30—1) = (72 — 30) + 1 = 42 + 1 =43. 

165 - 99 = 165 - (100 - 1) = (165 + 1) — 100 = 66. 

IV. gormel: a — (b — c) = (a — J) + c = (a + c) — 6. 

7) Sel^tfn^: ®inc S)if fcrcnj b — c »irb tjon einer 
3al^l a fubtral^iert, inbcm man ben SKinnenbcn h t)on 
bcr 3ö^I a fubtral^iert nnb jn ber erl^altenen ©ifferenj 
a — & bcn ©ubtral^enben c abbiert, ober inbent man 
öon ber ©umme aug ber ßal^I unb bem ©ubtral^enben 
a + c ben SKinnenben b fnbtra^iert. 

B. . Sted^nungiSarten iweiter ©tnfe. ^ 

in. ittttl«:pllkatton* 
§ 7. »egriff bet ÜRuIti^Iilation. 

aSeijpiele: 

• ; + ; ; + ; ; = 3 x 4. 

5 + 5 + 5 + 5 = 4x5. 
n + n + « + w + M + n = 6xn = 6n. 

5.^ + 5./« + 5./« = 3x5./« = 15./«. 

@inb bie leite einer ©umme gleid^, fo löfet fid^ bie 
ÄbbitionSaufgabe auf eine ffirjere S33eife barfteDen unb be= 
rennen. SRan fielet ju, toie oft ber gleiche ©ummanb gefegt 
ift unb öerbinbet biefe (obftralte) ßa^I mit bem ©ummanben 
burd^ baS Qtxä)tn x ober • , ttjeld^eg ,,mal" au^gefprod^en 
toirb. (Sine ßö^Ienüerbinbung burd^ bag ßeid^en x, j. ©. 
3x6, l^eifet f ormeDe« 5ßrobuft. S)ie burd^ ein 5ßrobu!t an- 
gebeutete red^nerifc^e Operation nennt man 9JiuttipHjieren. 
®it»e Qai)l b mit a multiplizieren l^ei^t, b fo oft aU 
©ummanben fefeen, alg a ©inl^eiten enthält. 3ta6) bem 
begriffe ber aRuItipIilation ift alfo: 

pxq^q + q + q + q + q (pmal). 
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(Sxfn m\d)nxtt 3)ie notütlid^en Saluten. 



S)ag ergcbnig ber aWuItipKfation l^cifet witflid^cg 5ßtobttft. 
©0 ift j. 83. bic gal^I 20 bag »irllid^c ^robutt t)Ott 4x5. 
3n icbem formcQcn 5ßtobuft pxq ober pq nennt man ben 
utjprünglid^en ©ummanben q ben ST^uUipUIanben unb bie 
Qai)l, mläfc anjetgt, mie oft ber 9J{nIti))(iIanb geje^t n^erben 
fott, ben SWnltipIifator beg 5ßrobttltc8. S)a man jebe ein* 
fad^e natfirlid^e gal^I alj5 ©umme bcftel^enb au8 einem ®Iicbe 
anffaffen lann, jo fe|t man feft, ba§ i . a = a ift. 

Slni^ SSorftel^enbem folgt, ba^ bie Operation ber ÜJ^uIti- 
pUIation aud ber Slbbition l^erüorgel^t. S)ie ÜRnttipIifation ge« 
fd^iel^t nrfprängtid^ bnrd^ mieberl^oltei^ Slbbieren bed gleid^en 
©ummanben. SBoQten n^ir inbed bie SRuItipIifation, nament- 
lid^ t)on größeren Qa^itn, hnx6) toieberl^olte Slbbition beS 
aÄnfti|)UIanben öottjiel^en, fo loäre für baS praftifd^e {Red^nen 
nid^tS gett)onnen, ©oH bie SD?uIti^)Kfatton eine felbftänbige, 
öon ber Äbbition nnabl^ängige Operation fein, fo ift 
t^ nnr nötig, bie ®mnbfäQe beg SWnItipUjieren», nämlid^ bag 
fogenannte (Sinmaleing, afö ©rnnblage berfelben jn bctrad^ten. 
S)abnrc^ finb »ir imftanbe, bag aÄuItipIiiieren felbftänbig, 
bireft, augjnfül^ren. 

3ur Silbnng beg 3JinItipIifationi8begriffg nnb jnr S5er:= 
anfd^anlid^nng ber ©rnnbfätte ber aÄuItipIifation finb gra^ 
pl^ifd^e S)arfteIInngen in gorm öon „Sal^Ienbilbern" jtt)edCmä|ig. 
2)er 9ln|en, ber öeranfd^anlid^enbe SBert, fold^er S)arfteQnngen 
bürfte am ber SScrfinnlid^nng ber Steil^e 1x3 biiS 10 x 3 
erl^eUen. 
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SBenn toir bie 9RnItipIifationg=?lnfgabe 3x4 auf unfere 
abbilbung ber natürlid^en Qai)Un (§1) fibertragen, fo l^at 
biefelbe folgenben ©inn: ©d^reite öom Slnfangi^punlt (Slutt) 
auiS breimal nm einen ©d^ritt öon öier ßängcn tt)eiter. 3)ie 



§ 8. <3ftunbgefe|e bet äRitlttplifatton. 25 

3Rtt(ti^ttfation toirb l^ier atfo bilblid^ au^gefül^tt^ inbem man 
öom SnfangÄputtft ber QQf)Unxtif)t an^ jo oft um eine ben 
©in^citcn bcg SRuItipKfatorg entf^jted^cnbc Sänge fortfd^rcttet, 
oljS ber äßuttiptifanb Sinl^eiten entl^ölt 

§ 8. 0tttnbgefei^e brr IRttlti^Iifiiiian. 

?lu3 bem ©egriffe bet aWuttipUlation ergeben fid^ o^ne 
wettereg bie folgenben SBal^rl^eiten: 

1) 3ebeÄ 5ßrobuft Va%t jid^ burd^ biejenige ©umme 
erfe|en, weld^e ben aÄuItipIilanben \o oft al8 ©um- 
manb enthält, aU ber 2StnUxplitatf>t anjetgt; fo tft j. S3. 

3x8=8+8+8 

2) 3ebe ©umme an^ gteid^en ©liebern fann burd^ 
ein 5ßrobuft bargeftellt werben, loeld^eg ba8 ®Iieb aU 
3Ruttt^)IiIanb unb bie Qaf)l ber ©ummanben aU aRuI= 
tiptilator entl^ält. 

3) S)er WluUipUtatox beg 5ßrobufteg mu§ ftets 
eine abftrafte Qai)l fein. S)iefe SBal^rl^eit finbet il^re ©e= 
grönbung in ber Sntftel^ung unb bem Söegriffe beg aWuIti* 
ptilatorg, er jäl^It nämlid^, „toie oft" ber gleid^e ©ummanb 
(SWuItipIifanb) ju fefeen ift. S)er SDiuItipIilanb bagegen fann 
eine benannte (lonfrete) ßa^I fein, ba eine ©umme aud^ au8 
gleid^benannten leiten beftel^en fann; baS 5ßrobuft ift ftets mit 
i^m gleid^benannt 5ßrobufte mit jtoei Benennungen, j. S). 
4 SWeter x 3 2Weter, finb toiberfinnig. 

Um bag ^auptgefe^ ber äJ'^uIttpUfation, ba8 ®efe| ber 
SSertaufc^ung t)on aWuItipIifanb unb aWultipIifator, ju enttoidCeln, 
gelten »ir öon einem beftimmten SBeifpiele au8. SBir jeigen 
etttja, ba| 4x5 = 5x4 ift. S)en aÄuIti^Iifanben 5 er^ 
fefeen »ir burd^ fo üiele ^ßunfte, aU bcrfelbe ffiinl^eiten entl^ält. 
9iad^ bem SBegriffe ber STOuItipIifation ift bie entfpred^enbe Sn« 
jal^I 5ßunfte öicrmal ju fefeen, tooburd^ bie folgenbe anfd^aulid^e 
S)arfteQung entfielet: 



26 ©tjlcr «6|4nitt. 2)tc tiatürlid^cn Qa^tn. 
4x5= 

mX— • • • • • 

»4— • • • • • 

■ I • • • • • 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 = 5x4. 

3)ie in bcr „wagrcd^tcn" 9lei^c ftcl^enbctt 5ßun!tc Dcrftttnüd^cn 
ben aWuItipIüanbcn unb btc in bcr „\tnfTt6)ttn'* fftci^c ftd^cnbeti 
bcn aWuItipItfator. ©ämtlid^e fünfte geben ben SBert beg 

^robnfteg öon 4 mal = 4 x 5 an. Sn jeber jent 

redeten 9lei^e befinben ftd^ t)ier ^ßnnlte. 2)a fünf biefer Steigen 
öorlianben ftnb, fo erl^ält man burd^ Slbbition ber fenfred^ten 
fftet^en bie ©nmme öon 4 + 4 + 4 + 4 + 4 ?ßnnlten. S)teje 
©nmme aber lann man f ürger burd^ ba^ ?ßrobuft 5x4 an^- 
brüdEen. S)a nnn bie in ber S)arftettnng gegebene ^nnftfnmme 
für beibe gäUe ben SDSert ber 5ßrobnfte angiebt, fo mn§ 
4x5 = 5x4 fein. 3n berfelben SBeije läfet fid^ für jebeS 
anbere ^robuft mit nnbenannten Qaijkn bie ö^Wffigfeit ber 
SSertanfd^nng ertoeifen, man lann ba^er allgemein äb^la fe^en. 

4) ^au^tgefe^ bet IRttIti)iniation : 3n febem ^robnfte 
fann man SDinttipItlanb nnb äRnItipHfator miteinan- 
ber üertanfd^en. 

Sft ber SKnltipIifanb eineg $ßrobnfteS eine benannte 3^^^ 
fo mnfe man bei ber SSertaujd^nng feine Benennung bem nenen 
2RuItipIi!anben beifefeen. @o ift j. ». 64 • 6 Jf = 6 • 64 ./^. 
2)a§ tjierte ®eje^ l^ei^t ,,^ommntation§gefe| ber Sfinlti- 
plifation". SBeil bie SRnltipIilation aud^ bem lommntatiüen 
®efe| nnterttjorfen ift, fo bejeii^net man bie 3al^Igrö|en in 
einem ^robuft mit bem gemeinfd^aftlid^en Flamen „galtoren". 

©nttüidCelung beg SlffociationSgefe^eS ber SKuIti^^ 
plifation. 

»eifpiel: 

3x(4x5)= 4x5= 5 + 5 + 5 + 5 

+ 4x5= 5 + 5 + 5 + 5 
+ 4x5 = 5 + 5 + 5 + 5 

2)ie fenfr. »leiten abbtert, giebt (3x5) + (3x5) + (3x5) + (3x5). 
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3)tefe ©umine enthält 4 glcid^e ©lieber, »ciSl^alb toxx fic 
burd^ ba§ 5ßtobuft 4 x (3 x 5) bcäcid^ncn f önncn. @8 tft 
ballet 3 X (4 X 5) = 4 X (3 X 5). 

5) KfforintionSgefe^: @in ^robult totrb mit einer 
3q]^I muUipIijicrt, inbem man nur einen gaftor mit 
bcr 3<i^I ^^^ ^^^ erl^oltene 5ßrobnft mit bem anbern 
gaftor muIti^jHjiert. 

Umfel^rung: Sine ßal^I tüirb mit einem 5ßrobult 
multipliziert, inbem man fie juerft mit einem gaftor 
unb ba§ erl^altene 5ßrobnIt mit bem anbern ^aftor 
multi^jlijiert. 

2n allgemeinen 3<i^tctt: 

a X (& X c) = (a X 6) X c = (a X c) X J . 

S)urd^ SSerfnüpfung be§ ÄommntattonS== unb be2 Slffocia^s 
tionggejefeeg gelangt man ju folgenber praftifd^en 

6) ^au^ttegel: 2Ran lann bie gaftoren eineg ^ro« 
bufteg Beliebig öertaufd^en. 

gfir bie aÄuItipüIation gilt ein ä^nlid^eS ®cfe| »ie bei 
ber Slbbition, nämlid^: 

7) Sel^rfa^: ©leid^eg mit ©leid^em multipliiiert 
gtebt ©leid^eS. 

SBcnn a = a unb 6 = 6', jo ift ab = ab\ 

93etDeii5. Slad^ einem ©runbjafee ber ©rö^enlel^re ift 
ab = ab. 2)a man nad^ ber SSorauäfefeung auf ber redeten 
Seite biefer ©leid^ung a' an ©teile t)on a unb V für b fe^en 
fann, jo mu§ ab = aV fein. S)ie Umfel^rung lautet: SBenn 
burd^ SRuItipIilation jtoeier 3^^^^^ ^it 8^^^^ gleiilett 
ßal^Ien gleiile 9iejultate entftel^en, fo jinb erftere 
einanber gteid^. 

SBenn b^V 
unb ab = aV 

f mu§ a = a fein. 



28 (Etftet «bfd^nitt. ^ie natütlid^en Saf^Un. 

8) gut bie SKttItipItfattott gilt au6) bag fogcnanntc biftri^ 
butiöc ®cfc^. Um bic gormcin bcÄ ©iftributiögcfc^eä \o einfad^ 
ate möglid^ barjufteQcn, t[t eine Übercinfunft barüber nötig, 
wie aSetfnü^jfnngen öon gal^Iüerbinbungen anfjufaffen 
finb. 2)a wir gewohnt finb öon Iinf3 nad^ red^tö jn fd^tciben 
unb jn Icjen, jo muffen wir bie S)enf Operationen in berfelben 
Siid^tnng barfteQen unb ausführen, a) ©ntl^ält bal^er eine 
ga^I^enöerbinbung (ÄuÄbrudC) ol^ne klammern SHe^en- 
jeid^en einer ©tufe, fo ift ber ®ang ber Sfted^nung ftet^ 
t)on linf» nac^ red^tS. ©o ift j. 83. 12 — 8 + 5 = 
4 + 5 = 9. b) kommen bagegen in einem Hammer^ 
lofen %vi^bxud Operationen üerfd^iebener ©tufe t>or, 
fo mu§ bie l^öl^ere Operation öor ber nieberen aüg- 
geführt werben*) SS ift ba^er 4 + 3- 2 = 4 + 6 = 10; 
a — 6 + c • ei = (a — 6) + cd; unb a-c + h' c ift glei^- 
bebeutenb mit (a • c) + (6 • c). 

§ 9. Sel^tfa^e iilier bie IRttIii)iIiIatiott Hon Summen unb 

Siffetenjen. 

3n ber Slaumlel^re wirb gejeigt, ba§ man ben gläd^en= 
inl^alt eines SRed^tedEg finbet, inbem man bie gleii^namigen 
SKafejal^Ien öon ©runbfeite unb $ö^e muttiplijiert unb baS 
?ßrobult in ber entfpred^enben gläd^eneinlieit auSbrüdft. SRennen 
wir bie ©runbfeite eines JRed^tedES AB, bie $ö§e AD, fo 
bejeid^net man in berJRaumle^re baS Sled^tedE AB CD bur^ 
bas ^robuft AB AD, 2)er Sn^alt beS DuabrateS wirb 
befanntlid^ erl^alten, inbem man bie aWafeäa^I einer ©eite mit 
fid^ felbft öert)ielfältigt. Sin Ouabrat AB CD wirb bol^er in 
ber Siaumlel^re burd^ baS 5ßrobu!t AB • AB = AB^ an^^ 
gebrüdEt. 

*)@. ©(gröber nennt in feinem „ßc^rbud^ ber Slrit^mctif" bicfe 
Beiben anfgeftellten ®runbfä|c „bie erfte unb jtoeite ©onöention". SSeibc 
finb md) $ßrof. Dr. ©toU, ;,5BorIe|un9en über aUgemeine Slritl^metü", 
„ftül^er ju toenig bead^tet tnorben". 5(ud^ in ber „^ufgabenfammlung" 
unb in ben „Slritl^metifd^en Slufgaben nebp Sel^rbud^ ber Kritl^meti!" ton 
Dr. SBarbe^ finb biefe ®runb|&^e entl^alten. 
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2ebcj5 ©trcdten:=?lJrobuft au8 jtoci gaf toten AB - AD be^ 
beutet in bet Staumlel^re eine f^I&c^e, unb jtoar ein Sled^ted, 
bcffen anftofeenbe ©eiten bie ©tredten AB unb AD finb. S)ag 
$robuft aus ben gteid^namigen SWafeal^Ien biejer ©tredten fteQt 
bogegen eine 2>^^^t ^ine gtäd^enjal^I*) öor, njeld^e eben 
fo öiele (Sinl^eiten barftellt, als baiS Sted^tedf ^Vai^tn^ 
einl^eiten entl^ält. SBcgen biefer übcreinftimmung beg 5ßro' 
bufteS avA ben ßängenjal^ten jttjeier ©tredfen mit ber ^(ä)\f 
»cld^e bie glöd^eneinl^eitcu beS au8 ben ©tredten gebilbeten 
9l.ed^tcdC8 auSbrüdEt, lann ein ßal^lenprobult an ©teile eines 
©tredfen^jrobufteg unb xotxitx ba8 entfpred^enbe {Red^tedC burd^ 
ein ßal^Ien^jrobuft erfe|t werben. SBejeid^net man bie 9Jia§= 
yx\ßn für Sänge unb Sreite beS 9led^tedf8 allgemein mit ben 
Ballen jeid^en a unb fe, bie Sänge einer Duabratfeite mit a, 
fo brüdEt baS $ßrobuft aJ ein SRec^tedC unb ba8 $ßrobu!t a-a^c? 
ein Duabrat au8. Umgefel^rt unb fonfequent biefer aSejiel^ung 
unb SSejeid^nung fann ein ^robult au8 jtüei ßal^Ien al8 ein 
Siedet ed unb im befonbern gatte, nämlid^ wenn beibe gaftoren 
gleich finb, al8 bie 9laumgrö§e „Duabrat" aufgefaßt werben. 

SBegen ber t)orI|in bargelegten SSejiel^ung jwifc^en bem 
^robuft aus ben aÄafeja^ten für Sänge unb »reite (^öl^e) 
eines Sied^tedteS unb biefer 9laumgrö§e felbft ift eS flar, 
baß jebe aritl^metifd^e SSerwanblungSformel, beren ©lieber nur 
aus jwei gaftoren befte^en, im geometrifd^en ©inne gebeutet 
Werben fann. 

93eif^)iete: 

8 X (54) = 8 X (50 + 4) = 8 >< 60 + 8 X 4 

= 400 + 32 = 432. 

5 X 378 = 5 . (300 + 70 + 8) = 1500 + 350 + 40. 



*) %\t Flamen gläd^en« unb ßör^er^al^len (§ 14) ftnb ^^tl^agoreifd^en 
Utf^rung^ (b. 1^. fte flammen aus ber ©^ule ber ^^tl^agoreer) unb beuten 
bie aSerfinnlid^ung burd^ Släd^e unb ßör^jer an. %\t ©rllärung Don 
Släd^ens unb kör^erjal^Ien als ^robulte ber SJlag^al^Ien ber ^udbe^^nungen 
ber entj^jreiä^enben Slaumflebilbe finbet ftd^ bei @uflib (VII, 16. unb 
17. 3)efinttton) unb S^l^eon öon ©m^rna. 





ab 


ae 





30 St^ «bf^nitt. Sic natailii^n Sohlen. 

I. (lfonne£: a • {h ■\- c) = ah -\' ac. 

Um btefe ^otmel anj^aulit^ unb teilet ju benieifen, jett^nett 

wir ein Slec^ted, be(fen @runb(eite gteic§ bet ©umme Bon 

ft + c fiöngenetn^eiten unb beffen §ö^e gkid^ o Sängeneins 

fetten ift. 3^^^' t^ii^ nun auä 

^•^_ , bem ffinbpunft ber ©trecEe a 

bie ^araßele jur §ö^en(eite, 
fo entfiält baS eine Sledited 
offenBor ai unb boS anbete 
ac t^lä^eneinEieiten. 3)a beibe 
^robufte ben 3n^a(t beS ganjen 
JReifited? auSbrücfen, Jo ift 
o(& + c) = o6 + ac. 

1) Stlrfaft: Sine @umme tptrb mit einer 3*^^^ 
multiplijiert, inbem man iefaeS ©lieb ber ©umme mit 
ber ^n^i muIti))Ujiert unb bie erhaltenen %t'xi)pxo= 
bulte abbiert 

3)a ffiir in iebem 9lerf|teil ©ranbfette unb §Öt|e mtt^ 
einanber »ertaujcl^en !önnen, (o ift auc^ (ft + c) ■ a = «6 + ac 
b. ^. in SBorten: 

2) fic^rfi^: @tne ^a^\ a toiib mit einer @umme 
6+c multipligiert, inbem man bie 3«^^ mit jebem 
@ummanben mnlti)]lijieit unb bie entftanbenen ^ro^ 
bnfte abbiert. 

3) 8t|tfa^: ^ztU^i man einen ^aftot eines ^ros 
bultcS in eine ©umme, muUipItäiert jebe« ®Iieb ber= 
fel&en mit bem anbein t^attor unb abbiert bie eingetnen 
^robutte, fo ift beren ©umme ^Uiä^ bem uifprüng» 
tilgen 5ßrobu!t. 

®S ift j. S. 
12x6 = (5 + 4 + 3)6 = 5-6 + 4-6 + 3-6 = 30 + 24+ 18. 

SSemeiS. Sloc^ bem SommutationSgejet^e fann baS ^ro^ 
bu!t 12 X 6 borgefteöt nierben burc^ 
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a 



9 



d f h c 

3n bicfer 2)arftcQung öcrfinnlid^t bic toagrcd^te Sfteil^e 
ah = 12 bcn urfpränsl^en aKuItipIifator, ad = 6 bcn m^m^ 
t^Ufanben unb bie in bem gdbe afecd cntl^altencn ^unlte ftcQcn 
ben SQSert bciS urjprüngltd^en ^ßrobulteg bar. Sc^tereS befielet 
aber au§ ben gelbem aei/e + efgh + flrÄfec. SRun öerfinn^ 
Kd^en bic fenfred^ten Sfteil^en be^ erften gclbeg ba§ ^robult 
5-6, bag jttjeite getb öeranfd^anlid^t baS 5ßrobnlt 4-6 nnb 
bag tefete fjelb fteUt baS 5ßrobuft 3 • 6 t)or. 2)a bic Sarftettung 
bag ganjc (urfprünglidjc) ^robn!t ücrfinnltd^t, fo ift 

12x6 = 5. 6 + 4. 6 + 3- 6. 
93eif^)iele: 
4x 99 = 4.(100 — 1) = 4. 100 -4.1= 396. 
5 X 348 = 5 . (350 — 2) = 5 • 350 — 5 • 2 = 1740. 

II. gormel: a(& — c) = a& — ac. 

S5ctt)ci§. 3m nebenftel^enben fftcd^tccf öerfinnKd^e bie 
©runbfeite bie ßal^I &, ein 2;eil berfelben öeranfd^aulid^e ben 
©ubttal^cnbcn c, fo ftettt ber 
onbcrc Slbfd^nitt bie 2)ifferenj 
6 — c tor. S)a§ ganje Sied^tecf 
fteUt ba§ 5ßrobult ah, baS 
Heinere ba§ ?ßrobuft ac bar, 
unb bag größere öerfinnlid^t 
\>ai ^robult a(6 — c). S)a 
bag erfte Sfted^ted gleid^ ber 
Siffcrenj be8 ganjen {Red^tedEeg unb beS Heineren ift, fo ift 

a(fe — c) = afc — ac. 



glQ. 2. 



a< 




fe — c 
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(Stftet Slbfci^nitt. 2)ie natfirlid^en 3al^Ien. 



4) Sel^tfü^: @inc 2)iffcrenj »irb mit einer 3<i^t 
multi^jlijiert, inbem man fowol^I ben SWinuenben aU 
bcn ©nbtral^enben mit ber Qai)l multiplijiert unb baS 
leitete 5ßrobnft öom erftcren fubtral^iert 

^üx6) SSertanfd^nng t)on ©runbfeite unb ^öl^e erl^aften 
wir bie ©leid^ung (b—c) * a=^ ab — ac. 

5) Sel^tfii^: @ine g^'^t « ^^^^ ^^t ^i^^^ ©ifferenj 
& — c multi^jtijiert, inbem man t)om 5ßrobuft aug ber 
3a^t unb bcm SWinuenben bag ^ßrobuft au3 ber Qa\)l 
unb bem ©ubtral^enben jubtral^iert. 

6) a) Wei|teilfii^: 9led^te(ie t)on gleid^er ®runbfeite 
unb t)erjd^iebenen ^öl^en »erben abbiert ober fubtra^ 
liiert, inbem man bie ©runbfeite unüeränbert tä§t 
unb bie |)ö]^en abbiert ober fubtral^iert. 

35 e tu eis. 2)ie JRid&tigleit ber erften geometrifd^en SSSal^r* 
l^eit fpringt fofort in bie Singen, wenn man bie beiben JRec^tede 



gfiö- 8. 



gftg. 4. 



b + c 




a 



a 



mit ber gemeinfamen ©runbfeite aufeinanber fe|i 2Ran erl^äft 
bann ein Siei^tedf mit ber ©runbjeite a unb ber ^öl^e (6+^) 

(Sig. 3). 

3Äan fubtral^iert bag Sled^tedf a-c t)on bem ffted^tedf ab, 
inbem man bie ^öl^e c auf ber ^öl^e b beiS einen Sfted^tediS ab^ 
trägt unb burd^ ben erl^altenen (Snbpunft bie ^ßarattele jur 
©runbfeite jie^t. ©d^neibet man nun bag Sled^ted ac wm 
9led^tedf ab ab, fo bleibt ein Sied^ted mit ber ©runbfeite a unb 
ber ^ö^e b — c übrig (gig. 4). (Sg ift bal^er 

III. gormel: ab + ac = a(b + c). 

S)er entjpred^enbe ßel^rfafe au3 ber Qa^Unltf)xt lautet: 
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ß) Vtitl^inetif^et Sel^tfn^: ^robutte; bie einen gletd^en 
goltor l^aben, »erben abbtert (fubtral^iert), inbent 
man bie ©umme (S)ifferenj) ber ungleid^en fjaftoren 
mit bem gleidien %(dtüx mnltiplijiert. 

2)ie Siid^tigfeit beS leiteten Sel^rja^eS ergiebt fid^ and^ 
burd^ bie Umfel^rnngen ber gormein I nnb II. — 2)ie 
Bereinigung t)on ^robuften mit gleidien galtoren nennt man 
bag $eraugjd^reiben ($eraugfe§en) beg gemeinfd^aftli^cn gaftorS. 

Slnmerfung. S)er {Re^tedCfafe 6« lann aud^ imd^ 
mäfeig in folgenber SBeife auSgefprod^en »erben: 

©ergläd^enin^att mel^rererSled^tedEe öon gleid^er 
§ö^e unb öerfd^iebenen ®runbfeiten ift gleid^ einem 
einjigen SRed^tedE, ba^ bie ©umme ber ©runbfeiten 
aU ©runbfeite unb bie gemeinfd^aftlii^e $ö]^e jur 
^öl^e ]^at. 

3n ber bered^nenben fftaumlel^re bietet fid^ man^mal 
©elegenl^eit, t)on biejem Sel^rjafee nü^Iii^e Slntüenbung ju 
mad^en. 

SBefanntlic^ finbet man bie ®rö§e ber ©eitenfläd^en eine» 
geraben ^riSmag, inbem man j|ebe einjelne ©eitenpd^e be- 
rechnet unb bereu Snl^alte abbiert. 3Jian gelangt lürjer jum 
3iele, ttjenn man auf ©runblage be8 öorftel^enben Sel^rjafeeg 
bie SReget benufet: Umfang (be« ^riSmaiS) mal |)öl^c. 

2)er Sel^rfafe 6/3 ift offenbar aud^ bann gültig, menn 
ein gaftor beS ^robulteiS ein S3rud^*) ift/ fo ift j. 93. 

5-1 + 7. 1 = 12. f. 

SlUgemein ift; 

b . c 6+c 

S)euten wir biefe lefetere anal^tifd^e formet geometrifd^, 
inbem »ir bie 5ßrobufte a • - unb a • |- wegen i^rer Slna* 



*) S)a l^ier öon einem SStud^e hit JRebe ift, fo gel^ört baiJ golöenbe 
ber STnmerfung cigentlid^ nid^t in biefcn ^bfd^nitt. ^nx ber innern SSer« 
toattbtfd^aft toegen l&aben »ir ta^ golgenbe l^ier erörtert. 

6 (Rätter, Slrit^tnetiC. 3 



34 Sifin «fifi^nitt. Site natflili(!^ni 3af|bn. 

togie mit bei Sn^altsformel bes ®reted8 J=^.- aU 
geilen für Steiede nuffaffen, fo erhalten wir ben Ba^: 

S)ie 3n^alte mt^ttttt Bteieif e Bon gleicher §ö§e 
uitb Detfi^iebcnen ©runbfeiten finb gleiifi einem 
einjigcn Slreied, beffen ©runbfeite bie ©umme jener 
©runbfeiten ift unb ba§ biefelbe ^ö^e ^at Unb man 
erhält ben@efamtin^attme^reieri)reiedetion stetiger 
®runbfeite unb netfc^iebenen §ö^en, inbem man bie 
gemeinfame @iunb{eite mit ber ©umme bei ^Ö^en 
muttiptijiert. 

"äüä) bieje beiben ©ä|e lönnen mit Sotteil in ber 
5RaumIe§re benu^t »erben. 3)er erfte j. SB. bei (äntmidelung 
beä Ser|af)renS jur S8eiecf|nung beg XiapejeS. @S feien bie 
äßagja^ten ber ^araüelfeiten eineiS S^ropejeiS 9 m unb 6 m 
unb i^i Slbftanb Betrage Öm. gerlegt man baS Xropej 
bur^ eine diagonale in ^leiede unb abbiett bereu Sn^alte, 
\o ^at man: 

J==9x| + 6x|- 

Surc^ Slnwenbung be§ Se^rjage« &ß ergiebt fit^ fofort: 
J=(9 + 6)^=15-^ 
tül^enein^eiten. 

S)er jWeite Setirfats tann bei S8erec^nung unregelmägigec 
Sßietecfe (Sielede) Slnttienbung finben. Stellt man ein un< 
regelmäßiges SSierecf burc^ eine diagonale in 3)reiede unb 
betrautet bie diagonale otiS bereu gemeinfame ©tunbfeite, 
fo ^at man, leitete jur Sürje mit d unb bie ^ö^en ber 
^retede mit h^ unb Jh begeic^net: 

SBeifpiele (jum folgenben Setirfo^e); 
24x15 — (20+ 4) -(10 + 5) = 20.(10 + 5) + 4 -(10 + 5) 
= 20 ■ 10 + 20 - 5 + 4 ■ 10 + 4 ■ 5. 
IV. gormel: {a -]- b) ■ (c + d) = a{c + d) -\- b(c + d) 
= ac + ad + bc-\-bd. 
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8ftfl. 6. 



{ 



c< 



ad 


hd 


ac 


hc 
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S5ett)cig. g^§t ntQn bie ©untmen a + h unb c + d qI8 
äRa^jal^Ictt ber ©runbfcite unb ^ö^e einc8 Sied^tcdEe» auf, 
ftcöt lefetercg bar, unb jicl^t 
burd^ bic ©nbpunitc ber 
©trcdCcn a unb c ?ßaraMen 
ju bcn ©cgenfcitcn, jo öcr*^ 
finnlid^cn bie entftanbenen 
Sfled^tedEe bie 5ßrobuIte ac, 
ad, hc unb Id, toeld^e ju* 
jamnten bag $ßrobuIt 

{a + h)'{c + d) 
Bilben. 

7) Sel|rfiii|f: ^xotx ©ummen toerben ntiteinanber 
multiplijiert, inbem man jebeö ©lieb ber einen mit 
jebem ©Tliebe ber anbern ©untme ntultipliäiert unb bie 
crl^altcncn 2:eiIprobuIte abt)iert 

SSeijpiele: 
(20 + 5) . (30 - 2) = 20 . (30 — 2) + 5(30 — 2) 

= (20 . 30 + 5 . 30) - (20 . 2 + 5 . 2) . 

V. gormel: {a + h) ^ {c — O) ^a{c — d) + l{c — ä) 

= (ac + 6c) — {ad + hd) . 

SBetoeiS. 3m nebenftel^enben SRed^tedE öerfinnüd^e bie 
©runbjeite bie Summe a + 6 unb bie ^öl^e ben SRinuenben c 
ber S)iff eren j (c — d). S^rägt 
man auf c eine ©tredfe = d 
ßängeneinl^eiten ab unb jiel^t 
burd^ ben ©nbpunit ber 
©tredfe d bie ?ßaraUeIe jur 
©runbfeite, fo üerfinnlid^t 
ba§ untere ffted^tedt ba§ ^ßro^ 
buf t (a + 6) • (c — ä) unb 
ba§ obere ffted^tedt üeran« 
jc^auUd^t bag 5ßrobuft (a + 6) • d. Da man ba8 untere Sied^tedE 
ert|5lt, toenn man ba^ obere obfd^neibct, fo ift (a + 6) • (c — d) 

3* 



Stß- 6. 



(a + ft) • d 



(a + 6) . (c — d) 
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= (a + ^)ö — (a + 6)ei. 9Rit ÄttWenbung bct gormcl I 
auf bie redete ©cite biefer ©leid^ung finbet matt 

(a + 6) • (c — d) = ac -^ bc — (ad + 6d). 

8) Sel|rfiii|f: Sitte ©ifferettj tt)irb«ittit eitter ©uttitne 
tttultiplijicrt, ittbctit tttatt öott bcr ©utttttte ber ^ro^: 
bulte aui^ jebettt ©unttttattbett uttb bettt SKtnuettbett 
bie ©utttttte ber ^robutte aus beut ©ubtral^enbeu unb 
jebent ©untmanben jubttal^iert. 

Da tt)ir iu obigctn SRcd^tedt (Srunbfeite unb $ö^e üer^ 
taufd^cn lönncn, fo ift (c — d)(a -^-b) = ac -{-bc — (ad + bc) . 
Dieje gortnel \pvx6)t einen Sel^rfafe über SKuIti^JÜlation einer 
©untmc mit einer Differenj aus. 

Seifpicie: 
(48 — 2) • (99 — 1) = 48 . (99 — 1) — 2 (99 — 1) nac^Jie^rf afe 4. 

-=48-99 — 48.1 — (2.99 — 2.1) 
= 48.99 + 2.1— (48.1 + 99. 2) nac^§6,7. 

3n atigemeinen 8^^^^^^ 

(a — 6) . (c — d) = a{c — d) — b(c — d) 

= ac + 6d — (ad -^ bc). 

S3ett)eiS. 9Ran bilbe ein ffted^ted, beffen ©runbfeite bie 
Differeuj a — b unb beffen §ö^e bie Differeuj c — rf öer^ 

anfd^aulid^t (fiel^e neben- 
ftel^enbe fjigur). Da8 ganje 
aiec^tccl fteUt bag 5ßrobuft 
ac bar, ba8 mit II bejeid^s 
nete SRed^ted öerfinnlid^t ba8 
5ßrobuft bc unb aied^tedt III 
öeranfd^aulid^t ba8 ^robult 
(a — 6) . d. Wlan erl^äft 
nun offenbar ba8 SRed^ted I, 
mxtn man öon ber ganjen fjigur bie mit II unb III bejeid^- 
neten SRed^tedEe abtrennt, b. ^. 

(a — b) ' (c — c?) = a€ — (a — b)d — bc 



Sfig. 7. 



c< 



III (a-6)d 


(bd) 


(a — b)-(c-d) 
I 


bc 
II 







H 



a — 6 



§ 10. »orbcteilung. 37 

ober, ba (a — b)d = ad — hd, 

VI. gomtel: (a — &) • (c — c?) — ac + *^ — («^ + *c). 

9) Se|rfiii|f: ©ine SJiffcrenj toirb mit einer SJiffe^^ 
rcnj ntultiplijiert, inbem man iebe8 ®Ueb ber einen 
mit jebem ©Hebe ber anbern SJiffcrenj ntnltipüjiert 
uitb öon ber ©umme ber 5ßrobuIte aniS ben beiben 
SRinucnben unb aug ben beiben ©nbtral^enben bie 
Summe ber ?ßrobnfte auiS je einem STOinuenben unb 
einem ©ubtrttl^enben fubtrttl^iert. 

aug ben Sel^rfäfeen 7, 8 unb 9 ergiebt fid^ für bag 
praftifd^e SRed^nen folgenbe 

10) $iitt)itregel: Söeftel^en bie galtoren eineiS ?ßro- 
bufte^ aug mel^reren Seilen, mögen fie ttbbitiö ober 
fubtraltiö mit einanber öerbunben jein, jo mu§ man 
mit jebem einjelnen 2:eile be8 einen fjaltorg an allen 
®tiebern be8 anbern bie STOuItipUIation öoüjiel^en 
unb bie erl^altenen Seilprobulte burd^ Sbbition ju 
einem Xotalprobufte öerbinben, ba ba8 (Sanje ftet8 
feinen 2;eilen jufammengenommen gleid^ fein mu§. S)ie 
2eiIt)robuIte au8 ben ©liebern mit gleid^en SBorjeid^en 
toerben abbitiö; bagegen finb bie 5ßrobuIte ber ©uin^ 
manben mit ungleid^en SSorjeid^en fubtraltiö. 

IV. S^itHJtan^ 
§ 10. Sotlirreitttttg. 
9?ac^ § 7 ift ber Sinn ber Aufgabe 3-4 auf unfere 
9rat)^ifd^e Slbbilbung ber natürlid^en ^fi^'^^'^^^^ übertragen: 
mon foQ öom SRuQpunIt au8 breimal um eine ©d^rittlänge 
öon t)ter Sängen öortoärtsfd^reiten, ttjoburd^ man ben mit 12 
bejeid^neten ?ßunft ber SJarfteQung erptt. 3m Slnfd^Iu§ l^ieran 
fönnen toir un8 umgelel^rt bie S^age vorlegen: toenn man üom 
5ßunlt 12 au8 in brei gleid^en ©d^ritten wx \itxi Slnfang8punlt 
gelangen toiQ, toie gro§ mu§ man al8bann bie ©d^ritt« 

länge nehmen? 2)ie Söfung biefer Stufgabe verlangt, ba^ 

toir bie ©jtredEe 0,12 in brei gleid^e 2;eile jerlegen. @in fold^et 
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%txl umfQ|t offenbar 4 Sängen, b. 1^. bic gefnd^te ©d^ttttlänge 
ift öier ©tredEen gleid^. 

SBir lönnen qu^ obiger STOnltipUfQtionj^aufgabe ferner bie 
Slnfgabe ableiten: toie oft niu§ man öon bem bie QafjH 12 
öerfinnlid^enben 5ßnnlt an^ um einen ©d^ritt gleid^ 4 Sängen 
rüdCmärtgjd^reiten, um ben SBeg öon 12 bis jurüdtjulegen 
ober ben SRuHpunft ju eneid^en? SBir erhalten- offenbar bie 
?lnjal^I ber gcfud^ten ©d^ritte, inbem wir bie gegebene ©d^ritt^ 
länge auf bie ©tredEe 12,0 fo oft, ate e8 angelet, abtragen, 
ober jäl^Ien, tt)ie oft toir bie erftere öon ber Ie|tcren ©tredte 
fubtral^ieren lönnen. I)iefeg SSerfal^ren Reifet „9Keffen". 

§ 11. 8egti{f bet S^itifiott. 

S)ie @leid^ung 4 • 6 = 24 ift nad^ bem SSegriffe ber 
aRuItipIilation eine «Iblürjung für 6 + 6 + 6 + 6 = 24, 
toeld^e fagt: bie QdfjH 24 ift eine ©umme aus 4 2:eilen, üon 
toeld^en j|eber gteid^ 6 ift. SBenn nun umge!el^rt bag ?ßrobuft 
24 unb bie Slnja^I ber Steile (4) gegeben finb, fo lönnen toir 
nad^ ber (Sröfee eines S^eileg fragen. ©e|en mir bie gefud^te 
3af)I gleid^ x, fo mufe 4 • a? = 24 fein. Diefe Slufgabe fül^rt 
unjJ auf eine neue Sled^nungiJart, bie S)it)ifion. 

I)it)ibieren l^ei^t junäd^ft an^ bem 5ßrobu!te jtoeier 
ßal^Ien unb bem 9RuUipU!ator ben ÜÄuItipIifanben 

finben. — S3ei ber Slufgabe 6 + 6 H = 24 lann man 

aber aud^ nad^ ber Slnja^I ber gleid^en Steile ober mit f8t^ 
jiel^ung auf bie ©leid^ung 4 • 6 = 24 fragen: mie oft mu^ 
man ben 9RuftipIifanben 6 fe|en, bamit baS toirKid^e ^robuft 
24 f)erau8lommt? Söejeid^nen mir ben gefud^ten 9RuttipIiIator 
mit X, fo mu§ offenbar a; • 6 = 24 fein. S)ie Söfung biefer 
Aufgabe füf)rt uns ebenfalls auf bie S)it)ifion. 3n bicfem 
gaüe mirb baS S)it)ibieren aU Steffen erllärt; eS ift nämlid^ 
ju unterfud^en, mie oft ber 2RuItit)Ii!anb 6 im ^robulte 24 
entl^alten ift. S)iöibieren l^ei^t ba^er aud^, aus bem 
$robu!te jmeier ßal^Ien unb bem aRuItipIilanben ben 
aRuItipIilator ermitteln. S)ie ©iöifion umfaßt alfo jtoei 
befonbere gäöe, meldte in bie Operationen beS Seilend unb 
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bcg SDicffcnS ober ©ntl^altenfeittg untcrfd^icbcn tocrben. S)ic 
SluffQftung bcr ©iöifton afe SJicjf^n i[t in bcn gäöctt unt)tx^ 
meiMid^, tt)o bic gegebenen S^^^^ entoeber gteid^ benannt ftnb 
ober ho6) auf gleid^e Benennung gcbrad^t »erben fönnen. I)er 
Sinn ber Aufgaben 20J(:4J( ober 4J(:26\ lann nur 
bieder fein : ju unterfud^en, toie oft 4 .^ (ia^ SRafe) in ber ju 
meflenben ©rö^e 20 JC, 25 -\ in AJi, ftedcn ober enthalten 
ftnb. (SSergleid^e 9?r. 4 ber (Srunbgefefee.) fjür ba8 @rgebni8 
ber Sfted^nung ift eg einerlei, ob man bie S)iöifion ate Seilen 
ober aU aReffen auffaßt. 

%n^ SSorftel^enbent ergiebt fid^ offenbar, ba§ bie S)it)ifion 
ttid^tg anbereg afö bie Umlel^rung ber 9RuItipIi!ation ift. S)a 
nad^ beut ÄornntutationSgefefee ber 9RuItipIifation a • 6 = 6 . a 
ift, fo ift ei^ bei unbenannten S^^^^^ einerlei, ob man ben 
äRuItipIüator ober ben SRuItipUIanben al8 bie ju fud^enbe 
©röfee betrad^tet. 3n biefem fjaöe !ann alfo in bcn ©leid^ungen 
h'X = x b = a ber unbelannte fjaltor x burd^ eine Dpera^ 
tion, ba§ Seilen, ermittelt werben. Äud^ bei Slufgaben ber Slrt 
20JC:4:Jl \\i ftetS ein gaftor ju fud^en, nämlid^ ber SRufti^ 
<)tifator. I)ie Diöifion fann ba^er allgemein, b. ^. fo, ba§ fie 
bie beiben Operationen beö Seilend unb be8 2Reffen8 einfd^tiefet, 
auf folgenbe SBeife befiniert »erben: Diöibieren fiei^t, au8 
bcm 5ßrobu!te jtoeier ^d^Uu unb einem belannten 
fjaltor ben unbelannten fjaltor finben. 

gormel I: (a • 6) : & = a . 

S)a8 gegebene ?ßrobuft a erhält nun \itix SRamen SJiöi^ 
benb, ber belannte fjaftor l toirb jum S)it)ifor unb ber ge:j 
fud^te galtor, bog ©rgebnig ber ^iöifion, l^ei^t Duotient. 
8ur 93ejeid^nung ber ®it)ifion bient ein SJoppelpunIt ober ein 
toagered^ter ©trid^, ©iöifiong* ober S3rud^ftrid^ genannt. I)er 
Duotient ber ©leid^ung a; • 6 = 24 toirb burd^ 24 : 6, ber 

©tcid^ung x-h = a burd^ a : 6 ober y (gelefen: „a biüibiert 

burc^ 6", ober !urj „a burd^ h") bejeid^net. S)ie 2)imfion 
„6 in a" fd^reiben toir 6 -4- a. S)amit ber Duotient a : h eine 
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natürlid^e 3^^^ bejcic^nct, Tnu| a ein SStelfa^eS öon 6 fein; im 
anbeten gaQc gel^t bie S)iötfton nid^t Quf nnb eS bleibt ein 8le[t 
@e|t nittn in ber ©leic^nng a? • 6 = a an ©teile t)on a; 
ben SBert a : 6, fo öemanbelt fid^ biefelbe in bie folgenbe 

fjormel II: y • 6 = a. 

S)iefe S)efinitioniSfonneI lautet in SBorten: @ine S^^I » 
burd^ eine jtoeite h biöibieren l^ei^t eine britte ßal^I 
a : h finben, bie mit ber jtoeiten multipliiiett bie 
erftere jum 5ßrobuIte giebt. 

§ 12. ®tttttbgefei^e ber 2)itif{iitt. 

1) S)er ©iöibcnb niu§ gleid^ jein beut ?ßrobult 
au8 bem Duotienten unb bem S)it)ifor (golgerung aus 
ber S)efimtioni5formeI: (a : 6) • 6 = a). ©ejeid^net man ben 
S)iöibenben mit B, ben 3)it)ifor mit d nnb ben Duotienten 
mit Q, fo l^aben toir bie ©tunbformel: 

D^Q'd, 
2Ran benufet biefe» ®efe| jur Söered^nung ber Unbefannten 

X in ©leic^ungen folgenber gorm: — = 6; So jung: x = ah. 

Oleic^ung: g = 15; Söfung: rc == 12 • 15 = 180. 

I)ie (Srunbformel D = Q- d bietet ferner ein SRittet jur 
?ßrüfung ber 8?id^tigleit einer auggefül^rten Diüifion- 

S)ie (Slcid^ung (a : 6) • & läfet fiud^ fotgenbe I)eutung ju: 

Sine 3^^! « bleibt ungeänbert, toenn man fie 
burd^ eine 3^^! biöibiert unb mit berfelben Qaf^i 
multipligiert. 

2)ie erfte S)efinition§formeI ber ®it)ifion (a • 6) : 6 = a 
i[t aud^ ber SluöbrudC beg folgenben 

2) ©efefeeö: S)iöibiert man ein 5ßrobult a-6 burd^ 
einen feiner galtoren, fo erl^ält man ben anbern. 

3Rit ^itfe biefeS ®efe|e2 !ann man ben unbefannten 
gaftor X eineg 5ßrobu!te§ finben, alfo bie Unbelannte x in 
©leid^ungen öon ber gorm a- x = b beftimmen. @^ ift näms 
lid^ oj = 6 : a. 
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Folgerung: (Sine S^^I « bleibt uttgcänbert, tocnn 
man fie mit einer S^^I 6 multipUjiett unb burd^ bie= 
felbe ^ai)i biöibiert 9RuItipüIatiott unb S)iöij'ion mit 
betfelben Sdf)l an einer anbern öoHjogen lieben fid^ gegenfeitig 
auf; beibe finb einanber entgegengefe^te Sfted^nung8öerfa^ren. 

Äu8 ber (Sleid^ung (a : 6) • 6 — a folgt nad^ bem jtoeiten 

®efe$e: 

a : (a : 6) = & 

b. f). in SBorten: 

3) S)iöibiert man S)it)ibenben burd^ btn Duo^ 
tienten, fo erpit man ben S)iöifor. 

S)ie aiic^tigleit biefe8 @efe|e8 ergiebt fid^ aud^ notwenbig 
aus bem ^ommutation8gefe|e ber SDtuItipIitation, unb bem 
@efe|e: STOan !ann 9RuItipKIanb unb 9RuItipIiIator miteinanber 
üertaujd^en, entf priest ba8 ®efe|: 3n ber ©leid^ung a:b = c 
tann man Quotient unb Diöifor miteinanber öertaufd^en. — 
3Rit Äntoenbung be8 lefeteren @efe|e8 lann man ben unbe« 
fannten Diöifor x eine8 Ouotienten in (Sleid^ungen öon ber 
gorm: a:x = b bered^nen. Söfung: x = a:b. ©leid^ung: 
84 : a; — 7; «uflöfung: a; — 84 : 7 — 12. 

Da nad^ bem britten (Srunbgefe^e ber STOuItipKIation nur 
ber STOuUipUfanb eine benannte 3^^! f^iti barf unb in 
biefem %aUt ?ßrobuft unb STOuIti^jIüanb gleid^e Benennung 
l^abcn, fo lann bie au8 ber (Sleid^ung 4:'6Ji = 20Ji l^er- 
geleitcte Sluf gäbe ber S)it)ifion 2(iJl:bJCnviX biefe Äuffaffung 
julaffen: wie oft mu§ man bJl al8 ©ummanb fegen, bamit 
bie ©umme 20 ,4^ ]^erau8!ommt, ober wie oftmal finb bJC 
in 20 Jl entl^alten? Sei Aufgaben biefer Art toirb alfo nad^ 
bem SÄuIti^JÜIator gefragt unb ber Quotient mu§ ftetS eine 
unbenannte 3^^^ f^i^* 

4) ©inb S)iöibenb unb S)iöifor benannt, fo muffen 
beibe gleid^e Benennung l^aben, beito. gleid^namig ge« 
mad^t werben lönnen, unb ber Duotient ift immer eine 

reine 3^^^- 

Slrten ber Aufgaben. S)ie S)iöifion umfaßt folgenbe 
brei Arten öon Kuf gaben: 



a) S)it)tbettb unb 3)iöijor ftnb unbcntttint. S)er Cuotient 
ift cbcnfttüs eine reine ^af)l ©eifptel: 20:5 = 4. 

b) S)er 2)iöibcnb ift benannt, ber SJiöifor ift nnbcnannt 
Scifpiel: 16JC:3 = 5Ji. S)cr Dnotient erhält bie 
gleiche SSenennung wie ber 2)it)ibenb, 

c) 3)iöibcnb unb 3)it)ifor finb glcid^bcnannt. S)cr Dnotient 
ift eine reine ^a^, SÖeifpiel: 15J(:3Ji = ö. 

5) 3ebe 3a§I burc^ fic^ felbft geteilt giebt 1. — 
3ebe Qa\)l burd^ 1 biüibiert bleibt nnöeränbert. 

3n Qd6)tn: 

a: a = l\ a : 1 «= a. 

SJenn naci) bent erften ©runbgef e^e ift a • 1 = a . 

6) ©leid^e ßa^Ien burd^ gleid^e biöibiert geben 
gleid^e Duotienten. 

SSoraugjefeung: a = 6 

c = d 

SSel^auptung: a:c^^h:d 

SBettJcig. S)em ®runbfa|c ber Slritl^metil a = a gemäfe 
ift a:c = a:c, SSlai) ber SSorau8fe|ung fonn man bie ^oS^l a 
red^t^ t)om @Ietc^^eiti^2eid^en burd^ Z» unb c burd^ d erje|en, 
tooxan^ bie SRid^tigleit ber SSe^auptung folgt. 

7) §aben Duotienten mit bemfelben S)iöifor 
gleid^en SBert, fo finb aud^ ilire Diöibenben einanber 
gleid^. 

2lu§ a:b=' a :h folgt a = a. 

8) ^aicn Duotienten mit bemjelben S)it)ibenbcn 
gleid^en SBert, fo jinb aud^ il^re. S)iüif oren einanber 
gleid^. 

SBenn a:l = a:V, fo ift aud^ 6 = V. 

9) SluS a'h = a-V folgt l = V. SBie lautet biefe 
iJormel in SBorten? 

aSeifpiele: 

y y-m' 
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80 80 ; 10 _ 80:20 ^^4^ . ^ 

20 20: 10 20:20 "™ T ^ 
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10) ®efc$ ber SBcrtbcftättbtgleit eine» Duoticntcn: 
S)er Sßert eines Duotienten änbert fic^ nid^t^ menn 
man feinen Diöibenbett nnb feinen S)iöifor mit ber« 
felBen Qaf^i multiplijiert ober beibe burd^ biefelbe 
äal^I biüibiert. 

gönnet: -^ = ,-— «= ^^ 

Um biefe fjormel ju Bereifen, multipliziere man beibe 
Seiten ber ©lei^ung mit bem S)it)ifor h-m, fo entfielet: 

ober 

a . w = a • m nad^ bem erften ©runbgef e|e ber SJiöifion. ?luS 
bicfer ibentifd^en ©leid^ung fd^Iie^en wir auf bie Slid^tigleit 
ber urfprüngttd^en. S)ie SRic^tigleit bcS jtoeiten Seile» be8 
öorftefienben Sel^rfa^eS ergiebt fid^ ol^ne weiteres, Wenn, man 

bie gormel J = |^ rüctoärts lieft. 

Auf biefen Sel^rfafe grünbet fid^ baS ©rtoeitem, baS ©leid^* 
namigmad^en unb baS ^eben ber Duotienten unb S3rüd^e. Sud^ 
ba8 S)iöibieren burc^ Duotienten (S3rftd^c) unb burc^ SJejimalen 
fann burd^ a3enu|ung biefcS ©efe^eS begrünbet werben. 

§ 13. ®efei^e übet Sallterbinbungen bet etflett unb 

smeiten Stufe. 

Seifpiele: 

88:8 = (80 + 8):8 = f + -I; 96:4=.?^ = ?? + ^. 
848:4 = (800 + 40 + 8):8-=?52 + ^+ 8 



8 ' 8 ' 8 



^ + J- + J. 

tn * m * m 
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1) 8el|tfai|f: (Sine @umnte \oxxb butd^ eine 3^^t 
btüibiert, inbem man j|eben ©untntanben burc^ bie ßal^t 
biüibiert unb bie erl^altenen Ouotienten abbiert. 

3n öcid^en: (a + b + c):d = ^ + -^ + ~' 

aSeweiö für bie SKd^tigleit biefer gormeL $ier ifl 

D _ a + 6 + c, ber a)iöifor gleich ^^"^^ = J + | + 1- 

S)ie ©leid^nng ift rid^tig, wenn (f + ^ + ^)-d = a + 6 + c 

ift. Änf ber Knien ©cite biefer (Sleid^nng ift eine ©umnte mit 
einer ^alU d ju mufti<)tijieren. 9lac^ § 9, 1 erl^ätt man: 

Änf bie Ängbrüde ber redeten ©eitc wenben wir ba8 crfte 
©mnbgefe^ an, nämßd^: SD'tnItipliiiert man einen Dnotienten 
mit feinem S)iöifor, fo erhält man ben ^Sbjitt. @8 ift ba^er 

-J.Ä=.a; |--d = &; ~'d^c 
nnb mitl^in 

(■5- + T + -J)-^ = « + * + ^- 

93on Dorftel^enbem fiel^rfa^e mad^t man nid^t nur beim 
Äopfred^nen, fonbem auc^ beim fd^riftlid^en Seilen mel^rfteüiger 
3a]^Ien Änwenbung, j. 83. 

48672 : 6 = (48000 + 600 + 72) : 6 

— 8000 + 100 + 10 + 2 = 8112. 

SSertaufd^t man in ber fjormel jum erften ße^rfa^e beibe 
©eiten mit einanber, fo ^ei^t fie 

T "•"¥■• T ~" d 
b. 1^. in SBorten: 

2) Se|rfiii|f: Duotienten mit gemeinfd^aftlid^em 
®it)ifor werben abbiert, inbem man bie ©umme ber 
©iöibenben burd^ ben S)iöifor biöibiert. 

Seifpiele: 

596 : 4 = (600 -4):4 = ^-~ = 150 — 1 = 149. 



w 
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792 : 8 = (800 - 8) : 8 -= ^ - Y -= 100 — 1 = 99. 

(w-n):j> = ---. 

3) Sel|rfai|f: ©ine S)iffcretti toitb butd^ eine gal^I 
bibibicrt, inbem man fotool^I ben STOinuenben al8 ben 
@uBtrQ]^enben bnrd^ bte 3^^^ biDtbiert unb ben lei- 
teten Duoticnten öont erftcren jubttQl^iert. 

gorniel: (a — 6) : c = — 

aSetoetg. Siad^ ber gormel ^•d = D vm% l^ier 

fein. Sßun ift nac^ § 9, 4: 

(a &\ a , & 

c c / c ' c 

SBenbct man auf bie äuiSbrüdEe ber rechten ©eite biefer 
©teic^ung nod^mol» bie gotmel Qd — B an, fo erl^ält man 
bie ©ifferenj a — 6. 

S)urcl^ Umlel^rung öorftel^enber gormel ergiebt fid^ folgenbet 

4) 2el|r{iii|f: ©leid^namige Ouotienten n^erben fub^ 
trainiert, inbem man bie S)iffeten} bet ©iöibenben 
butd^ ben gemeinfd^aftlid^en S)it)ifot biöibiett. 

SBeifpiele: 

(65 . 325) : 13 = ?| . 325 = 5 . 325. 



18 

64 
16 



(64 . 256) : 16 = J^ . 256 = 4 . 256 



= 64.^ = 64.16. 



(p.g):w = |-.g = i).|-. 



w -*• -^ fn 



5) Sel|tfiii|f: ©in 5ßtobu!t witb butd^ eine ^a^i 
bibibiett, inbem man nut einen fjaftot butd^ bie 3«^^ 
bibibiert unb ben etl^altenen. Duotienten mit bem 
onbetn galtot multiplijiett. 



46 (Stflei m\^nvtt 3)ie natfttlid^en Ballten. 



gormcl: (a • 6) : c = -^ • 6 



a — 

c 



Sctoei». 2)ic gormcl ift rid^tig, wenn Q 'd = D, olfo 

tt)cntt fowol^I (y • ft) • c ttte aud^ (^ * t) * ^ 9^^^^ ^ ' ^ ^^ 
9lttn ift nad^ beut ftommutationi^gefe^e ber 9)>tttItipIifation 

unb 

(a4).c = a.(|.c). 

gcrncr ift — . c = a , ballet (-^ . cj . 6 = a • 6 unb 

S)urci^ Umlcl^ruitg öorftcl^cnbcr %oxmtl ergiebt fid^ bcr 

6) 8el|tfa^: ©in Ouotient - wirb mit einer Qaf)i a 

ntultiplijiert, inbent man ba8 ^ßrobult qu8 ber Sa\)t 
unb beut SJiöibenben burd^ ben S)iüijor biöibiert 

CO »r^» r 300 -, 300:6 800 



26 25 25 . 6 

7) Sel|tfa^: (Sin Duotient toirb burd^ eine 3^^! 
biöibiert, inbent man ben 2)it)ibcnben .burd^ bie 3^^! 
biöibiert unb ben S)iöifor beibel^ält, ober inbem man 
ben 2)it)ibenben burd^ baS ^robuft aus beut ^it)ifor 
unb ber 3^t)I biöibiert. 

rv • a die a 

gormel: -:c=-^ = ^. 

SBetoeiö be8 erften Seil«: J : c = ~^. 

9lad^ bem ®runbgefe|e Q - d = D mu| l^ier ^^ • c 
=> a:b fein. 

SRun ift nac^ bem vorigen Se^rfafee -^ • c = ^""'f'^ 

toofür man fürjer ben Ouotientcn a : b fe|en lann. 

aSetoeig be« jttjeiten 2;eite: f ^ ^ = ^7^ • 
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S)iefe fjonnel ift rid^tig, tt)cnn -^ * ^ " y ^f*- ^lad^ 

bcm öotigctt Scl^rfafee ift ^^ • c — yj^ unb biefcr Duoticnt 

^ct nad^ § 12, 10 bcn SBcrt a : &. 

I)urc^ Umfcl^rung bcr öorigcn gortnci crgiebt fid^ ber 
folgcnbc 

8) 8el|iia^: Sine 3^^^ ^ "^^"^"^ burd^ ein ^tobu!t 
6-c biötbtcrt, inbcm man jic crft burc^ einen galtor 
unb ben erl^altcnen Duotienten burd^ ben anbern 
ijaltor biöibiert. 

SBon biefcm ®efe|e fann man ®ebraud^ ntad^en, wenn 
eine ©umme burd^ eine ^^ bit)ibiert toerben foD, bie fid^ in 
galtoren jerlegen lä§t; fo ift j. 23. 986 760 : 72 = 986 760 : 8 • 9; 
986 760 : 9 = 109 640; 109 640 : 8 = 13 705. 

»eifpiel: 64 : y = (64 : 16) • 2 = -^. 

9) Seljrfa^: Sine 3^^t ^itb burd^ einen Duotienten 
biöibiett, inbem man ben Duotienten aus ber 3qI^I 
unb beut 3)ioibenben mit bem Diöifor multiplijiert, 
ober inbem man bie 3^^! wiit bem umgelel^rten SBert 
beg Duotienten muItipUjiert. 

gormel: a:y = (a:6)-c = -^ = a-y- 

S3ctt)eii5, ba§ a : — = (a : 6) • c ift. Diefe (Sleid^ung ift 
rid^tig, toenn gem&§ ber gormel Qd^D ba^ ?ßrobuft au8 
(a : 6) • c unb — ben 3)it)ibenben a giebt. 9?un ift (a : 6) • c • — 

c c 

«= (a : 6) • (c • — ) noc^ bem SlffociationSgefefe ber STOuIti^JÜIation 

« (a : ft) • 6 = a nac^ § 12, 1. — Um ju seigen, ba§ a : — 

= a • y ift, öerwanbele man bcibe Seiten biefer ©leid^ung in 

ibentifd^e ÄuiSbrüdfe. STOuItipIijiert man beiberfeit^ mit 6, fo 
entftel^t 

6 j c j 

a: — '= a ' T 'U, 

C 



48 (^fter $l6f(^nitt. 2)ie natürlichen gal^Ien. 

~ . C'b = a- Y '^ ^^^ ^^^ 1- 2;cUe bcr gortncl. 

(-^.6).c-a.(|-6). 
ac == ac, 

Äuö bicjcr ibcntijc^cn (Slcid^ung fd^ttc|cn wir, ba| aud^ 
bic urfprünglid^c ©Icid^ung rid^tig ift. 

®ie Umicfiruitg bciS erftcn leite bcr öorftcl^cttbcn gortncl 

lautet : (a : ft) • c = a : — b. 1^. in SBortcn : 

.10) Sel|rfai|f: ©in Ouotient a:b wirb mit einer 
ßal^I c muttiplijiert, inbem nton ben ©iöifor 6 burd^ 
bie Qa^l biöibiert unb ben SJiöibenben a beibcl^ält. 

m »x^« f 18 24 18. 24 

SSetjptel: -._ = -^-^. 

11) Seljrfa^: 3^^i Quotienten werben miteinanber 
muUipIijiert, inbem man baS 5ßrobuIt ber ®it)ibenben 
burd^ baiS ?ßrobu!t ber S)it)iforen biöibiert. 

gormel: -r- • -r ^ 



& (2 b ' d 

aSewei«. « • -f- = ^- 2)iefe3 ©rgebni« ift nod^ burd^ 

h ju biöibicren. @in Duotient wirb aber burd^ eine ßal^l 
biölbicrt, inbem man ben Diöifor mit ber 3^^^ multipüäiert, 

et Tj. öl c a • c 

Her Ift T • d = jTd • 

12) Seljtfa^: @in Duotient wirb burd^ einen Duo- 
tienten biöibiert, inbem man ben erfteren mit bem um^ 
gelehrten SBerte be8 jweiten (I)iöifor8) muUipUjiert. 

cy ^ a c ad 

gormel: ~:- = -.^. 
aSeweig. SRad^ bem ©runbgcfefee Q-d'^» D ift 

(a d\ c a /d^ c\ a ^ 
y ' T/ T ~ y U' "5"/ 7^ 

benn jeber Duotient mit feinem umgelel^rten SBert multi|)ttjiert 
liefert 1. 



§ 14. SSegtiff ber ^otenaierung natürttd^er S^^^^- 49 

C. Sfted^nungiSartett brittcr ©tufc. 

1) $oten$ierung natürlicher gal^Ien. 

§ 14. 8egttff bet ^utenjirtung natutlii^er ^i^ÜI^tt. 

SBic bte ®eotnctric Icl^rt, finbct man bic 3^^!^ wcld^c bie 
tJIäd^cncinl^eitctt einc^ CuabrateiS angicbt, inbem man bic SWa^- 
jQ^t einer Seite berjelben mit fid^ fetbft tnuItipUjiert, ober tüie 
man ju jagen pflegt, bie 3Ra§ia^I in8 Ouabrat erl^ebt. Seträgt 
j. S9. bie Seitenlange eines DuQbrateS 24 Sängeneinl^eiten, 
etwa cm, jo ift ber gläd^enin^aft beSfelben 24-24 = 576 
(Jlöd^eneinl^eiten (qcm). Die ?lu8brü(Jc, „eine 8ol)I wS Duabrat 
ergeben, qnabrieren", ober „ba^ Duabrat einer Qa^V finb an^ 
ber ©eometrie in bie Äritl^metif eingefülirt toorben. SWan 
nennt ba^er aügemein aUe 3^^^^^/ weld^e bnrd^ 9KuItipfifation 
mit fid^ felbft entftel^en, Duabratjal^Ien. — 9lac^ ben Seigren 
ber Stereometrie erl^ält man bie 3^^^/ toeld^e bie 'Siaumeins 
Reiten ein^i^ SBürfetö bejcid^net, inbem man bie 3ßa|jal^I feiner 
Äante ä»eimal mit fid^ felbft mnttiplijiert. Der Äörperinl^alt 
eines SBürfefö t)on 10 cm Äantenlänge ift }. 83. 10 x 10 x 10 
= 1000 Sörperein^eiten (cbcm). ÄuS biefem ©runbe fprid^t 
man in ber Slritl^metif t)om „ftnbuS einer S^^^', öon 
^,2BürfeI= unb Äubilja^Ien" nnb öerftel^t barnnter alU 
3al^Ien, toeld^e anf biefelbe SBeife mie in ber (Geometrie bei 
SSered^nung beS SBürfeIint)afte8, nämlid^ bnrd^ ein 5ßrobuIt 
au8 (nur) brei gleid^en galtoren entftel^en. 

SBä^renb nun in ber fftaumlel^re toegen ber Sl^atfad^e, 
bag ber Siaum nur brei SluSbel^nungen l^at, bie Jhibitjal^Ien 
bic ©renje bilben, fc|t bie Slritl^metif bie SSilbung t)on Qai)kn 
biefer Srt in berfelben SBeife fort, ©ie bttbet j. S3. 

10 . 10 . 10 • 10 = 10000; 5 . 5 • 5 . 5 . 5 = 3125. 

Seftel^t ein 5ßrobu!t auS lauter gteid^en galtoren,^ fo lann 
man bie Aufgabe fitrjer barfteUen. 9Ran fielet ju, wie oft 
ber gleid^e gaftor in bem 5ßrobufte öorlommt unb fe|t biefe 
S^oijl oben red^tg neben ben gleid^en galtor. ©o fd^reibt man 

@(^ filier, «tit^metil. 4 



50 d^ßer SCbfd^nitt. SHe natürlichen gal^len. 

}. 85. bag ?ßrobuft 10 • 10 • 10 • 10 furj 10* unb ftatt a • a . a 

a (nsmal) hitj a* (gelefcn: „a l^od^ n" ober „a jur 

«ten ?ßotcnj")- 11^*^ umgclcl^rt bcbeutet ber äugbrud 15* baj^ 

5ßrobuft 15 • 15 • 15; allgemein ift c(^ ^^ x-x-x-x 

X (y-mal). SebeS ^robutt cug tautet gteid^en galtotett 
l^ei^t in ber ätitl^metit „^otenj". 2)a a-aa = a*, fa 
ift f oiool^I bag ^obuft a^aa ate ba« 3^^^^ «t* eine ^ßotenj. 
SDer gleid^e gaftot erl^ält ben Kamen ©tunbia^t (SSafiö^ 
2)ignanb), unb bie ßal^I, xoA6)t anjetgt^ xoxt oft bie ©runbjQl^l 
alg galtor gefefet toetben foH, l^ei^t ©rabanjeiger ober 
@£ponent. ^otenjen mit gleid^en S^ponenten nennen toir 
gteid^artige ?ßotenjcn, }. 35. 5* unb 8*. 2)ie jtoeite ^ßotenj einer 
ßal^I toirb (ttjie öorl^in bereits gefagt tourbe) avA geometrifd^en. 
(Srünbcn in8befonbere Duabrat, bie britte ?ßotenj Äubug ge^ 
nannt. ®ie vierte ?ßotcnj einer ßal^t a* fül^rt aud^ ben Flamen 
„a5iquabrat". Unter ber erftcn ^ßotenj einer ßal^I öerftcl^t 
man bie ^(AjL fettft, fo bafe a^ = a ift. 

S)ie einer ^otenj entfpred^enbe SRed^enoperation l^ei|t poten- 
jieren. @ine gal^t a mit einer anbern n potenjiercii 
ober biejetbe jur nten ^ßotenj erfieben l^ei^t, ^in ^ßro- 
bult aus n f$a!toren bilbett; t)on benen j[eber gleid^ a 
ift. ©inb @runbjaf|I unb Sjponent beftimmte Saluten, fo- 
bcgeid^net bie bur(| bag 5ßotenjieren erl^altene gal^I ben toirf- 
ticken 5ßotenjtt)ert. ®o ift j. SB. ber toirtttd^e ?ßotenjtoert be* 
«ugbrudeS 10* bie ^cAji 1000. 

§ 15. ®tttttbgefe^e ber ißdtenjietttitg. 

1) ©runbsal^I, ^ßotenjejponent unb ?ßotenj lönneit 
nur unbenannte Saluten fein. 

2)enn nad^ einem ©runbgefefee ber SRuItipIifation; öott 
toeld^er bie ^ßotenjierung ein befonberer gatt ift, fann nur ein 
gaftor eines 5ßrobutteg unb jtoar ber SWuItipIüanb eine bc=^ 
nannte ßal^I fein; ?luf gaben wie QJl'QJl finb aber ttjiber* 
finnig. 

2) ©teid^e S^^ten, mit bemfelben ©Eponentctt 
potenziert, liefern gleid^e 5ßotenätt)erte. 
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Srifl. 8. 



3ft j. 85. a? = 8, fo ift x^ = 64; 4oenn aßgemcin a = b, 
fo mu| a"» = ft™ fein. 

3) ©tunbial^I unb S^ponent bürf en im atigemeinen 
nid^t öertaufd^t toerben. (Slugnal^me 2* = 4*.) 

4) @in^ mit jiebet gaf)! potenjiert, giebt'SinS. 

gormel: 1*"=1. 

§ l6. Se^tfa^e iiiet ^dtenjientng üon Sttmmett nnb 

S)ifferen)en. 

S)ie Sel^rfä^e über ba^ ^ßotenjieren t)on Summen unb 
SHffetenjen finb ttjegen il^rer l^äufigen Slntüenbung be|onber^ 
tüid^tig. hierbei finbet burd^gängig eine 
innige Säejiel^ung ber Sl^nlid^Ieit gtoi jdien 
äritl^metit unb ©eometrie ftatt 

la) Ke^teilfa^: S)ad Ouabrat 

fiber einer 2, 3, 4, 5 nmal f o 

großen © trede ift 4, 9, 16, 25 

n^mat fo gro| al^ baS Ouabrat 
ber einfadien ©trede. 

SSegeid^nen ttjir bie Sängeneinl^eiten 
(äRafea^Ien) einer ©trecfe mit a, fo 
ift (2ay = 4a^ (3a)* = 9a^; (4a)« 
= 16 a« u. f. ttJ. 

S)ie fftid^tigteit biefe8 Sel^rfa^e^ folgt unmittelbar au^ 
nebenftel^enber 5^8^^- 

Iß) «rit^metif^et Se^rfa^: @in $robu!t toirb in^ 
Duabrat erhoben (potenziert)/ inbem man jeben gattor 
quabriert (potenjiert). 

3n 3^^^^* (^ ' ^y = ^* • ^^' 
Slnmertung. Me erfafirenen Seigrer ber Äritl^metif 
»iffen, ba^ Slnfönger l^äufig gegen üorftel^enbe aritl^metifc^e 
Siegel öerfto^en, inbem bie ©d^filer fpred^en unb fdireiben: 
(2 a)« = 2 a«. SBir -l^alten eg I|ier für angezeigt , bem Ser- 
nenben (namentlid^ ben fd^wäd^eren ©d^ülem) juerft bie SBal^r^ 
^eit im geometrif c^en ©eioanbe ju geben. 2)a8 geometrifd^e 
Sebilbe jeigt htm Semenben anfd^aulid^, ba^ baS Duabrat 

4* 





















a 




2a 



3a 



52 



(Srfter 9(6fd^nttt. SHe natüilic^eit Bal^Ien. 



Sig. »* 



Über einet 2, 3, 4, 5 wmal fo gtolen ©tredCe 4,9 — 

n^mal fo grol ift aU bai Duabrat über ber einfad^en ©trede. 
. S)tefe ^nfd^auung lommt ber abftralten aritl^metifd^en 9legel 
fel^r }u ^ilfe, uttterftü|ft bie Äuffaffung unb ©ini^rägung ber? 
felbelt toefentlid^. $at ber @cl^üler bie geomeirifd^e äBa^rl^eit 
am Slaumgebübe aufgefo^t, fo erübrigt nur nod^, btefelbe in 
bie ©prad^e ber äritl^metil ju übertragen unb fd^Iiefeüd^ ba^ 
cntfpred^enbe aritl^metifd^e ®efe| allgemein ju gewinnen. 

2a) Ke^teilfa^; 2)aS Duabrat über ber @umme 
jtoeier ©trecfen ift gleid^ ber ©umme ber Duabrate 
über leber einjelnen ©trede nebft bem boppelten 
Sled^ted gebitbet au8 beiben ©trecfen. 

3n Seichen: (a + 6)« = a« + 2ai + hK 
S)er aSeittjeig für biefen ffted^tedfalf ergiebt fic^ burd^ un^ 
mittelbare ^(nfd^auung, toenn man über ber ©umme jn^eier 

©tredten ÄJB^a unb BG = h ba8 
Duabrat jeid^net, AF^=^ AB mad^t 
unb burd^ B unb F bie ^ßaraHelen 
BJ unb FG JU ben entfpred^enben 
Duabratfeiten jiel^t. 

S)euten toir biefe bewiefene 
gönnet im ©inne ber Äritl^metil, 
b. f|. betrad^ten ttjir a unb l ats (xh^ 
ftrafte ^(i\)ltn, fo erl^alten »ir ben 

2/3) tltit|metif$ett Sel|r{a^: S)ad Duabrat ber ©umme 
jtoeier 3^^^^^ beftel^t aus bem Ouabrate ber erften 
3aI|I, bem boppelten 5ßrobuIt au8 beiben S^^^t^^ ^^^ 
bem Duabrate ber jtoeiten ^a^t 
Seifpiele: 

32^ = (30 + 2)« = 30* + 2 . (30 • 2) + 2« 

= 900 + 120 + 4 = 1024. 
512 _ (50 + 1)2 = 50^» + 2 . (50 • 1) + 1* 
= 2500 + 100 + 1 — 2601. 

Slnmertung 1. 2)er bibattifd^e SBert, ber in ber SSer- 
Inüpfung biefer beiben Sel^rfäfee ber SRat^emati! liegt, fc^eint, 
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nad^ einer 2(nxa§l Sel^tbüci^ct ju fd^Iiefeen, faft allgemein an^ 
erfannt unb benufet ju fein. 

2)er aritl^metifd^e Sel^rfa^ 2ß bient befanntlid^ afö SBSegs 
»eifer ober Sftid^tfd^nur für ba8 Slugjiel^en ber Duabratourjel. 
3n allen unS befannten Sel^rbüd^ern ttjirb biefer Sel^rfa^ 
juerft an abftratten 3^^^^ entoideü unb fc^lie^Iid^ burd^ 
geometrifd^e ^arftettung öeranfc^aulid^t. 

@§ erf^eint un§ naturgemäß unb batier rid^tiger ju fein, 
t)on ber räumtid^en SJarftellung auSgugel^en unb bie ge^^ 
wonnene geometrifd^e SBatirl^eit in bie arit^metifd^e ©prad^e 
ju Keiben. 9Wan gebe bem ©d^üler bag finnlid^ 
SBal^rnel^mbare öor bem StbftraÜeU; bag SSetannte 
öor bem Unbefanntenl SBir fefeen felbftrebenb öorauä, 
baß ber Sernenbe bie einfad^en SRaumgebilbe Duabrat unb 
Sfted^ted lennt, wenn obigem ®efefe entttjidEelt toerben foö. 
&tf)t man t)on ber räumlid^en 2)arftcllung an^, fo gewinnt 
ber ©d^üter bie SBal^rl^eiten burd^ unmittelbare Slnfdiauung, 
bie abftratten 5ßrobufte beg aritl^metifd^en SSeifpiele^ ober ber 
iJormel finb l^ier burd^ toirttid^e ©egenftänbe vertreten. SBirb 
nun bie (SntttjidEelung beS aritl^metifd^cn Sel^rfa^ei^ an bie 
gewonnene geometrifc^e SBal^rl^eit angefd^loffen, fo toirb bie 
äuffaffung be^ erfteren leine ©d^toierigfeit l^aben; beibe Sel^r^ 
fä^e unterftü^en fid^ gegenfeitig, bie eine SBal^rl^eit öerfnüpft 
fi^ mit ber anberen, wag jur fidleren Sinprägung beiber 
»efenttid^ beiträgt. 

Slnmerlung 2. S)ie gCäd^e BGBEFH (gigur 9) er^- 
gängt bai^ Duabrat über ber ©tredEe a ju bem Duabrate über 
ber ©umme a + l. 9lad^ |)eron öon ^lejanbria l^eißt erftere 
glädje ein ©nomon. S)iefer alte SRatl^ematifer fagt: „SlHeg, 
»a§ ju einer gigur ober 3^^^ ^ittjugefügt; baS ©anje bem 
äl^nüd^ mad^t, ju weld^em l^injugefügt ttjorben war, nennt 
man ©nomon." 2)iefe (Srttärung fnüpft an eine ältere an, 
toeld^e bereits SlriftoteleS (384—322 ö. Stir.) in fotgenber 
SBeife gegeben l^at: „Segt man einen ©nomon um ein Duabrat 
]^erum, fo mirb jtoar bie ÖJröße, nid^t aber bie ^rt ber 
gtgur geäniftrt." 9lad^ einem Serid^t öon SlriftoteleS l^aben 
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bte ^ß^t^agotecr bic Duabtatjaf|Icn gcbitbet, titbem fic bic 
©nomoncn allmä^ttd^ jur ®in^cit fitnjufügtctt, unb bicfc ®nU 
ftcl^ung bcr Ouabratjo^Ictt auf folgcnbc SBcifc üerftnnttd^t. 

e^ möge gigur 10 bie geteilte ©ttede, bie natütUd^en 
Saluten öon 1 bis 6 öetfinnttd^en. SBefc^rcibt man nun über 
ben bie einjelnen Qafj^itn jut ?lnfd^auung bringenben ©treden 

Duabrate, fo fteßen bicfe bie 
^^••^^ Duabrate ber entfpred^enben 

3af)Ien büblid^ bar. SBie bie 

5igur jeigt, gel^t baS Duabrat 

über 2 fiängenein^eiten aud 

bem Duabrot über ber ©tredCe 

eins f|ert)or, inbem ju le^terem 

ein ®nomon ^ingufommt. S)aS 

britte Duabrat entfielt auS bem 

jttjeiten, toieberum burd^ ^inju- 

fügung eines ©nomonS u.f.tt). 

SRun öerpnnlid^t ber erfte 

©nomon offenbar bie Qofjli, toeld^e }u 1 l^injugelegt, bie 

Duabratjal^l 4 liefert, aljo bie 3cil|t 3. 2)er jttjeite ©nomon 

öeranfd^auttdit bie gal^I 5, ber britte bie QafjH 7 u. f. f. ©ie 

?ß9t]^agoreer l^aben alfo bie Duabratjalilen gebilbet, inbem 

fie jur 1 bie ungeraben S^^^en 3, 5, 7 u. f. to. f|injutegten. 

;,®ie l^aben bie ©ummierung ber Steige 1 + 3 + 5 + 7 + --- 

1- 2w — 1 = n* öolljogen; ^aben biefeS SJerfa^ren mit 

Ilarer Sinfid^t in ben barin jutage trctenben ©ebanfen aus- 
geübt." Stögemein entfielet baS Duabrat über ber ©tredEe 
t)on w + 1 Sängenein^eiten aus bem Duabrat, beffen ©cite 
n Sängeneinl^eiten entl^ält; inbem man lefeterm einen (Snomon 
l^injufügt, »etd^eS aus einem Duabrate t)on ber Sänge 1 unb 
aus jtoei SRed^tedEen t)on ben ©eiten n unb 1 jufammengefelt 
ift (Se^rfal 2a). ®er ©nomon l^at einen Snl^att t)on 2n + 1 
gläd^enein^eiteu; »eld^e bie n* gläd^eneinl^eiten beS urfprüng- 
Udien DuabroteS in bem neuen Duabrate t)on (w + 1)^ 
gläd^eneinl^eiten ergänjen. ®a nun ber ÄuSbrudE 2n + 1 
ftetS eine ungerabe gal^t bejeidinet, jo ift eS !cid^t begreif tid^, 



§ 16. £el^Yfö)^e Aber $oten§ietttit0 t)on Gummen unb Differenzen. 55 



%iq. 11. 



tot^f^ali bte SHten bie ungeroben QofjUtn aud^ ^^^nomon- 
jagten" nannten. ®ag öor^tn angegebene ®efe§ über bie 
^rjeugung ctneg DuabrateS üon (n + 1)* S^d^^^^^^^^it^w 
aus einem Ouabrat t)on n* ^läd^enein^eiten tautet in atitl^:: 
metifd^ent @inne: ^ud ber Ouabratjal^I n' entfte^t bie n&d^ft- 
folgenbe (n + 1)*, »enn man i§r bie ©nomonja^t 2n + l 
^injufügt. 

3a) tte^teilfa^: S)aS Cuabrat* fiber ber @umme 
breier ©treden ift gleid^ ber Summe ber Duabrate fiber 
benfelben nebft btn boppelten Sled^teäen auS jie itoei 
©tredfen. 

3n Qdiftn: 

(a + b + cy. = a^ + b^ + (^ + 2{ab + ac + hc). 

Settjei8. SRan jeid^ne eine ©trede gleid^ ber Summe 
ber ©tredEen a, b unb c unb bcfd^reibe junfid^ft ober a + b 
baS Ouabrat, n^eld^ed nad^ 
Sel^rfafe 2« au8 ben Dua- 
braten fiber ben ©tredCen 
unb 6 unb bem boppet 
tctt SReditedE au« biejen 
©tredfen beftel^t. Srrid^tet 
man nun bad Ouabrat 
über ber ganjen ©tredCe 
a -f 6 + c = S unb öer* 
langert bie t)or{|in gejoge^ 
neu ^ßaraöeten, big fie bie 
©eiten bei^ Duabrateä fiber 
S treffen, fo lommen afö 
neue Seftanbteile l^inju: 

1) ^a§ Duabrat fiber ber ©tredte c, alfo c*; 

2) jwei SRcd^tedEe au« ben ©tredfen a unb c, alfo 2 • ac unb 
jtoei afled^tedEe aug ben ©tredfen 6 unb c, alfo 2 • 6c. 

S)urd^ Sufammenfaffung fämtlid^er aScftanbteile be8 Oua^^ 
brate« fiber S ergiebt fid^ 

(a + b + cy = a^ + b^ + c^ + 2'(ab + ac + bc). 
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3ß) llttt$m(tif$etSel|t{ft^: S)aS Duabrat ber @umnte 
t)on brei 3^^^^^ U^ 9^^^ ber @umme ber Ouabrate 
btefer S^^I^^ ^^^^ ^^^^ boppciten ?ßrobuften aui^ je 

Ititt jttt Summe ber ©ttedCen a, h unb c nod^ eine 
üicrte rf l^inju, unb bilbet man über ber neuen ©umme S ha^ 
Duabrat, fo fommen als (Srgänjung ju ben t)or§in enttpideltcn 
89eftanbteilen nod^ baS Duabrat über d unb jn^ei iRed^tede t)on 
ber Sänge a+h + c unb ber ßänge d l^inju, b. 1^. e^ ift: 

(a+h + c + dy 

= a« + 68 + c2 + d2 + 2(a& + ac + 6c + ac?+6Ä+cd). 

S)ag Duabrat beg JBiuomS a + 6 tanu afö Sflid^tfci^ttur 
für bie Silbung ber Duabrate aller burcl^^+ öerbunbencn 
mel^rgtiebrigen Slugbrüde fein. SBie bie JBetrad^tung ber fjigur 
ju 9led)tedfa^ 3 a anfd^aulid^ jeigt unb fid^ burd^ bie S3er:= 
gleid^ung ber gormein: 

(1) a^ = a^ 

(2) {a + by = a^ + 2ab + h^ 

(3) (a + 6 + c)« — (a + 6)« + 2(a + 6)c + c2 

(4) (a + l + c + dy:^(a + b + cy+2{a + l + c)d+d^ 

ergiebt, ift für bag Ouabrieren mel^rgliebriger ÄuSbrüdEe fot 
genbe8 ®efe§ allgemein gültig: SBirb eine 3^^! um eine anbere 
öermefirt, fo toäd^ft ba§ entfpred^enbe Duabrat um baS boppelte 
$ßrobu!t au8 ber urfprüngUdien unb ber neuen 3^^^ ^^^ ^^^ 
Duabrat ber abbierten 3<i^I- — ^^ ^^^ ®Ieid^ung (3) aus (2), 
©leid^ung (4) anS (3) u. f. f. abjuleiten, lann man aud^ für 
bie ©umme mit ^ugfc^Iu^ beg testen ©tiebeS ein neue» S^tx^m 
«1 einfül^ren, ben neuen Sluöbrudt quabrieren unb l^ierauf für 
bie ^ilfSgröfee ben urfprünglid^en SBcrt einfefeeU; 3. 33.: 

(a + h + cy={a^'\-cy=a^^ + 2a^c + c^ nac§ (1). 

©e^t man nun ftatt a^ bie ©umme a-^b, fo entfielet: 

(^a + b + cy=a^+ 2ab + b^+ 2{a + b)c + c\ 

4a) tte^ieilfa^: 2)ag Duabrat über ber ©iffercnj 
jtoeier ©tredEen ift gleid^ ber ©umme ber Duabrate 
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über benfelben, t)ermtnbett utn baS boppelte Sled^ted 
gcMlbet aug bciben ©trecfcn. 

SSeweig. 2)ie größere bct bciben ©trecfen fei AB ^ a, 
bie fteitterc J.C=6. 2:rägt man testete öon Ä au8 auf 
i J5 ab, fo ftcHt CB bie 2)iffercnj a — h beibcr ©ttedCcn t)or. 
9lun jeid^ne man über AB = a ba« Duabrat ABBE 
unb übet bct ©trcde ^ C = 6 ba8 
Dnobrat ACJK=b^ mi) unten. 
3Rad§t man BG = CJB, jief|t burd^ 
$Uttft G bie ^ßarattcle GF ju ^B 
uub verlängert JC bi8 jum ©d^nitt- 
punft H mit FG, fo entfielet ba8 
Duabrat über bem ©treden « Unter- 
le^tebe, nämlic^ CBGH= (a - 6)«. 
Die afled^tecfe FGDE unb FK^H 
ftub toegen ©leid^l^eit ber ©runbfeiten 
unb^öl^en inl^altggleid^; jebeg Sfleci^tecf 
lann burd^ bg ^robuft ab auSgebrüdt »erben. ®ic ganje 

gigur befte^t an§> ÄB^ = a« unb Äff = IK 3ief|t man t)on 
ber gangen gigur bie genannten Sfled^tede ab, fo bleibt offenbat 
baä Duabrat über BC übrig. SRit^in ift: 
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4/)) «rUliwetif^er Se^tf«^: ^qS Duabrat ber S>tf^ 
ferenj jtoeter 3^^t^n ift gletd^ ber @umme ber Dua^^ 
brate beiber Qaf^Un, t)erminbert um bad bo))pelte 
tßrobtttt Qud benfelbeit. 

Sud t)orfte^euber S>arfteQung folgt oud^: 

(a — hy + 2ah~a^ + h\ 

öa) Ke^ieitfa^: 2)ad Ouobrat über ber @umme 
jtueier ©tretfeu lä^t fid^ jerlegeu tu bai^ Duobrat 
fiber ber S)ifferenj beiber ©tredCeu unb \>ux Slec^tedEe 
ani beufelben. 

3u Seid^en: (a + hy = (a — 6)« + 4a6. 

8 e tuet 8. 3u uebenftel^euber gigur fei bie ©trecfc 
ÄB^a, BC'^b uub ^(7 ftelle bie Summe t)on a + 6 
bar. Über ÄC befd^reibe mau bai Duabrat ACBE uub 

trage auf jcber ber brei 
fibrigeu ©eiteu t)ou beu @rfeu 
C, D uub E aud bie ©trede 
a ab; alfo: 

ÄB = CF=DG = EH. 

Srrid^tet mau iu beu ?ßuulteu 
B, F, G uub H bie ©eufc 
red^teu auf beu eutjpred^eubeu 
DuabratfeiteU; uub öerläugert 
biefe ©eufred^teu bis fie fid^ 
fc^ueibeu, fo eutftel^eu füuf 

red^ttoiutetige ?ßaratteIos 
gramme. S)ie au beu @dteu 
beS Duabrateg liegeubcu t)ier Sfled^tedEe fiub fämtlid^ aug gleid&eu 
©tredEeU; uämttd^ a uub h gebilbet; uub tönnm bal^er burc^ 4ab 
bejeid^uet toerbeu. S)ie gigur iu ber SRitte ift eiu Duabrat, 
beffcu ©eiteuläuge a — 6 beträgt. 2)a baS Duabrat über a + & 
ani biejeu füuf leileu befielet, fo ift offeubar: 

(a + hy = {a — hy + 4a6. »eioeig t)om 3uber SB^äStaro. 
5/J) Utitlimetif^er Sel^rfa^. S)aS Duabrat ber ©umme 
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jtocict Sal^Icn ift bcm Duabrat il^ter 2)iffctcitj unb 
bcm öierfad^ctt ^ßrobutt bcibct Qaf)Un gleid^. 

Slu8 bcr gigur ift ferner erpd^tlid^: SBenn man t)om 
üuabrat ber ©umme jtoeier ©trcden üier Sled^tecfe an^ biefen 
©trecfen fubtral^iert, fo- bleibt bag Duabrat über ber 2)ifferenj 
beibcr ©tredcn. 2)er biefem entfpred^enbe ßel^rfafe ber arit!^* 
meti! lautet: Subtrahiert man üom Duabrat ber Summe 
jweier Qaf^Un bag öierfad^e 5ßrobutt au8 benfclben, 
jo bleibt ba^ Duabrat ber ©iffereuj beiber Qa\)Un. 

6a) Ke^teilfa^: 2)a8 Duabrat fiber ber l^atben 
Summe jrteier ©trccfen ift glcic^ btm aied^terf aus 
beiben ©trecfen unb bem Duabrat über ber l^alben 
Differenj beiber ©trecfen. 

SBettjeiS. 3)ie Heinere ©trecfe fei JB — a, bag ©türf, 
um toetd^eS bie anberc größer at8 a ift, bie 3)ifferenj, l^ei|e 
BC=^d, foift bie größere 
QtttdtAB + BC^ÄC 

= a + tif. halbiert man Fi ^ iE 

bie ©iffercnj BC^d, \o 

fteHt Ä D bie l^atbe ©umme q \ : J^~' | „.-.■., jj 

beiber ©treden t)or. [SRan 
erhält nämlid^ bie l^albe 
Summe jtoeier ©trecfen 
(ober QafjUtn), toenn man 
lux Heineren ©tredEe (3#) 
bie ^älfte beS ©treden^ ^i i i^ fi 

(3al^Ien =)Unter jd^iebeS a B d 

abbiert.] 

Über AD befd^reibe man ba8 Duabrat ÄDEF={a+jy, 

mad^e ÄG = AB, bilbe au8 ^Cunb AG bag fRed^ted ACHG 
unb jiel^e BK ^AF. 3)ag Duabrat über ber l^alben ©umme 

beiber ©tredten, nämüd^ Äff ober (a + ^f beftel^t nun au8 
folgenben Seilen: 

1) bem Duabrate über AB ober a^; 

2) jtoci SRed^tedCcU; gebilbet aug ben ©tredEen AB = a 



a 



2 



2 



D 



60 @rßet 9(Bf4nitt. ^te natürlichen Saluten. 

unb bcr l^atbcn S)iffercnj, g^; bcibc toerbcn bnxä) ba^ 
?ßrobutt ad bejctd^nct; 
3) bcm Duabtatc über bcr fialbeti ©iffercnj betbcr 

©trecfen, ttämlid^ ani (-) • (Scrgletd^c Sel^rfafe 2 a.) 

S)a SRcc^ted DCHL = Sflcc^tcrf GeTZF ift, fo fonti 
tnan an ©tcHc bcr aScftanbtcilc unter 1) unb 2) bag aflcd^tcd 
äCEG fefecn. 2)ie ®runbfeitc bc8 le^tercn ift ÄC^(a+d), 
bie ^öl^c AG = a, c8 fanu alf o bur^ (a + rf) • a bcjeid^net 
tocrbcu. aWitl^in ift: 

(a + |)* = (a + rf).a+(|;. 

6/3) «titlimetif^et Se^tfa^: 2)a8 Ouabrot ber falben 
©umme jtoetcr 2)^\i^^xi ift bcm 5ßrobuft beiber S^l^Ien 
unb bcm Duabrat bcr l^albcn ©iffercnj ber jclbcn gteid^. 

SRad^ biefem ®cje|e ift alfo j. S.: 

unb bal^cr atfd^: 

7a) ttei^teilfa^: ^er Uuterfd^ieb jtDcier Duabratc 
ift bcm fRed^tcd glcid^, ba^ bic ©umme ber Duabrot^ 
feiteu jur ©ruubfcitc uub i^ren Unterfd^ieb jur 

^öl^c I^Qt. 

3u Seichen: a» — 6« = (a + 6) - (a — 6). 

3)er Settjci^ für bicfen Scl^rfafe fliegt unmittelbar au§ ber 
Änfd^auuug; ttjcun mau öon einer ffide A bc§ gro^eu DuabrateS 
aug auf einer ©eite bc^jelben bie ©eite be§ fteinereu Duabrate^ 
abträgt, AE, unb über AE ein Duabrat bejd^reibt. S)cr 
Unterfd^ieb ber beiben Duabrate toirb afebanu burd^ bag 
©cc^Sed GBCBEF bargeftem. 

aSerläugert man EF bi8 K, jo eutfte^t ba^ SRed^tcd 
GFED. ®a ©eite DG beg lefeteren glcid^ Seite BE be8 
aftcd^tecfcg EBCK ift, fo fanu man ^t6)ttd GFKD fo an 
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JHcd^tcd EBCK legen, ba| beibe ein einjtge« Sfted^ted KGJH 

bilben. 3)ie ©runbfeite berfclben ift offenbar gtetd^ ber ©unime 

ber Duabratfeiten unb bie ^öl^e gleid^ 

ber S)ifferenj beäfelben. 2)a man 

ftatt beS Sfted^tedeS KGJH bai^ 

^robuft (a + 6)-(a — 6) fe^en tann, 

io ift: 

a« — 6« = (a + 6).(a — 6). 

7/3)llnt$weti{$et Sel|rfa^: S)er 

Unterfd^ieb ber Duabrate jtoeier 
Sollten ift glcic^ bem ?ßrobuIt 
Qug il^rer ©umme unb il^rer 
S)iffercnj. 

SHefeg ®efe^ wirb mit SSorteil 
pr numerifc^en SSerec^nung be8 Untere 
l^iebe» ber Duabrate jttjeier 2fi^^^ 
ongetoenbet, toie bieg j. S. beim red^ttoinfeligen 2)reiecl öor? 
fommt; toenn au8 ber ^^potenufe unb einer Äatl^ete bie Sänge 
ber anbem gejud^t »erben fott. 

68 fei j. JB. 72^ — 18^ ju bcred^nen. SRan ^at: 

(72 + 18) . (72 - 18) = 90 . 54 =« 4860. 

SHe Umte^rung ber üorigen gönnet tautet: 
(a + 6) . (a — 6) = a^ - V\ 
b. \ in SBorten: 

8) Selirfa^: SBenn man bie ©umme jtoeier S^'^t^^i 
mit ber S)ifferenj berfelben 2>^^^^Vi muttiptijiert, fo 
erl^ätt man ben Unterf d^ieb ber Duabrate beiber ßal^ten. 

ffiiefer Sel^rfafe fpiett unter ben Vorteilen beim SRutti^ 
^)tiiieren jttjeier ßal^ten, falt8 bie 3^^^^^ i^ ^^^ gattoren um 
1 t)erfd^iebcn finb unb bie ©umme ber (Siner 10 beträgt, eine 
beac^tenättjerte afloöe. ©o ift j. S.: 

72 • 68 = 70« — 2» = 4900 - 4 « 4896. 

3n ben Se^rbüd^ern ber Slritl^metif toirb in ber Sieget 
ber te^tere Sel^rfafe juerft aufgefteßt unb burd^ Umfel^rung 
begjjetben ber öorlefete ©a| abgeleitet 
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SBenn man biefe Oibnung btt fic^tfäf^ befolgt, fo tvirb 
bei letztere ße^rfa^ atS bei uifiDiDttglic^ gegebene in folgenbet 
SBeife cntoidelt: 

22-18 — (20 +2) -(20 -2) 
— 20» + 2-20 — 2-20 + 2*-=20» — 2*. 
(a + fc) • (a — 6) = o» + a6 — aJ + 6* — o* — 6». 
Sntwidelung beS @efe^e3 Aber ben fiubuS ber 
©umme jtteiei Sagten. 

25» = (20 + 5)« 
«(20 + 5) -(20 + 5). (20+ 5) m^ htm ^otenjbegriffe 
= (20 + 5)-(2O+5)» = (2O + 5)-(20' + 2-20-5 + 5») 
= 20»+3-20»-5 + 3-20-5» + 5'. 
flUgemetn ift: 
(o + fc)''_(a + 6).(a+fc).(a + 6) 

-(« + *)■(« + b)' - (a + *) ■ (a> + 2ab + J») 
= o> + 3a*fc + 3a6» + 6'.*) 
9) fic^rfi^: ^er ftubuS ber @umnte iineiet 3<i^Icn 
befte^t aus bem JiubuS ber erften 3q^I' bent btetfatl^en 
9[Jrobult ou« bem Ouabrote ber etfien unb ber jteeiten 
3a|I, bent bieifai^en ^lobittt anS bei erften unb bem 
Quabiate ber gneiten 3(>I|t< nob bem SubuS ber 
jroeiten 8a(|L 

3Rit ^itfe biefer gormet tann bei SubuS eines jeben 
mefirgtiebeiigen ^uSbrudS (^ol^nomS), beffen ®Iiebei bur^ 
+ »erbunben finb, gebilbet werben, ©o ift j. ©.: 
(« + 6 + c)> = [(a + b) + €]> 
= (a + 6)» + 3(a + 6)» - c + 3(o + 6) ■ c» + c». 
ftubuiS einei ^ifferenj: 

(a — 6)' = (a — 6) ■ (o» — 2ö6 + J)» 
— a' — 3a»& + 3o6> — 6». 

*) Siefc ein Seftanbteile IBmint an einem fSr btefcn gü'^ OX' 
gefeitist'» jetleQEiann SSatfcI jut anf^auuns aeBratf)' unben. 
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SBie lautet bicfc gonnel in SBorten? — ®ie Beiben 
leiteten %oxmdn toerben l^äufig burd^: 

(a + hy = a» + 3a«6 + 3a6« + 6» 

borgeftettt 

S)ur(i^ 83enu|fung biefer ©leid^ungen tonn man leidet bie 
SBerte für (a + 6)* bercd^ncn. 3Ran crl^&ft: 

(a ± hf — a* + 4a»J + 6a«V + 4a6» + 6*. 

2) Sel^t{ä|e fiber baS Siec^nen mit ^oten^en. 

§ 17. 

SBeifpielc: 
10». 10« = (10. 10. 10). (10. 10) = 10. 10. 10. 10. 10 — 10*. 

I. gormel: a'^^a'' = a''*^. 

S3ei ber STJuItipIifation gleichartiger $oten}en muffen i^re 
ßjpotienten abbiert »erben, toeil ein Sjponent ja nur jäl^tt, 
toie oft bie ©runbjal^t ate galtor ju fe^en ift. 

1) 8el|tfa^: ^oten^en mit gleid^en ©runbjal^Ien 
toerben miteinanber multipliiiert; inbem man bie 
Srunbjal^l mit ber @umme ber @£ponenten potenziert 

SBenn loir üorftel^enbe gormet rücftoärt^ lejen, fo lautet fie: 

2) Sel|tfa^: (Sine gal^I wirb mit einer ©umme 
potenziert, inbem man fie mit jebem ©ummanben 
potenziert unb bie erhaltenen ^otenjen miteinanber 
multipliziert. 

SBeifpiete (zum fotgenben ßel^rfafee): 

105 : 10« = 10 . 10 .10. 10 . 10 _ j^3 _ jQ3^ 

lü . lü 

«6 : a* = = a^~*. 

a * a • a • a 

IL gormel: a'^ia'' = a'^'*. 

3) Sel|tfa^: Potenzen gleid^er 93a{iS toerben burd^ 
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einanber bit)ibtett; inbem man bie ^runbja^I mit ber 
S)ifferen} ber (&ipontnttn ))oteniiert 

93etoetd. S>ai^ ^robuft auS Duotient unb S)tmfor ift 
gletc^ bem 2)it)ibenben, benn: 

a^-n . gm ._ öm--»+« (ii(j(j^ gotmet I) i^ a"». 

3n tifonnel III ift t)0Tau8gefe|t, ba^ ber S^ponent beS 
®it)ibenben größer afö ber S^ponent beS S>it)ifor8 ift; benn 
nur in biefem gaße bejeid^nct bie SHfferenj m — n eine 
natürüd^e 3^^^ SBenn bagegen n>fn, fo ift: 

1 



■m ♦ /»!• 



a 

Srlättterung: 

»eifpicl: 
10« . 5« = 10 . 10 . 5 . 5 = (10 . 5) . (10 . 5) — (10 • 5)^ 

III. gormel: a"» • 6™ = (aJ)*». 

4) Selirfa^: ^otenjen mit gteid^em @£ponenten 
toerben miteinonber muItipUiiert, inbem man bad 
^robult il^rer ©runb^a^len mit bem gemeinfd^aft- 
lid^en ©jponenten potenjiert 

Setoei«. 

a^ *h^ mm a ' a ' a • a - a • - • ' m^mat 



=a6 ' ai »ab ' ab - ah ' ' • ' m^mal = (ab)^, 
gormet HI tautet in ber Umtel^rung: 

5) Se^tfa^: @in ^robutt toirb potenziert, inbem 
man ieben g^^ior potenjiert unb bie erl^dttenen 
tßotenjen miteinanber multiplijiert*) 



*) »ergieße § 16, 1 unb 2. 
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S3cif^iele: 

Q9 Ai 8-8 8 8 /8\2 

IV. gormel: a"» : 6*^ = (a : 6)"». 

6) &el|rfa^: (Sletd^artige ^otenjen loerben burd^- 
cinanbcr biöibicrt, inbcm man ben duotientcn il^rcr 
®xnnbia^Un mit beut gemeinfd^aftltd^en ®ipontnUn 
^otenjtcrt. 

S3ett)cii5. ®cmä§ ber SJcfinitioniSformel D=Q'd tft: 

(a :&)"»•&"» = (a : 6 • J)*" (nad^ gormcl III) = a"*. 
35tc Umfe^rung öon gormcl IV, närnKd^: 

brüdt bad <Sefe| über ^otenjierung einei^ Duottenten auiS. 

7) &el|rfa^: ®in Duottcnt toirb potcnjtert, tnbcnt 
man fotoolfl bcn ©iütbenben als bcn SJiüifor mit bem 
ßj^onentctt potciijicrt. 

SBcifptelc: 

(102)3 = 10» . 10» . 10» = 10^ 

V. gormcl: (a'^)'* = a"»" = {ci^y. 

8) &el|rfa^: Sine ?ßotcnj toirb mit einer 3^^! 
^otenjiert, inbem man bie ©runbjal^I mit bem ^ßro« 
buft aus bem @£ponenten unb ber 3^^^ potenjiert. 

aSetoeiS. 9lad^ bem SSegriffe ber ^ßotenäieruttg § 14 i[t: 

= a'^+'^-H» w=mal (na^ gormel I) = a"»". 

gormel V lautet rüdhoärts gelefen: 

b. ^, in SBorten: 

9) Sel^rfa^: @iue 3^^^ '^^^^ wiit einem 5ßrobuft 
^otcujiert, inbem man bicfelbe juerft mit einem 

@(!^üller, 9liit^mettf. 5 
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^attor unb bie erl^altene $otenj mit bem anbern 
gaftor potenjtcrt. 

ßufa^. S)ic Sicil^enfolgc, in toeld^cr eine Qäi)l mit ben 
einjelnen %attoxtn potettiiert loirb, tft gteid^gülttg. 

t^ür ba^ praftifc^e ated^nen ftnb noc^ folgenbe oft an$ 
gettJCttbcte 5ormcIn ju mcrfen: 

(1) (a« — b^):{a±b) = a + b. 

(2) (a» + 6») : (a + &) = a« — a& + 6«. 

(3) (a» — &0 : (a — &) = a« + a6 + 6^ 

(4) (a* — 6*) : (a + 6) = a» H= aH + aV + l\ 

(5) {a^ + 6^) : (a + 6) = a* — a^h + a^6^ — a&» + 6^ 

S)ic gormcin (1) unb (4) brücfcn foIgcnbc^ ©cfeft auS: 
1) S)ic S)iffcrcttj jtocicr gleichartigen geraben ?ßO' 
tenjen ift fotool^I burd^ bie @umme als burd^ bie 
S)ifferett} ber ©runbjal^Ien (ol^ne 8fleft) teilbar. %vi% 
ben gormeln (2) unb (5) folgt: 2)ie ©umme gleid^ ^o^er 
ungeraber ^otenjen ift nur burd^ bie Summe ber 
©tunbjal^Ien teilbar, f^ormel (3) fpric^t bai^ @efe^ aui^: 
3) S)ie SJifferenj jtoeier gleid^ l^ol^en ungeraben $0^ 
tenjen ift nur burd^ bie S)ifferenj il^rer ©runbja^Ien 
teilbar. 4) SJagegen ift bie ©umme jweier ?ßotenjen 
mit gleid^em ©Eponenten, j. 35. a* + &S öt* + 6*, toeber 
burc^ bie ©umme noc^ burd^ bie SJifferenj ber ©runb* 
jal^Ien teilbar. S)ag ®efe^ über bie ©lieber ber duotienten 
ift fid^tbar. SRittefö bei^felben fann man ben Quotienten ol^ne 
9ie^nung l^infd^reiben. | 

SSejeic^net n eine beliebige ungerabe 2^oX^l, fo ift aögemein: 

(a" — &") : (a — 6) 

(6) = a»-i + ar-^ • 6 + a*»-» . 6^ + a«-* • &» + 



§ 18. »egriff bcr SButjet. 67 

VI. Würfeln« 

1) äßurjetaudatel^en. 

§ 18. »cgtiff bcr aBtttjcI. 

3laä) § 14 Reifet bag ?ßrobuft, toelc^eg burc^ 2RuItipüfation 
enter 3a^I mit biejer Sal^I jelbfl entfielet, Duobratja^I. Sn 
ber gläd^enred^nung lommen duabratjal^Ien l^aufig öor, toenn 
aus ber 3Ka|ja]^I bcr Seite eines EluabratcS bcr gläd^eninl^alt 
beSjclben berechnet »erben joQ. Eluabratjal^Ien lönnen batier 
als „Snl^altS"^ ober „glä^cnjal^Ien" ber SRaumgröfee ,,£luabrat" 
aufgefaßt unb burc^ festere ücrfinnlid^t ttjerben. 

Sott umgefe^rt auS bem Snl^alt eines EluabratcS bie 
Seitenlange bcSjelbcn, bie äRa^jal^I einer ©eitc, ermittelt 
»erben, fo mu§ man bicjcnige Qa\jii jud^en, bercn Duabrat 
ber bie Änjal^l ber gläc^cneinl^citen barftcttenben Qaf^i gleid^ 
ift. 3)iefe Qafji, auS welcher bie Duabratjatit als entftanben 
betrad^tet »erben fann, nennt man duabratttjurjel (SBurjel 
bcS DuabrateS). SBäre j. 35. ber glä^enin^alt eines dua* 
brateS 144 qcm, fo ift bie Sänge einer Duabratfeite in cm 
bie £luabrat»urjel auS 144 gleid^ 12, »offir man furj 

'/144 = 12 fc^rexbt. S)ie Qaiji 12 ift »irHic^ bie duabrat- 
»uräel aus 144, »eil 12 • 12 ober 12^ bie gegebene Duabrat^ 
jal^I 144 liefert. SRan öerftel^t ba^er unter ber Duabratwurjel 
aus einer beliebigen natürüd^en 3^^I ^f 'fii^ä hinter ]/a, bie- 
jenige 3^^!/ 'toüäjt, inS Duabrat erl^oben, bie 3^^^ «^ fli^t^t. 
SBie ferner in § 14 gefagt »orben ift, nennt man bie 
3a]^ten, »eld^e burd^ ^»eimalige äRuItipIilation mit fid^ felbft 
^erauSlommen, SBürfel:^ ober Äubifja^Ien. ße|tere erf^einen 
befonberS in ber * ©eometrie bei ber Sere^nung beS Äör^er^ 
tniialteS eines SBürfelS, unb eS fönnen balier äße fiubiljal^Ien 
öIS „Snl^altSjal^Ien" tiefeS ÄörperS angejel^en »erben. — Sft 
nun umgefel^rt auS htm Sörperin^alt eines SEBürfelS bie Sauten- 
länge beSjelben ju beftimmen, fo mu§ man biejenige 3ö^I burd^ 
SRc^nung finben, »eld^e breimal als gaftor gefegt, bie gegebene 
;;3n^aItSäa]^l" beS SSSürfelS liefert. 2)iefe gefugte Qa^l Reifet 
Äubiftouräd. ©nt^ält j. 93. ein SBürfel 1728 cbcm, fo ift 

5* 
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feine ßantenlänge in cm gleid^ ber $u6ifn)uriel ouS 1728, 

m^ furj ^1728 = 12 barflefteUt toirb. S)ie ßa^I 12 ift bie 
tid^tise ^bihoutiet ani 1728, inbem baS ^robuft 12 12 12 
ober 12' ber gegebenen Äubiljo^I gleid^ ift. 

@tQtt Ouabrat:: unb Jhibitourjel fagt ntan auä) jtDeite, 
bejtt). britte SBurjel. 3n ber Ärittimetif fommen ni^t blo^ 
bie genannten SBurjeln, fonbem aud^ bie vierten, fünften, über- 
l^aupt bie w^ten SBurjetn ou8 j^afjiim Dor. ©o ift j. SB. bie 
t)ierte SBurjel au« 81 glciiä^ 3, benn 3* = 81, bie 3a^I 4 
bie fünfte SBurjel au8 1024, weil 4^ = 1024 unb a bie fed^Ste 
SBurjel Don a*. $Rad^ § 14 brüdtt bie ®Ieid^ung a« = p fofc 
genbe Sejic^ung jtüifd^en ben ®rö§en a, n unb p auS: toenn 
man bie ©ruubjal^I a mit bem Sjcponenten n ^oteniiert, fo 
erlfält man ben ^otenjioert p. SSetrad^tet man nun umgele^rt 
bie ßal^Ien p unb n aU belannt, fo fann man ftd^ bie f^rage 
t)orIegen, tme mau bie unbefannte @runbjal^( ftnbet. S)iefe 
Slufgabe fül^rt unS auf eiue neue Sted^uung^art, ba^ 
Sßurjelaui^jiel^eu. SSejeid^net man bie gefuc^te @runbja^I 
mit X, fo mu§ x»=p fein. Diefe ®Ieid^ung, in loeld^er p 
unb n natürli^e Saluten DorfteQen, l^at ftct« nur eine Auf- 
löfung, ttjeld^e man bie n=te SBurjel anf^ p nennt. 3n 3^^^^- 
^ = yp- Unter ber w=ten SBurjel auS einer 3^^^ P 
öcrftel^t man biejenige natürlid^e 3^'^!/ to^Id^^/ niit n 
potenjiert, bie 3ö'^I P gicbt. S)aS Sie^nungi^ücrfal^reti, 
tt)obur(^ man bie SBurjel pnbet, l^ci^t SBurjetau^jiel^en ober 
SRabijieren. 2)iefe Sied^nunggart ift bie Umlel^rung ber 
^otenjierung. 2)ie ^otenj p erl^ält nun ben 5Ramen ^abi- 
fanb unb ber ?ßotenjejponent toirb jum SBurjelejponent. 
2)ag 3^^^^/ toeld^eS ba« SBurjelaudjiel^en anbeutet, ^ei|t 
SBurjeljeid^en. Über baS SBurjeljeid^en fe^t man ben 
SBur jeleEponenten , mit toeld^em bie gegebene 3<^^I rabijicrt 
»erben foll. S5eim ÄuSjiel^en ber Eluabratiourjel ift e§ 
gebräud^Uc^, ben SBurjeleEponenten fortjutaffen. 
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§ 19. ®eiimettifii|e IBetflitnHdittng M <(ttS}{rl|enS ker 

Ottaktaimurjel. 

a) SSorbereituttg. S)ie SSurjeln ber Ouabratjal^Ien int 
ßa^Icnfrcife 1 big 100 ftnb au8 beut ©irnnatcin^ fletäufig. 
ättd^ bic Duabrattpur jcin mand^cr jtoci- unb brciftcQigcr Qa\iUn 
ftnb Qud ben entjpred^enben Slufgaben be^ ^otenjierenS belannt. 
Sei größeren ^afjlim bebarf c8 jur SScftimmung i^rcr SBurjcIn 
eines bcjonbern SRe^tiungööcrfal^retti^. 2)a8 Äui^jiel^en ber 
duabrattoutäel ift bie Umfcl^ruitg bt^ Duabricreni^ Don Qafjiltrt. 
Raffen n)ir ben gegebenen 9flabi!anben als Snl^altöial^I eines 
üuabrateS ouf, \o öerfinnlid^t eine ©eite beS Duabrate« bie 
SBurjel ber Snl^altSjal^t nnb eS ift baS SuSjiel^en ber Dnabrat^ 
tDurjel ntd^tS anbereS, als bie Smtitteinng ber Sänge einer 
üuabratfeite. Um ba^er bie @runblage für baS einjufd^Iagenbe 
Serfal^ren ju gewinnen, mu| man fid^ bie SSeftanbteile eines 
pfammengeje^ten OuabrateS, nämlid^ beS DuabrateS über ber 
Summe jweier ©trecfen, tool^l merlen. 

SRqc^ § 14, 8iec^tecfia| 2« ift ber gläc^enin^alt eine» 
DuabrateS öon 24 cm = (20 + 4) cm auS f olgenben ©tücfen 
pjammengefefet: 

1) bem dnabrate über 20cm=20.20.1qcm=400qcm 
Sn^alt; 

2) jtoei Sted^tcdfen mit ber (Srnnbfeite 20 cm unb ber 
§ö^e 4 cm = 2 . 20 . 4 qcm Sn^alt; 

3) bem duabrate über 4 cm = 4 • 4 qcm Snl^alt. 
3)aS Duabrat einer jnjeifteHigen Qaf)i befte^t: 

1) aus bem Duabrate ber S^^^er, nämlic^ 20 • 20 = 20^; 

2) aus bem boppelten ^robuft ber Qtf)ntx unb (Siner, 
2.(20.4); 

3) aus bem Duabrate ber ffiiner, 4-4 = 4*. 

SSor SScginn ber SRed^nung jur (Ermittelung ber duabrats^ 
tourjel teitt man ben Stabüanben üon red^tS nad^ linfS in 
Älaffen üon je jtoei ©teilen. Um Mar einjufetien, toeSl^alb bieS 
gefc^iel^t, bead^te man, ba| bie Duabrate ber 3at)Ien 1 bis 9 
eine eins ober jtneijifferige Qafjil liefern unb nac^ bem ©ejimat 
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f^ftcm jcbcr 3^ff^ ritt ©tcUcntocrt juipmmt. SScbcutcn bie 
ßa^Icn 1 bfe 9 @titcr, fo mu| offenbar baS üuabrat bcrfclbcn 
bic crftc unb jtocttc ' ©teQe bet Ouabratjal^I, bejto. nur bie 
®tncr bcbccfcn. Umgcle^rt mu^ ber Xcil bcr SBurjcI, bcr bic 
6incr bcjci^nct, ftcti^ in bcn Qtf)nttn unb Sincrn ober in 
lefeteren ollein cntl^altcn fein, ©teilen l^ingegen bie einfteHigen 
QoX)Un Seiner öor, fo liefert bai^ Duobrat biefer ß^tinerjal^Ien 
enttoeber nur ^unberter ober 3;aufenber unb §unberter. 
^ieraui^ folgt, ba§ bie Qtl^ntx ber SBurjel enttoeber nur auf ben 
©teilen ber 3;aujenber unb ^unberter, ober in ber Ie|teren Qo^f^U 
orbnung allein ju fud^en ftnb. Sejeicl^nen bie 3^^^^^ 1 ^i^ ^ 
^unberter, fo beftel^en il^re Duabrate entmeber nur oui^ 3^^^= 
taufenbern ober aui^ ^unberttaufenbern unb 3^^^tö^f^^^^^- 
$ierau8 ergiebt fi^, ba| bie ^unberter ber SBurjel in ben 
3at)Iorbnungen ber ^unbert* unb 3^^ttto^f^nber ober in 
le^terer Drbnung allein enthalten fein mfiffen u. f. ». S)ie 
aBurjel enthält jo öiele ©teilen, al8 ber SRabifanb Älaffen 
l^at. @d ift jieboc^ ju bead^ten, ba| bie l^ö^fte klaffe aud^ 
nur eine Drbnung umfaffen lann* 3n Unterer ift alöbann 
bag Duabrat ber p^ften SRangjiffer ber SBurjel enttialten. 

2)ieje rein aritl^metif^e Segrünbung ber ©inteilung einer 
Duabratjal^I in Älaffen pnbet eine Slnalogie in ber SRaumlel^re, 
bejtt). in ber (Sinteilung ber gläd^enmo^e. S)en 3ö§IoTi^nungett 
(£iner, 3^^^^^^^ §unberter, Saufenber fann man beftimmte 
Benennungen beg metrij^en ©5ftem§, etwa bie ßängenma^e 
m, dkm, hm, km jur Seite ftellen. S)ie Qa^ 5468 befielet 
aug 8 @inern, 6 Qt^nttn, 4 ^unbertem unb 5 Siaufenbern; 
5468m enttialten 8m, 6dkm, 4hm unb 5km. 2)a8 Duabrat, 
beffen ©eitenlänge 5468 m beträgt, l^at einen glä^eninl^aft üon 
5468 . 5468 qm = 29 89 9024 qm. S)a nun bie giä^enmaBe, 
faUg feine Slbteilung überfprungen »irb, burd^gängig burd^ bie 
3al^I 100 f ortfd^reiten, f o lönnen toir biefen Snl^alt aud^ burd^ 

29 qkm + 89 qhm + 90 qdm + 24 qm au^brüdfeu. 3n öor« 

Uegenber Duabratjal^I gel^ören mitl^in bie beiben erften ©teflen 
ben qm, bie folgenbe Slbteilung ben qdkm, bie britte ben qhm, 
bie vierte ben qkm an. SBäre bie Snl^alt^aa^I 29899084 qcm, 
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f toürbe man btcfelbc burd^ 29 qdkm + 89 qm + 90 qdm 
+ 84 qcm barfteHctt fönnen. ^ierau^ folgt: 3[t ber Snl^olt 
eined Ouabrated in qcm gegeben unb bie f^Iäc^enjal^I jn^ei:" 
ftcUtg, fo entl^ält bie ©eite be« Eluabrote» nur cm. §at 
bagcgen bie Duabratjat)! 3 ober 4 ©teilen, fo mn§ bie SBurjel 
-entweber nnr dm ober dm unb cm enttialten. SBenn j. 35. 
J = 4096 qcm = 40 qdm + 96 qcm i[t, fo befte^t bie Sänge 
einer Ouabratfeite auS dm unb cm. ^aüi bie beiben erften 
©teilen ber glad^eujalil Sluöen finb, entl^ält bie Eluabratfeite 
ttur dm. gaffen wir nun bie Duabratjal^Ien ate wirlli^e 
Snl^altgjal^Ien eineiS EluabratcS auf, toaiS ftet^ ftatt^aft ift, fo 
leud^tet au§ bem ©efagten ber (Srunb ein, m^^alh öor ber 
tRed^nung bei^ SßurjelauSjie^eni^ ber Siabifanb t)on red^td nac^ 
linfi^ in filaffen ober Slbteilungen öon je jtoei ©teilen jer^^ 
legt tt)irb. 

b) Aufgabe: S)ic Cluabratlourjel au8 5184 ju 
^iel^en. 93etrad^ten n)ir 5184 aU eine ben t^löd^eninl^aU 
eines CluabrateS bejeid^nenbe Qoi)!, unb jn)ar als 51 84 qcm 
= 51 qdm + 84 qcm, fo entl^ätt bie ©eite beS entfpred^enben 
£luabrateS nac^ ben Erörterungen unter a) dm unb cm. 
gigur 9, ©eite 52 Derfinnüd^e bie Snl^altSjal^I 5184 qcm, 
toeld^e nac^ a) aus bem Snl^alte beS CluabrateS über AB, 
^xod gleid&en auS ben ©tredfen AB unb BC geWIbeten SRed^t^ 
edfen unb beut Duabrate über BC beftelit. S)er Snl^alt beS 
OuabrateS über ber ©tredfe AB ftedtt in ben 51 qdm ber 
gläd^enjalil ; folgli^ ift ©eite AB beS DuabrateS gleid^ 
1/49 = 7 dm. Qit^tn n)ir ben Snl^alt biefeS EluobrateS, 
näntlid^ 49 qdm, Don 51 qdm bejto. Dom ganzen Snl^alt ab, 
fo bleiben 2 qdm + 84 qcm = 284 qcm für bie beiben Siedet- 
edfe 2 ab unb baS Eluabrat über BC. 3)a bie Sänge ber 
SRed^tede belannt, nämlid^ gleid^ ber Eluabratfeite AB ift, fo 
finben wir bie SSreite BC, inbem wir 284 burd^ 2 • 70 teilen. 
284:140 = 2 SReft 4; mitl^in ift J5C= 2cm. 2)aä Cluobrat 
über B C l^at einen Sniialt öon 4 qcm. 3^^^^^ ^i^ lefeteren 
t)on bem SReft ab, fo bleibt nid^tS übrig. S)a bie SSeftanbteile 
eines jufammengefe^ten EluabrateS mit ben Sängen AB =7 dm 
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itttb J?C=2cm beim ©ubtroJ^icrcn t)om Snl^alt be« £li;abrate§ 
feinen SReft übrig laffen, fo mu| bie Seitenlange be^fetben 
7 dm + 2 cm" = 72 cm gro^ fein. 3)ie Duabrattonrjel ou* 
5184 ift mithin bie Qa^ 12. 

3ttr Serfinnlid^ung beS SJerfal^renS bei fünf= unb me^r^ 
fteUigen ^cX)\vx benu^e man bie t^igur ju 9ted^tecI{Q| 3 @eite 55 
nnb bie bort gegebenen (Srörterungen. 

(Befc^i^ttt^e IBemerfung. ^ä^im bet gtted^if(^e aii^t^einatüer 
S^eon toon Sllesanbrta, toel^ex )ur Seit bei Siegierung Sl^eoboftud bei^ 
(Stoßen lebte, leierte bad SCud^iel^en ber Ouabrattourjel mit geometrifd^er 
SSerftnnli^ung bed SSerfal^rend in bet l^eute äbli«$i*n äBeife, nur benu^te 
et flatt ber bejimalen ©ejrageftmal^^rüd^e. 

%a% SluSjiel^en ber DuabrattDurjeln ouS }ufQmmengefe|ten 
oDgemeinen ^ui^briiden gefd^ietjt na^ ber f^ormel: 

ya^ + 2ab + V == a + 6. 

Senn ba ba^ Duabrat beS SinomS a -|- ^ ^li^ 92orm für bie 
Silbung ber Duabrate aQer ntel^rgUeberigen SuSbrüde bienen 
fann (§ 16 3/J n. f. f.), fo lann bie Sflabijierung, ate bie Um* 
tel^rung beS ^otenjierenS, anc^ allgemein na^ Dorftel^enber 
gormel au^gefüfirt »erben. 

Knf finget begel§en l§äuftg ben Seiltet, jiebei} @(Iieb eined ^ufammcit' 
gefegten 9labifanben ^u tabijieten, j. 93. ^u rechnen: 

yi6 + 9 = 4 + 3 = 7; j/^M^ — a + 6 ; 

^iefe ®(ei(^ungen finb untid^tig, l^iet entfielet nfimlid^ butd^ ^otenjieten 
bet äButjeln mit bem Disponenten nid^t bet dlabifonb. 

§ 20. Stein aritl|mrtiff^e Seret^nung ker Ouaktiitliittrjel. 

S)arfteIIung beS 9iecl^nungi^t)erfat)reng: 

]/5l]84 = 70 == a 
. a^ = 70«= 4900 

2a = 140-^ 2 84= 2 = 6 
2ah = 140 . 2 = 2 80 

4 
62 = 2« = 4 

0. 



§ 20. SRein arttl^metifc^e SSetei^nung ber Ouabtattoutsel. 73 

(griäutcrung bei^ rein arittimetlfd^cn SScrfal^rcng: 
2)ie Duabratial^I 5184 beftel^t aui^ jiDei klaffen; folglid^ ent^ 
l^ält btc SBurgel iwci ©tcHcn. Qnn^t i[t öon bcr Duabratjal^I 
ia^ Cluabrat bcr 3^^"^^ i^ fubtra^icren. 3)a bicjeg 5ßrobuIt 
nur bic ^unbcrtcr bcjtt). bic ^unberter unb 3;aufcnber bc8 
DttobratcS befcfet, jo mu§ baSfcIbc in ben 51 ^unbertern cnt- 
galten jcin. SBir crl^altcn bic Änjal^I Q^^ntx ber SBurjel, 
inbem tt)ir bic größte ganje gal^I fn^en, beren Eluabrot in 51 
^unbertern ftcdCt. S)ic gefügten Seltner finb offenbar a = 7. 
^mä) ©nbtraftion be^ Qtf^ntx^^iVLaixait^, nämlic^ 4900 öon 
5100, bleiben 2 ^unberter alg SReft. 2)a bcr jtocite »eftanb^ 
teil ber Duabratjot)!, 2 x Qt^ntx x Siner, in ben 3^^^^^^ 
ber Duabratjal^I ftedt, fo öerwanbeln »ir bie 2 ^unberter in 
Seiner nnb fügen bie 8 3^^^^^ ^^^ jttjcitcn Stoffe l^inju. Um 
ik ®iner ber SBnrjel jn erl^altcn, biüibiercn wir 2a = 2 x 7 
Seltner in 28 3^^^^^- 2)er gefud^te Eluotient liefert 2 Siner. 
3laä) ©nbtraftion öon 2x7 3^^^^^ x 2 = 28 Qti)ntx öon 
28 3^^^^^^^ UdU übrig- 9lun nel^men toir bie 4 Siner 
herunter. SSon biefen ba§ Duabrat ber Siner fnbtral^iert, liefert 
ben SReft 9inll. Da bnr^ ©nbtraltton ber »eftanbteile beS 
Slttgbmclg (70 + 2)' t)on ber Cluabratja^I 5184 ber 9ic[t 
entfielt, fo ift 1/5184 = 72. 

ßä|t man bie ben Slang ber 3^ff^^ bejeid^nenben SlnUcn 
tocg unb jiel^t öor ©nbtraftion eines 93eftanbteileg ftets nur 
eine 3^ff^^ l^crunter, fo erf^eint bie SRe^nung in folgcnber 
lurjerer g^^^- 

a+b 



V5184 = 72 
o«==7«= 49_ 

2a = 14 -T- 28 
2at = 14.2= 28_ 

4 
ft« = 2« = 4 



// 



SBie in § 16 geometrifd^ unb aritl^metifd^ erläutert ttjorben 
ift, fann bie gormel für bai^ Duabrieren eines SBinomS a + h 
ofe 8fli(j^tf(j^nur für bie Silbung ber Ouabrate aQer mel^r* 



74 (tt^ fa\dfmtt SHe natdtlii^ Säulen. 

gliebrigen Sudbrüde tienen. (S^ ift }. 99., totnn uiir bie 3^^^^ 
ber 3^^t 2^^ ^^^ ^ uii^ ^^^ ®^i<^ ^^^ ^ beieic^nen: 
245» = (240 + 5)« — 240« + 2 • 240 • 5 + 5« = 60025. 

SEBenn bafier in einer beliebigen me^rfteUigen SSurgel bie 
(Sinet burd^ b nnb bie übrigen ©teilen mit a begeid^net merben, 
fo beftel^t bie Onabratjal^t onS folgenben ©tnden: 

1) bem Duabrate be8 erften Seile», 

2) bem boppelten ^robuft beS erften nnb gtoeiten 
Seile«; 

3) bem Onabrate beS jn^eiten Seile«. 

£a nun bie 9u«2ie]^ung ber dnabratn^urgel bie Umlel^rung 
be« Duabrieren« ift, fo mu| bie gormel: 

yä^ + 2ab + 6« = a + 6 

and^ auf fold^e Duabratgal^Ien anioenbbar fein, beren SBurjeln 
mel^r qI« jn^ei ©teilen entlidten. @o ift j. S3.: 

^60025 — y24Ö« + 2 . 240 . 5 + 5« = 240 + 5. 

$at man bal^er burd§ Slcd^nung xok öorl^in jtoei ©teffen 
ber SBurjel gefunben, fo betraute man biefc ote erften Seil a 
uvb beftimme alsbann ben folgenben Seil b' u. f. f. 

aSeif^jiel: «+* 



1/614656 = 
o« = 7» = 49 


= 7 84 


2a — 14 : 124 
2a6 — 14-8— 112 




126 
6« = 8» — 64 




2a'=2-78 : 625 
2a'b — 2 • 78 • 4 — 624 





16 
6'« = 4« = 16 



// 



9Cu8gie^en htt ßubiftourjel. 

§ 21. Segriff ber ftitUftourjel. 

3ufoIge ber in § 14 gegebenen ©ritärung nennt man bie 
bei SBered^nung be« ffiör^erinl^alte« eine« SBürfcI« entfte^enbe 



§ 21. IBegtiff ber ftnUttont^tl 



75 



ßol^I SBfirfel^ ober ÄuBtljol^I ober furatoeg Äubu8. 3ft 
nun ber Snl^alt eineg SBürfete gegeben, fo fann man bie grage 
[teilen, tote gro| bie Äantenlänge biejeg SBurfelS fei. 3)ie 
Seantoortung biefer grage faßt mit ber Aufgabe jufammen, 
au§ ber ^ubifjal^I btejiemge Qa\jH ^u bered^nen, bereu ^ubuS 
ber gegebenen SJttrfeljal^I gleid^ ift. S)ie gejud^te Qaijl, »eld^e 
breimal alö gaftor ju fe|en ift, bamit aui^ biefem 5ßrobuIt bie 
Subifjal^I entfielet, l^eifet ffiubiftourjel ber gegebenen 3^^^, 
iinb iaf^ Sled^nungi^üerfal^ren, tooburc^ bie ^ubibourjel gefunben 
toirb, nennt mon „SluSjiel^en ber Subilmurjel". ©o ift 
j. 85. bie Äubitourjel au8 216 bie ßa^I 6, weil 6* = 216 
ift. Um anjubeuten, ba| aug einer 3^^)! bie Äubif ^ ober britte . 
SBurgel gejogen werben fott, fe|t man über ben SRabilanben 
bog SBurjeljeici^en mit bem SBurjeleEponenten 3, unb f einreibt 

j. 95. 1/216 = 6. — Slug ber SSegietiung jtotfd^en SBürfel unb 
SBürfeljal^I unb Äante unb Subibourjel gel^t l^eröor, ba§ bie 
^biljat)! unb i^re Äubifwurjel buriä^ einen SBürfel unb feine 
Santenlänge, bejw. bie @eite eines ber gleid^en Ouabrate, 
toeld^e ben SBürfel begrenjen, Derfinnlic^t wirb. 



§ 22. ®efr^e ber ftutierung itnb il|rer Umfel^ntttg^ bei» 

VttSjirl^eni» ber ftuliitotttjel. 

®ie Äubifiourjeln, »eld^e einftellige Qafjiltn finb, unb il^re 
entfprcd^enben Subiljal^Ien finb auS folgenber S)arfteIIung er^ 
fid^tlic^. 3^^ S5ere^nung öon itütU unb mel^rfteöigen Subif* 
tDutjeln ift bie fefte Sinprägung biefer %dbtVit unerlä|lid^. 



Subitour jeln : 
Äubi! jal^Ien : 



Sluö biefer S)arfteIIung ergiebt fid^ bur^ Umfel^rung 

^olgetttttg 1: S)ie ^ubilwurjeln aller ein^^, itotu 
unb breiftettigen l^a^Un finb einfteltig, b. 1^. bie 
SBurjel entl^dlt nur @iner. 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1 


8 


27 


64 


125 


216 


343 


512 


729 



76 (Srffer 9Cb[(l^nitt. %)\t naturalen 3a^ten. 

SScbcutcn bic ffiin^eitcn bcr 3^^^^^ 1 ^^^ ^ S>^^^^^f \^ 
erl^alten bie jugel^örigett Shibifjal^Ien brei 9htIIen: 

10» = 1000, 20» = 8000, 90» = 729000. 

^nlgrrttitg 2: S)tc Äubiltourjcin aller tjicr* 6iS 
fcd^i^ftelltgen Qai)ien ftnb jtoeiftcUig, b. 1^. bic SBurjct 
befielet cnttocber nur au^ Qt\)nnn ober an^ Qti^ntxn 
Uttb ©inerit. 

©teHen bie Sinticiten ber einfteHigcn Qa^Un ^unberter 
Dor, fo erhält jebe bcr Äubiljal^Icn ber 3;abeIIe rcc^t» fed^S 
9luIIen angel^ängt: 

100» = 1000000, 200» = 8000000, 

900' — 729000000. 

%niitmn% 3: Alle jieben^ bi« neunftelligcn ftubif^^ 
jal^Ien l^aben breiftellige ^ubiltourjeln. 

S)ie in biefen Folgerungen bargelegten SBa^rl^eiten jinb 
ber ®runb, »egl^olb mon öor SSeginn ber SRed^nung be8 Subü* 
n)urie^^ud}ie]^end bie ^ubifjal^I t)on red^ti^ nad^ linfS in ^b^ 
teilungen ober filaf jen tjon jie brei ©teilen teilt. Sei biefer 
©inteilung lann jeIbftt)erftänMici^ bie t|ö^[te Älaffe au6) nur 
jtoei Qifitxn ober eine ©teile entl^alten. 

goffen »ir bie gegebene Qai^l, aug toelc^er bie fiubütourjel 
gejogen »erben foll, ate toirflid^e Snl^altäjal^I einei^ SBürfet» 
auf, jo fönnen tt)ir bie ©inteilung ber Äubif jat)I in breijifferige 
Älaffen burd^ bie ®tnteilung ber ftörpemta^e begrünben. ^er 
Äör:perin]^alt eines SBürfete öon 9 cm Äantenlänge beträgt 
729 cbcm. §ierau8 folgt untgelel^rt: ©ntl^ält bie Sn^altg:? 
jal^l nur cbcm, fo l^at bie Äante bei^ SEBfirfeU nur cm. 
3ft bie «ante be« SBürfete 24 cm = 2 dm + 4 cm lang, fo 
ift fein fiörperinl^alt 13824 cbcm. S)a nun je jtoei aufeinanbcr 
folgenbe Slbteüungen ber Äörperma^e fonjequent burd^ bie 3^^! 
1000 f ortf c^reiten , fo fann man 13824 cbcm aud^ burd^ 
13 cbdm + 824 cbcm auSbrüdfen. Umlel^rung : Seftel^t 
eine ^ubüja^I aud jtt^ei Slbteüungen, cbdm unb cbcm, 
fo entl^ält bie SBürfeltante dm unb cm. S)er Snl^alt 
einei^ ^buS t)on 234 cm = 2 m + 3 d + 4 cm Äantenlänge 
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§ 22. (S^efe^e ber ftubterung unb i^ret Umfel§rung. 77 

Beträgt 12812904 cbcm = 12cbm + 812cbdm + 204cbcm. 
Umlcl^ruttg: fiann mon bie SBürfeljal^I burd^ brei 8lb= 
tcilungctt, cbm, cbdm unb cbcm barftcllcn, fo befielet 
bie ^antettlänge bed SBürfeU aud m, dm unb cm. 

An einem jum Qmd^ ber SSeletirung angefertigten serleg* 
baren SEBürfel t)on 18 cm = (10 + 8) cm Äantenlänge lann 
man folgenbe S3eftanbteUe btefeS fiör)}er^ jur Slnfc^auung 
bringen: 

1) einen SBürfel, beflen Äante 10 cm lang i[t. 5J)er Äubit 
in^alt biefes SBürfete beträgt 10» cbcm = 1000 cbcm ; 

2) brei longruente ?ßrigmen; jebeiS ^riSma t|at eine qua^ 
bratijd^e ©runbfläd^e Don 10 cm Seitenlange unb feine ^öl^e 
beträgt 8 cm. ®er @efanitint)alt biefer ^ßri^men ift 3 -10* -8 cbcm 
= 2400 cbcm; 

3) brei longruente ^riiSmen, jebei^ ^riiSma öon 8-8 qcm 
©runbpd^e unb 10 cm §öl^e. 2)er ®efamtint)a(t biefer brei 
5ßrigmen ift 3 • 10 • 8^ cbcm — 1920 cbcm; 

4) einen SBürfet öon 8 cm Äantentänge; fein Snl^alt ift 

8^ cbcm = 512 cbcm. 

SRit^in ift ber Äubifin^att beS ganjen SBürfete 

18 • 18 • 18 cbcm = 5832 cbcm. 

ßegt man ber SRed^nung jur 95ilbung bci^ Äubug eineg 
SBinomg bie § 16, 9 entwidfelte gormel: 

(a + by = a» + 3a^b + 3ab^ + 6» 

jugrunbe unb fcfet a = 1 3^^ner, 6 = 8 ©inern, fo ift: 

a« = 10» = öem SubuiS ber Qtf)ntx. 
Sa^ft ^ 3 • 10^ . 8 = 3 X Duabrat ber Seltner x einer. 
iab^ = 3 . 10 . 8^ = 3 X Seltner x Cluabrat ber einer. 
J3 = 8^ = bem ÄubuS ber Siner. 

S)ie S3eftanbteile re^t^ Dorn ©lei^^eitjei^en finb alfo ber 
äuöbrucf beiS befonbern ®e|efeci^, weld^eg bei Silbung beg Subug 
jtoeiftelliger belabifd^er S^Cif)ltxi ju befolgen ift. SDer Äubu8 
ber Seltner liefert Xaufenber, b. 1^. biefeg ?ßrobuIt befe|t bie 
niebrigften ©teilen ber ^bifjal^I mit Slutten. S)er jweite 



78 (tc^tx «(fd^nitt 2)ie natftrlid^en Ballen. 

Seftanbteil gie6t ^unberter jum ^robuft, b. ff. bie Slang- 
orbnuttflcn bcr (Siner unb 3^^^^^^ P^l> ^^tt SluHcn bcj[c|t. 
2)0^ brittc ©tücf liefert ein ^robult ou« Qeffntxn, ei^ befe|t 
olfo bie ttiebrigfte Sal^Iorbnung (®iner) mit einer SRuQ. (£nb* 
lic^ ber t)ierte S9eftanbteil ber ßnbüjal^I, ber fiubnd ber Siner, 
bebectt n^enigftenS in jiebem f^aDe bie (Siner. S)ie ^6ud t)on 
3 Cinern unb 4 (Sinem bejeften bie Drbnungen ber S^ffncx 
unb (Jiner unb bie britten ^oten^en ber 6iner 5 bis 9 bebeden 
bie niebrigfte klaffe ber äBßrfeljal^I, toie bie XabeOe jeigt. 

yiad) ben Dorl^ergegangenen (Srörterungen ift ber ^ubif^ 
in^alt eine« SBürfete t)on 25 cm = (20 + 5) cm Äantenlänge: 

(20 + öy ebem 

—(20» + 3 . 20^ • 5 + 3 . 20 . 5« + 5») cbem = 15625 cbem 

ober in rein aritl^metif^em Sinne: 

(20 + 5)» = 20» + 3 . 20« . 5 + 3 . 20 . 5* + 5» = 15625. 

S)a nun bai Slui^jiel^en ber Äubitourjel bie Umfe^rung 
ber Operation bei^ kubierend ift, fo mu^: 

8 



-,/2Ö» + 3 • 20^ . 5 + 3 . 20 . 5« + 5» = 20 + 5 
ober allgemein: 



8 



fein. Unb »ie bei Silbung beS Äubui^ ber ©umme jtoeier 
natürlid^en Qai)kn bie ÄuSbrücfe unter .bem SBurjeljeicI^en 
ab bi er t »erben, bejtt). bie ©umme biefer ieile in einer Äubif* 
jal^I entl^alten ift, fo mu§ man umgefclirt bei SSered^nung ber 
Äubifwurjel bief elben 93eftanbteUe bitben unb fie in berfelben 
Drbnung öon ber SBürfelja^I fubtral^ieren. SSIeibt nad^ 
biefer ©ubtraftion fein Steft, fo finb bie ert)altenen ©ummanbcn 
a + 6 bie rid^tige Äubiftourjel ber gegebenen Subüjal^t 

§ 23. VttS)ir|en ber ftutiHnurjel mittels geomettifdleir 

IBerfinnnf^ttng. 

«tttgate: SluS bem ^ubuS 46656 bie ^ubün^urjet 
jtt jietien. 



§ 23. ^u^xtfim bet HubtCmurjel mittele geotitettif(^et SSerftttnlid^uns. 79 

Sluflöfung: SBir betrad^ten bte gegebene abftrofte ^ai)l 
afö 3n]^aItöjat)I eines SBürfel» unb jtoar ate 46656 cbcm. 
S)a toir biefe Snl^altöjal^I burd^ ixoti Slbteilungen bet ßörper:: 
ma|e, nämltc^ burd^ 46cbdm + 656cbcm, borfteßen fönnen^ 
jo entliMt bie gejud^te Äantenlänge be§ SBürfefö dm unb cm. 
Son bent Snl^alt beg Äubuä muffen ttnr nac^ § 22 juerft ben 
Sn^olt be§ SBürfeli^ jubtral^ieren, ber jur Äante bie gejud^te 
änja^I dm l^ot, alfo a^ cbdm. S)a ber ÄubuS ber 3^^^ a^ 
tocld^e burd^ bie SBürf elf ante öerfinnlic^t wirb, in 46 cbdm 
fteit, \o mul berfelbe ber näd^ft Meinem SBürfeljal^I 27 gleid^ 
Irin. 2)te Äantenlänge bieje« SBfirfete beträgt ai\o a = 3dm, 
tocl^e ben erften Xeil ber ffiubitourjel bitten. $Rad^ @ub* 
traftion öon 27 cbdm öom ganjen Snl^alt bleiben noc^ 
19cbdm + 656cbcm = 19656cbcm. 3n biefem Steft finb 
jundd^ft entl^alten bie 3nt)alte öon brei ^riSmen mit 3 a* 6 cbcm. 
An ©teile biefer brei ?ßriömen fönnen mir ein ?ßriSma fefeen^. 
beflen ©runbftäd^e burd^ 3 a* unb befjen ^öl^e mit h bejeid^net 
nnrb. 9lun finbet man bie ^öl^e eines ^riSmaS, menn mau 
Me abftraften Snl^attSjal^Ien Don Körper unb @runbf(äc^e burd^ 
cinanber biüibiert. S)ie gefugte §ö]^e b beträgt aljo: 

19656 : 3 . 30* = 19656 : 2700 = 6 (cm). 

S)a nun ber %di ber SBilrfeßante, ber bie gefud^te Ängal^I cm 
ober ben jmeiten Xeil ber SBurjel entl^It, bie ^öl^e b beS 
^ßriSmaS ift, jo mu§ ber anbere fiantenteil beS gegebenen 
SBürfelS 6 cm lang fein, ©ubtral^ieren mir ben 3nt)alt beS 

5(}ri§maS, nämli^ 3a*6cbcm = 16 200 cbcm tJOU 19 656 cbcm,. 
fo bleiben 3456 cbcm. §tert)on ift nun ber Snl^alt öon brei 
5ßriSmen mit 3 a 6* cbcm = 3 • 30 • 6* cbcm = 3240 cbcm ab^ 

jttjiel^en, mobur^ ein Sleft tjon 216 cbcm entftetjt. Unb menn 
toir öon biefer Qdf)i ben fiubuS öon 6 cm Äantenlänge, nämlid^ 
216 cbcm, f ubtra^ieren , fo bleibt 9lutt übrig, morauS mir 
fd^Iiefeen, ba| bie Santentänge eine« SBürf efö öon 46 656 cbcm 
Snl^alt 6 dm + 6 cm = 36 cm lang fein mufe. SWitl^in ift: 
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y46656 = 36. 



1 



80 (ETfter «[bfd^nitt. S)ie natütltd^en ga^Ien. 

4 

§ 24. Kein arii^meiifdleS Serfa|ren feriw <lfiS}ie|eii ber 

ftttUfiottr}eI. 

Z)arfteQttng beiS Sted^nuttgiSüerfal^reni^: 





o» — 30» — 


^46656 = 
27000 


30 — 


a 


3< 
3a*ft = 


X* = 2700 -f- 
= 2700 • 6 =- 


19656 = 
16200 


6 — 


h 


o6« — 


3 • 30 • 6« — 
6» — 6» = 


3456 
3240 

216 
216 







tf 



Äritl^mctifd^c ©rläutcrutig bicjcr Slcci^nung. S)a 
bic Äubifjal^I au8 jtoci ÄbtciluTigcn befielet, fo ift bic Äubifc 
tDurjcI eine jtDciftcQigc ^a^. ^Vin^6i\i ift öon bcr ffubifjal^t 
ber Äubuö bcr ^tfyxtt ju fubtral^icrcn. ©crjclbc ftcdt nad^ 
bem üorigcn ?ßarograpI)en in bcn (46) Xaufcnbcm unb rau^ 
27 Saufeitbcr betrogen. S)ie Änjafit b^ ä^^ner ber aOäurjel 

ift alfo gleid^ ]/21 «= 3. «Rad^ ©ubtraltion beg ßcl^nerlubu^ 
t)on 46 Sau Jenbern bleiben nod^ 19 Saufenber. 9iun wx^ 
baS breifad^e ?ßrobu!t au8 bem Ouabrate ber 3^^^^^ 
unb ben Sinem fubtral^iert »erben. 2)a biefeg 5ßrobuft in 
ben ^unbertern be^ SubuS entl^alten ift, fo öertüanbeln wt 
ben 9ieft (19 S^aufenber) in ^unberter unb abbieren bte 
6 ^unberter ber folgenben Älofje l^inju. S)ie gefud^ten Siner 
erhält man, toenn man i96 ^unberter butd^ ba§ breifac^c 
Ouabrat ber Z^^ntt, alfo burd^ 27 ^unberter biüibiert 2)er 
ättjeite Seil ber SBurjel beträgt aljo 196 : 27 = 6. ®ag afc^ 
jujiel^enbe ^robuft l^eifet alfo 6 x 27 $unberter = 162 §ttm 
berter. S5urd^ ©ubtraftion be^felben bleiben 34 §unberter 
übrig. 2)a ber britte 93eftanbteil eineg ßubug, 3 x Seiner 
X Duabrat ber (giner, ein 5ßrobuIt aus Seltnem bilbet, fo 
brüdfen tt)ir ben SReft in ^t^mxti aug unb fügen bie ßel^tter 
ber ^bifjal^I l^inju, \i<x% giebt 345 3e^ner. ^ierüon 3 • 3 • 6* 
ße^ner « 324 ße^ner fubtra^iert, bleiben 21 Seiner, ©(^tiefelic^ 



§ 24. 9{ein aritl^etifd^eiS IBeifal^ren beim 9tui»§iel^fn ber ^biftoutaet 81 

ift nod^ bct Äu6ug ber einer, nämlid^ 6^ = 216, abjujicl^en, 
tDobnxi) bie SRed^nung aufgellt. 

S33enn man bie ben SRang ber Qxf(tm bejeid^ncnben SRuöen 
toeglä^t unb t)or ber ©ubtraftion eines SBcftanbteiteiJ beS fiubu8 
jebegmal nur eine 3iff^i^ ^^^ Älaffe jum Sflefte ,,t)erunternimmt", 
fo ergiebt fid^ folgenbe Ifirjere ©arfteßung: 

|/461656 = 36 

a^= 27 

3a« «» 27 -f- 196 
Sa^ft = 27 . 6 = 162 

345 
3a6« = 33.6«= 32^ 

216 
6» = 6» = 216 



// 



B^folfl^ § 16 iönn ber Äubuö einer stoeiteiligen Summe 
a + & qI8 SBegtoeifer für bie 93ilbung ber Äuben oller mel^r^ 
gliebrigen Äugbrüde fein. ®o ift j. 93.: 

345» = (340 + by 

== 340» + 3 . 340« . 5 + 3 . 340 . 5« + 5^ 

ßerlegt man bal^er irgenb eine mel^rfteöige natürlid^e 3aI)I 
in jttjei 3;eile unb bejeid^net bie einer mit b, ade übrigen Qdf)U 
orbnungen, alfo n — 1 ©teilen mit a, fo wirb baS in § 16 für 
eine jtoeiteilige ©umme entwidette ®efe^ allgemein fo tauten: 

2)er ÄubuS irgenb einer ©umme befielet: 

1) aus bem fiubug beS erften Seite«; 

2) aus bem S)reifad^en beS DuabrateS beS erften 
2;eiIeS multiptijiert mit bem jtoeiten Seite; 

3) aus bem breifad^en ^ßrobuft beS erften Seite» 
mit bem Duabrate beS jtoeiten SeiteS; 

4) aus bem ÄubuS beS jtoeiten SeiteS. 
S)ie gönnet: 

lann bal^er burd^göngig beim ÄuSjiel^en ber Äubiftourjel jur 
SHid^tfd^nur bienen. 9Ran bered^ne junäd^ft toie t)orI)tn jtoei 

e (pürier, «ritl^metif. 6 



a 6 



82 erftec «bfd^itt. Sic natfltlU^n Sal^lcn. 

©teEen ber SButjel, bann fel^e man biefe oii erften XeU a 
an unb beftimnte ben folgenben Xeil 6', u. f. n>., j. S.: 

>/l7|173|512 = Tö s' 
c» = 2»= _8_ 

3a« = 12 - : 91 
3o«6 = 12 . 5 = 60^ 

317 
3a?.» = 3 • 2 . 5» = 150^ 

1673 
js = 5S _ 125 

3a'» = 1875 - : 15485 
3o'»6' = 1875 • 8 = 15000 

4851 
3a'6'*=3.25-8*= 4800 



512 
6'ä = 8» = 512 



// 



®ef(!^id^tlid^e Semerlungen. ^er $^t]^agoreec 9liIoma(!^u8 
t>on&txa\a (ettoa 100 n. (S^t.) Bilbete bie ^ubü^^Ien butc^ Summierung 
aufeinanberfolgenber ungeraben B^^^^tt. @r fagt: „2)te etfte Hubiljal^I 
iß gleich ber erften ungeraben 8^^^^ ^i^ stoeite gleid^ ber @umme ber 
Beiben folgenben, bie britte entfielet butäf ^(bbitton ber brei fotgenbeti 
ungeraben 3^^^^"'^ tote folgenbe 2)arfteIIung ^eigt: 

1 «= 1» = 1 

3 + 5 = 2»= 8 
7 + 9 + 11 = 3» «= 27 
13 + 16 + 17 -j- 19 = 4« = 64 u. f. to. 

^ergnber 9lr^ab^atta(476n.(S^r.)Bebiente fid^ ^uerft ber gfornteln: 

(a + 6)»«a* + 2a5 + 6» unb (a + 6)8«a» + 3a«6 + 3a6* + 5» 

§ur 9ere(!^nung ber Cuabrat- Be^to. ber ^Biltourjel. @r fprid^t aud« 
brüdnid^ t>on ber (Einteilung bed Stabilanben in itotU Be^to. breifiettige 
^(Bfc^nitte bor 9[u9fü]^rung ber 9lec^nung. ,;9Bur§el überbau))!, aud^ in 
ber ^ebeutung ber 9Bur§eI einer ^flanje^ l^eigt müla ober pada; varga 
Bebeutet eine 9leil^e gleid^er ©egenftftnbe, bann ein Cuabrat im geometri- 
fd^en tote int arit^metifd^en ©inne beiS SBorted; ghana Bejeid^net einen 
^'ötptx. 5S)nx6) 3uf<itnmenfe$ung biefer ^uSbrüdCe getoann man bie 92amen 
varga müla, b. i. Ouabrattourjel unb ghana müla, b. i. ßuBiltour^el/'*) 

*) ©antor, „SSorlefungen über Oeld^idjte ber SWatl^ematif", l.SSanb. 
(SloIeBroofe, 9[rit^meti! unb Algebra beS ^ral^megu))ta unb fß^ä&caxa. 
öonbon 1817. 



§ 26. Se^riö^e über bai fRtd^ntn mit SBuraetn. 83 

2) Sel^rfft^e übet baS 9ied^nen mit Sßuxaeln. 

§ 25. 

9lad^ § 18 nennt man bcn au8 bcr ©Icid^ung x» =» p 
für X \x6) crgebcnbcn SBcrt, nämlid^ bic Qa^l Yp, eine SBurjel. 
S)eutct man nömlid^ bie {Rabtjierung einer Qa^ Mo§ an, o^ne 
bie Säered^nnng ber ttjirfUd^cn SBurjel auSjufül^ren ober bewerf« 
peißgen ju lönnen, fo nennt man ben Äu8bnicf einen SBurjet« 

augbrucf ober eine SBurjelgrö^e. 2)er Stngbrndf yj ift bal^er 
bie allgemeine gorm einer SBnrjelgrö^e. SBurjeln mit gleid^em 
SBurjelejponenten l^ei^en gleid^artige. SBie bereits bemerft, foH 

bie SBnrjet Yp eine natihrtid^e Qa^ bejeid^nen. S)a man aus 
einer einfad^en allgemeinen Qaf)l p nid^t toie bei beftimmten 
galten bie »irftid^e SBurjet bered^nen lann, fo ift eg nötig, 
bie ©efe^e ju fennen, na^ »etd^en mit ßal^tformen t)on ber 

?[rt Yp gered^net toerben mn% — S)ie Operationen ber erften 
©tnfe fönnen nnr an SBurjeln mit gleid^em Äabifanben unb 
steifem äSurjelej^ponenten t)oQiogen toerben. 

§ 26. Sie ®rttnbgefe^e titet fötttjetn. 

®emä§ ber S)efinition ber SBurjet (§ 18) fagt bie an^ 

ier ©runbgieid^ung «»• = p abgeleitete ©(eid^ung x^Yp 
nichts anbereS, afö ba|: 

S)efinition8f ormel I. y^ == P ; 

benn bie SBurjel p mit ber ßal^I n potenjiert liefert ben 
^abifanben p^: ferner mu§ aud^: 

SJefinitionSformel II. WpY = P 

fein, benn ber SluSbrudf v5 bebeutet biejenige Qafjii, bie burd^ 
^otenjierung mit n bie ^ßotenj p giebt. Slu^ formet II er= 
fliebt fid^ fel^r War, ba§ 5ßotenjieren unb 8flabijieren inöerfe 
Sled^nungSarten finb, bie mit berfelben Qaf)l öoüjogen, fic^ 
jegenfeitig aufgeben. 

6* 



84 (Stfter 9(bf(^nitt. 2)te natütri(!^en 8<i^Ien. 

SBciipicIc: 
'/8ä„ »1/82725 „2^ >/36"» = *^|/36^ = 1/36 = 6. 

in. gortnd: >/a™ = * f'ö™^ = "y'ä^^. 

®efe^ ber aSetikeftanbigfeii einer föttrjel: 2) er 993 er t 
einer SBurjet bleibt ungeänbert, toenn man SSBurjel^ 
ttttb ^PotenjeEponenten mit berfelben Sal^l muttipH jiert 
ober beibe burd^ biejetbe ßal^l biüibiert. 

äöe SBetoeife ffir bie SKd^tigfeit ber gonneln, toeld^e Sel^r^: 
fä^e über SBurselti au^brüdfeti, toerben auf ®runb ber ©efinitioti 
einet SBurjel gefül^rt, man jeigt, ba§ bie 833urjelgrö§e mit bem 
SButjetejponenten potenziert ben Siabilanben giebt. 

Um atfo bie Äid^tigfeit ber gormel III ju beweifen, jeigen 

»it erftenS, ba§ bie SSSurjel Yc^ mit bem SBurjelexponenten 
n • c poteftjiert ben Äabilanben ar""" liefert, (^g ift: 

gemä^ § 17 Selirfa^ 9. SRad^ gormel II fann man für ben 
ÄuSbrud red^tg ben lürjeren {ar^y \t%tn unb biefer ift gemä§ 
§ 17, 8 gleid^ bem Sflabilanben a"»^ — S)ie Siicl^tigfeit beg 
jtoeiten Seile« t)orfte^enben Sel^rfa^eS folgt au8 ber bewiefenen 



fl'C 



gormel y a"» • ^ = ya!^ . 

Se|rfa^: ©leid^ei^ burd^ gleid^e ^c^^Un rabijiert, 
giebt ©leid^e». 

§ 27. 
SBeifpiele: 

yi6T25 = 1/16 . |/25 = 4 . 5; 
1^27^64 = >/27 . >/64 = 3 . 4 . 

I. gotmel: "^al = }/a'}/b, 

1) Sel^rfa^: (Sin ^robuft mirb burd^ eine 3^^^ 
rabijiert, Inbem man jeben S^Itor burd^ bie 3^^^ 
rabijiert unb bie erl^altencn SBurjeln miteinanber 
multipliziert. 






§ 26. 2)ie a^tunbgefe^e übet SBuraeln. § 27. iBe^rfä^e. 85 

SSetDcig. S)ic gormd ift rid^ttg, tocntt (l^-Vft)" bcn 
tRabifonbcn obgicftt. SRad^ § 17 Sel^rfafe 5 ift: 

(>/« • y^)" = (V«)" • (v^)" = «* «<^^ Sormri IL 
SSorftel^cttbc formet lautet rüdtDärt^: 

Sn SBortcn: 

2) Se|rfii^: ©teid^artigeäBurjelgrd^en toerben mit:: 
eitianbcr multipliziert, inbem mau ba^ ?ßrobuft il^rer 
Sftübi^aubeu burd^ oeü SSBurjetejpoueuteu rabijiert. 

' Seifpiele: 

)/l4479 == j/i44: 1/9 == 4; 
V2I6 : 27 = }/2T6 : }/27 = 2. 

IL gormet: >/aT5 = y'ä : >/& . 

3) fie|rfa^: (Siu Duotieut tuirb rabijiert; iubem 
man foiuo^I feineu S)it)ibeuben aU feinen S)it)ifor 
robijiert unb 1)ie erfte SBurjel burd^ bie jtoeite 
biöibiert. 

93ett)eiS. 

nod^ § 17, 7 unb formet IL 

©urd^ Umfel^rung ber formet V ergiebt fid^ ber 

4) Sel^rfii^: (Sleid^artige SBurjetu toerbeu biöibiert, 
inbem man beu Ouotienten beS Siabilaubeu burd^ beu 
gemeiuid^aftlid^en SSBuräetejpouenteu rabijiert. 

Seifpiele: 



-|/64« = 64«'« = 64« ; }/ar' = a^ 

IIL gormet: >/a^ = a"»=«. 

5) Sel^tfa^: (Sine ^ßoteuj toirb rabijiert, iubem mau 
ben ?ßotenjejponeuteu burd^ beu SBurjetejpoueuteu 
biöibiert. 



86 (^fter «[bfd^nitt. ^ie ttatütltd^en gol^Ien. 

S)amit bcr Duoticnt m : n eine notürtid^e ßal^I bejeid^nct^ 
mu§ m ein SBietfad^eS öon w jein. S)ie SRid^tigfeit ber t$ormet 
folgt unmitteftar oui^ gormet IIL 

aSeifpiete: 

V27^-=(^)* = 3«; . >/9^ = (1/9)' = 3^ 

IV. gormel: y^ = (yä) . 

6) fiel^rfa^: (Sine ^otenj toirb rabijiert, inbem moir 
il)re (Srunbsa^t rabijiert unb bie erl^altene SBurjcl 
mit bem ^ßotenäejponenten potenziert. 

2)ie gorntet IV ift rid^tig, toüU 

[(ra)l"=[(v^)T-=«". 

SRüdfroört« geiejen, brüdft gormet IV foIgenbeS ®efe^ oui^r 

7) Sel^rfiii^: @ine SBurjel toirb potenjiert; inbem 
man ben Siabifonben mit bem (Sjponenten potenjicrt 
unb bie erl^attene ^otenj rabijiert. 

aSeifpiel: 

8 — — — — 

yy4Ö96 = >/4Ö96 = 4. 

V. gormel: V}/a = "^'Ya =y]/ä. 

8) Sel^tfa^: (Sine SBurjetgrö^e »irb rabijiert, in- 
bem man ben Stabifanben burd^ baiS ^robuft auS 3<^^l 
unb SBurjeIeEt)onent rabijiert. 

93ett)eig. S)en Slui^brudf ""}/a mit n t)otenjiert, giebtt 

^}/a (gemä§ formet III, § 21). 

S)ie Umtelirung biefer formet brüdt folgenbe SBa^r* 
l^eit au2: 

Sel^tfa^: (Sine 3^^t n)irb burd^ ein $robuft rabt=^ 
jicrt, inbem man fie burd^ bie einjelnen ^altoren ut 
beliebiger Drbnung rabijiert. 



§ 28. S^fttinmenl^ang bei 9ile(!^nttngdt)erfa^rcn. 87 

^ät ba^ Sfled^nen mit SBurjeln ftnb nod^ fotgenbe ber 
©letd^ung: 

(a + 6) . (a — 6) = a« — 6« 

cntjprcd^cnbc gortncln t)on SBid^tigfeit: 

(j/ä + 6) (^a - 6) = a - 6«. 

{y^ + yb){Y^—yF) = a'-b. 

S)ic[e gotmetn tocrbett bcjonbctS attgctocnbct, um SBurjcIn 
an^ bem 2)it)ifor t)on Ouotienten fottjufd^affen; j. 93.: 



Vb + Vc iVb + Vc) (yb-Vc) b — c 

§ 28. Sttfammenl^iiiig ber KedlitttitgSlietfiil^reit. 

3n § 4 ift gejcigt toorben, ba§ bic ©ubtraftion bic Um* 
f cl^rung ober bie Stioerfion bct Äbbition ift. S)ic crftc Operation 
bcr Slritl^metil ^at nur eine inöerfe Sfled^nung^art. 2)ic8 l^at 
feinen ®runb barin ^ ba^ nad^ bem SommutationSgefe^e ber 
Sbbition bie ©ummanben einer ©umme üertaufd^t »erben 
lönnen. 5£>ie britte Sted^nungSart, bie SWuItipüfation, ift il^rem 
Urfprunge nad^ nid^tg anberei^ ate eine t)erffiräte Äbbition. 
@inb nämlid^ in einem befonbern tJaüe bie Seite einer Summe 
flleid^, fo gel^t bie Slbbition in bie äRuUipüIation über. Se^tere 
l^at ebenfall» nur ein umgefel^rte» SRed^nungSöerf al^ren , bie 
3)it)ifton. S)a nämtid^ bie gaftoren eine» 5ßrobuIteg mitein- 
anber üertaufd^t toerbcn bfirfen, fo ffte^en bie beiben Um- 
lel^rungen, n^eld^e bie 9)2utti))U!ation eigentlid^ l^aben mü^te, 
in eine einzige Operation jufammen. S)ie ^otenjierung ift 
il^rem SBefen nad^ ein befonbcrer gatt ber SRuttipUfation. 
SBenn nämlid^ bie gaftdren eine» ^robufte» gleid^ finb, fo 
fann ba8 5ßrobuft fürjer burd^ eine ^otenj bargefteüt »erben. 
S)ie ^otenjred^nung l^at j»ei entgegengefe^te Sfledgnungdarten, 
nämlid^ ba^ SBurgelau^äiel^en (SBurjelred^nung) unb bie Soga- 
ritl^mierung (Sogaritl^menred^nung). 3n ben ©leid^ungcn: 



88 <Srper ^(bfd^mtt. 2)te natütlid^en galten. 

1) 8* = 512 oDgctncin a« = j) • • • I 

lommcn brci ®rö§cn inbetrad^t; toeld^c in einer f otd^cn Sejie^ung 
ju einonber ftel^en, ba§ mit §itfe jtoeier bie britte, unbef annte 
@rö§e etmittett toetben fann. 

83etra(i^tet man in ben ©leid^ungen 1) unb I bie ®xb^m 
512 unb 3; bejU). p unb n aU gegeben^ bie ©runbial^I dS 
gefud^t unb fe^t biejelbe gteid^ x, fo toirb bet SBert ffir 2; 
burd^ bie befannten j^tid^tn auf folgenbe SBeife bejeid^net: 

2) rc = >/5i2 == 8 ; allgemein x = yp' -JI. 

@rfte Umfel^rung: 9u8 bem ^oienih^eri unb bem 
©Eponenten bie ©runbjal^t finben, l^ei^t Sflabijieren 

(§ 18). 

Stimmt man bagegen in ben ©(eid^ungen unter 1) unb I 

512 unb 8, bejtt). p unb a di befannte ©rö^en an, ben 

Sjponenten afö gefud^t unb bejeid^net biejetben mit x, fo 

toirb X burd^ folgenbe ®Ieid^ungen aui^gebrüdt: 

3) X = ®log 512 ; aQgemein x = «bg j) • • III. 

(® riefen: x = a s Sogatitl^muS üon p.) SRun erl^ält bie ?ßotettj, 
512, j), ben Kamen 9lumeru8, unb ben ©jponenten x nennt 
man je^t Sogaritl^mu^; bcr SRame SBafii^ toirb beibel^alten. 

3toeite Umle^rung: 3Ran folt au^ ber 5ßotenj unb 
ber ©runbjal^i ben Sjponenten (Sogatitl^muS) bes 
ted^nen, mit »eld^em man bie SBafiö ^jotenjieren mn^, 
um bie ?ßotenä ju erl^atten. SHefeg Sfled^nungiJüerfal^rett 
l^ei^t Sogaritl^mieren. 

S)er ®runb, toedl^atb bie ^otenjierung jn^ei umgetel^rte 
Operationen l^at, üegt in folgenbem. 3n ber (Sleid^ung 
a» = p ftel^en ©runbjal^I unb ©xponent in »efentlid^ öer^d^ie- 
bener SBejiel^ung jum ^otenjtoert p unb fönnen bal^er im att- 
gemeinen (nur in einjetnen gäHen, j. 83. 2* = 4*) nic^t mit- 
einanber t)ertaufd^t »erben, "gotgtid^ fann bie 83ered^nung ber 
aSafiö unb be§ ©jponenten nid^t auf biefetbe SEBeife öott- 
jogen toerben, ba^ ^ßotenjieren mu^ jtoei umgef eierte Sied^nungiJ' 
t)erfal^ren l^aben. 



§ 28. Sufammenl^ang bet 9ie(!^nttn9i}t)etfal^xen. 89 

Die ficbctt ©runbrcd^nungSartcn bet Ätitl^metif lann man 
in jtoei ©ritppen bringen, in birelte unb in inbirelte. S)trclte 
Operationen ftnb Slbbition, SRuItipIilation unb ^otensierung, 
bie übrigen l^ei^en inbirelte. S)ie SBejiel^ung biefer 3^^^^' 
Derinfipfungen gel^t aus fotgenber öi^f^^^^^Jifteöttng l^ertjor: 



©irelte Operationen: 


Snbirefte: 


a + 6 = c. 


a^^ c — b. 


a • 6 = c. 


a = c : 6. 


a* s= c. 


6.- 

a = yc. 




b = •log c. 



®urci^ bie bircften SRed^nungSöerfal^ren toerben ßal^ten 
jufammengefelt, burd^ bie inbireften bagcgen jergliebett, 
»egl^alb bie erfteren aud^ tl^etifd^e, bie anbern I^tifc^e 
Operationen genannt »erben, ©ne Operation, wetd^e aug 
einer anbern l^eroorgel^t, [tel^t l^infid^tKd^ beiS 9iange8 um eine 
@tufe l^öl^er aU bie urfprünglid^e Sted^nungiSart. Da bie 
attultiptifation au« ber «bbition entfte^t (§ 7), fo gehört 
erftere ber jtoeiten ©tufe an, unb »eil baS ^otenjieren 
eigentüd^ ein öerfürjteS SRuItipÜjieren ift, fo ift bie 5ßotenjie- 
rung eine Operation ber brüten ©tufe. gebe birefte Operation 
mit il^ren jugel^örigen umgefel^rten Sied^nungSarten nennt man 
jJifammen „Operationen einer ©tufe", /, gteid^ftufige Opera- 
tionen" ober „Sied^nunggatten gleid^en JRangeS". Die in biefem 
Äbfd^nitt belianbeften SSerbinbungen ber natttrUd^en S^^^Ien 
toerben aud^ einbeut ige SSerInttpfungen genannt, toeit fie 
ftets nur ein Stefuttat für bie SRed^nung liefern.*) 

Der Sufammen^ang unb bie S3ejie]^ung ber belianbeften 
®tunbred^nungSarten ber Äritl^metif ju einanber gel^t aud^ au8 
folgenben ©ä|en ]^ert)or: 

Die Sbbition ift §injufügen gleichartiger (benannter ober 
Uttbenannter) ©inl^eiten. 



*) ^a in biefem 9[b{(!^nitt nur natüttid^e 8<tl^l(en inhttta^t 
fcmmen, fo ift V^ borläufig ein beut ig. 



S)ai$ ©ttbtral^ieren beftel^t im SBegnel^men gleid^artiger 
(2Knl^eitett. 

äRuIiipttlation ift Sbbieten gletd^er QoijUm (©ummottben). 

S)ie S)it)ifion ift ©uBtraJ^icrcn glcid^cr Saf)Un (©uStra^ 
J^enben). 

S)ai^ potenzieren befielet in ber äRuttiptifation gletd^er 
Saluten (gaf toten) miteinanber. a • a • a = a*. 

S)a3 SBurjelaui^jiel^en ift SJiüifion burd^ gleid^e ßal^Icn^ 
j. 35.: j/o* =:: a* : a ^= a. 



SöJeiter Stbfc^nitt. 

§ 29. »otkegtiffe. 

S)ie ©tredfc OB fotin man \\ä) auf jtocifad^c SBeije tnU 
ftanben öorftcöen, erftcni^ baburd^, ba§ fid^ ber ^uitft mä) 
B betoegt unb jtocitciig baburd^; ba§ 5ßuTtft B bcn SBcg üon 
-B nad^ burd^Iäuft. 2)ic Slid^tung OJB ift bcr Sflid^tung BO 
entgcgcngefefet. 

Ä\ + \B 

-^ »-^ + 



aSerWtigcrt man bic ©tredfc OJB über 0, \o ift bic neue 
©trcdEc OA offenbar baburd^ entftanben, ba§ ber erjeugenbe 
Sßunft \x(S) in einer SRid^tung betoegt f)at, bie feiner urf^jrüng^ 
fidlen gortbetoegung t)on big -B entgegengefe|t ift SBäI)ft 
man äI8 Slnfanggpunft beiber ©treden, fo ift flar, ba§ aöe 
?ßunfte üon OJ. ber Sage nad^ entgegengefe^t finb ben 
fünften, bie red^ts t)on auf OB liegen. SBeifpiele über 
entgegengefefete Äid^tungen liefern bie ^immel^gegenben. Steifen 
pti 5ßerfonen, A unb B, t)on bemfelben Drte auf ber ®rbe 
ob, bie eine, A, nai) Slorben unb bie anbere, B, uai) ©üben, 
|o finb bie Süd^tungen il)rer SBege einanber entgegengefefet. S)en 
®cgenfa| biefer JRid^tungen fteüt man bnxä) bie Qti6)tn + 
unb - bar. 3ft A j. 93. 10 aWeilen nörblid^ unb B 6 aßeilen 
jilbUd^ t)on Äötn entfernt, unb fe^t man bie 3iid^tung nad^ 
9lorben afe bie pofitiöe feft, fo bejeid^net man bie ©ntfernungen 
Beiber ^erfonen t)on Äöln burd^ + 10 SReilen unb — 6 a^eilen. 




92 ' Sn'eiter ^bfd^nitt. Slegatiüe Saluten. 

Die ©ntftel^ung eitici^ SBinIcfö AOB fann man fid^ fo 
t)orftcIIeti, bo§ bcr ©dientet OA ^xi^ bis in bic Sage bcg fcftcn 
©d^enlcl» OB betocgt, ober aui), ba§ ber leitete fid^ um 
gifl. 17. 7? ^^^^^t ^i^ w itt bie Sage öon 0-4 ßetangt 

Offenbar finb beibe S)rel^un8cn bem ©inne 
nad^ entgegengeje|t. SRennt man bie 
Drehung im ©inne beS UtirjeigerS bie 
pofitiüe unb bejeid^net fie mit +, fo mu| 
man ber entgegengefe^ten S)rel^ung bie ©ejeid^nung ^^negotiö" 
beilegen unb fie \>uxä) baS ^tii^tn — barfteUcn. 

©ntgegengefefete ©rö^en. S)ie benannte ^ä\)\ „10 JC*^ 
ift ein abfo tuter ©rö^enbegriff ; ,,10 Ji Vermögen" unb 
„10 J( ©d^ulben" finb relatiöe (bejügtid^e) ©rö^enbcgriffe. 
3Kan nennt bie ©röfeenbegriffe ,, Vermögen" unb „©d^ulben" 
in SBejiel^ung aufeinanber entgegengefefete ©röfeen. 

ßur ®rjeugung einei^ beutüd^en Segriffeg üon ben ent^ 
gegengefefetcn ©rö^en bienen befonberS bie Gräfte. ^ S93irft auf 
einen Äörper üon ber einen ©eite eine Sraft öon 10 kg, unb 
gleid^jeitig eine eben fo gro^e ^aft öon ber entgegengefe^ten 
©eite, fo bleibt ber Äörper in Siul^e. Slennen mx bic eine 
Äraft bie ^jofitiöe unb bejeid^nen fie mit + 10 kg, fo ift bic 
anbere firaft bie negative unb wir fteQen fie burd^ — 10 kg 
bar. — ?lud^ bie SBirlungen ber beiben magnetifd^en Gräfte, 
be§ 9lorb= unb beg ©übmagnetiSmui^, finb einanber entgegen- 
gcfefet. SBcnn man bem SRorbpoI eines äWagnetftabeS/ bcr ein 
©ifenftüdt trägt, t)on bcr nämKd^cn ©eite ben ©übpol eines 
anbern aWagnetS t)on gteid^er ©tärfe näl^ert, fo fällt baS (Sifen^ 
ftüdE jur (£rbe. (Steid^ftarfe cntgegengcfefete äKognetiSmcn lieben 
fid^ bei ifirer ^Bereinigung ganj auf, fie oemid^tcn fid^ gegen* 
feitig. (Srö^cn, bie bei il^rer Bereinigung fid^ enttoeber 
ganj ober jum 2;eil aufl^eben, fid^ gegenfeitig gang 
ober jum 2;eit öernid^ten, l^eifeen cntgegcngefe|te 
®rö§en. — Qu ben Unteren gcliören: ©etoinn unb SScrIuft; 
gortfd^ritt unb SRüdfd^ritt; §ebung unb ©enfung; a5efd^teuni== 
gung unb SSer jögerung ; Änjiel^ung unb Äbfto^ung; ©innal^mc 
unb SluSgabe. 
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§ 30. Sie KuV. 

2)er Segriff ber ©ubtraftion unb bie Sel^rjä^e über bie 
S)ifferenj a — 6 ftnb urfprüngtid^ unter ber SSorauSfe^ung 
aufgeftfUt toorben, bafe ber 9Rinuenb größer als ber 
©ubtral^enb ift; benn nur in biejem gaQe ift ber Sieft eine 
tDirHid^e, natürtid^e ß^^I. SBenn j. 83. a «== 15, b — 10, fo 
ift a — 6 = 5. ©inb in einem befonbern gaUe äRinuenb unb 
©ubtra^enb einanber gleid^, »irb j. 93. 6 = a gefegt, f o entfielt 
bie S)ifferenj a — a. 3fü^rt man in te^terer bie ©ubtrahion 
ottS, fo bleiben feine Sinl^eiten übrig. 3Ran fteQt baS ©rgebniS 
biefer ©ubtraftion burd^ bag 3^^^^^^ ^ö^/ tnetd^eg „SRuH" 
auSgef^jrod^en toirb. SRuII ift baS (SrgebniS einer ©üb- 
tra!tion, bei toetd^er äRinuenb unb ©ubtral^enb ein- 
anber gteid^ finb. 

SBenn tm bie aritl^metifd^e Slufgabe 5 — 5 an unferer 
grapl^ifd^en 3)arfteQung ber natürlid^en ß^^tenrei^e töfen, fo 
muffen toir t)on bem bie 3^^t 5 üorfteöenbcn 5ßunft au§ um 
5 ©d^ritte rüdn)ärts gelten. Wtan gelangt alsbann an ben 
Änfanggpunit ber ®eraben, ber bie 3^^^ öetfinnlid^i 

§ 31. ßntftel^ttitg ber negaüüen 8^^Un, geometrifd| 

Hetanf^i^ttn^i. 

®ie Söfung ber Aufgabe 5 — 6 an unferm 3^^I^^^itbe 
(§ 1) öertangt, ba§ man t)om fünften ^unlt ber ©eraben au* 
um 6 ©d^ritte (5ßunfte) rüdCtt)ärt8f^reite. 3unöd^ft ift bie» 
nur um 5 ©d^ritte mögtid^, nämlid^ bi* jum SRuQpunIt. 93on 
Ie|terem muffen tt)ir nun nod^ einen ©d^ritt nad^ ünl* gelten- 
Um bie* toirHid^ auSfül^ren ju fönnen, ift e* nötig, t)on 9iuII 
ou* einen ^unlt in berfetben SRid^tung mit ben übrigen fünften 
ber 3ö^Ienrei^e unb in gteid^em ?lbftanbe mit benfetben einen 
neuen ^ßunlt ju fe|en. Slunmel^r finb tnir imftanbe, bie t)0X' 
Kegenbe Slufgabe ju löfen. 2)er neue 5ßunft öeranfd^aulid^t 
burd^ feine (Entfernung öom Änfangspunft offenbar bie 3^^^ 1. 
S)a aber nad^ ben ©rtäuterungen unter 1 bie Sage be* t)inju- 
gefügten fünfte* ber Sage aller ^ßunfte red^t* öon 9iutt ent:= 
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gegen gefegt ift, utib bie beibeit, bie ßal^t 1 üerfinnlici^enben 
?ßunfte teid^t miteinanber üertoeci^felt toerben lönnten, fo ift eiJ 
nottoenbig, bie SSerfd^iebenl^eit ber Sage beiber 5ßun!te au^erttd^ 
ju lennseid^tten. S)iei^ gef(^iel^t na6i § 29 baburd^, ba^ toir ber 
natürlichen j^a^l 1 baS Seiten + unb ber Knfö öofl 9iutt 
ftel^enben 1 baS 3^^^^^ — t)orfefeen. 3Rit §itfe beg neuen 
^d^Ijeici^eniJ — 1 lönnen toir nun bie Söfung öortiegcnber 
?lufgabe barfteöen, e8 ift 5 — 6 = — 1 . 3)ag neu entftanbene 
3at)Ijei(i^en — 1 nennen »ir eine negatit)e Qaf)t unb bie 
frühere natürlid^e QafjH 1, weld^e bag SBorjeid^en + i^'&Qit 
l^ei^t nun eine pofitiüe Qaf)t §ei§t bie Aufgabe 5 — 7, fo 
muffen toir jur SluSfül^rung ber Söfung an unfercm Qaf^Un- 
bilbe Knl8 no(i^ einen ^ßunft l^injufefeen, ber benfelben %ox^ 
berungen entfprid^t, wie bie übrigen fünfte. Äonfequent ber 
eingefül^rten Sejeid^nung toirb biefent ^unlt bie 3^^! — 2 
jugeorbnet, unb im ©egenfa^e l^ierju gel^t bie natürtid^e QaijH 2 
in bie ^jofitiöe + 2 über. @S ift alfo 5 — 7 = — 2. 

Statt öon ber natürlid^en 3<^^t 5 ^^^ ^^ 6/ 7 ©inl^eiten 
Tüdtoärtö JU fd^reitcn, fönnte aud^ t)erlangt toerben, 8, 9, 10, 
100, überhaupt eine fel)r gro^e Qo^l t)on 5 abjujie^en. Um 
oQe biefe Aufgaben bitblid^ löfen ju fönnen, ift eg Sebürfni^, 
aud^ linte t)on SiuQ eine unbegrcnjte Slnja^t t)on $ßunften in 
berfelben ®eraben liegenb, ju fefeen, bejtt). fid^ öorjufteöen, 
unb benfelben bie entfpred^enben negotiüen Qaf)Un jujuorbnen. 
©amtliche 3<i^ten ber natürlid^en 3^^tenrei]^e erl^atten bag 
SSorjeid^en + unb fie ge^en in ))ofitit)e Qaf^Un über. SBir 
erl^alten at^bann folgenbe Stbbilbung ber S<^^m. 

-OO +CX) 

-7,-6,-6,-4,-3,-2,-1, 0, +l, + 2, +8,+4, +5, +6, + 7, + 8, +9, 

S5iefe ©arfteöung l^at Ä^nlid^Icit mit ber ©fala eines 
3;]^ermometerg. 

§ 32. Kein ariil^meiifdle Verleitung bet negatinen 3^1^^* 

Sft bie Aufgabe 5 — 8 gegeben, fo formen toir biefelbe 
mittete bei8 Sel^rfa|eS über bie SBertbeftänbigfeit ber S)ifferenj 
fo um: (5 - 5) - (8 — 5). mm ift 5 - 5 = unb 8 — 5 
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« 3; folglid^ 5 — 8 = — 3. 3nbem wir alfo bie 3a]^I 8 
öott 5 fttbtrol^icren, crl^alten wir eine ©ifferetij, beten SWinucnb 
9lun unb beten ©uBttal^enb eine natätlid^e ßal^l ift. Sßenn 
in bet aUgemeinett S)iffetenj a — 6 bct ©uBttal^enb grölet 
aU bcttflRinuenb ift, alfo ettoa 6 «= a + n, fo ip 

JHffetcnjen öon bct gotm — w nennt man negative j^a^m. 
2)a aCe ßa^^tcn biefct Ätt benfelben SWinuenben, SRuQ, l^aben, 
fid| olfo nut butd^ il^ten ©ubttal^enben untetfd^eiben, fo lä^t 
man in ber Sftegel bcn SBinucnben fort unb fd^teibt nut ben 
©ubttol^cnbcn mit bem SSotjeid^en — . (Sine negatiöe galil 
ift bag Ergebnis einet ©ubttaltton, bei »cld^et bct 
©ubttal^cnb gtö^et al8 bet SRinucnb ift. 

Sie allgemeine Ätitl^mctil jicl^t olfo gtö^ete ßal^Ien öon 
fiemcren ab, unb c^ tritt babutd^ bie SRottoenbigleit ein, 
bas QaijUtnQebkt übet bie utjptttnglid^e ®tcnje, 9lnü, l^inau« 
um eine uncnblic^e 8tei^c öon (Sinl^eiten ju ctttJcitctn. S)a 
übet biefe ßal^tentcil^e unb bie utjptünglid^c mit fRücIficI^t auf 
i^ren gemcinfd^aftüd^cn Ausgang«- unb 3Ritte^)unIt — bie 
KuU — unb intern ßl^ataltet nad^ im ®cgenfa^ ju cinanbct 
ftel^en, fo nennt man nunmel^t unfcte natütttd^e 3^^I^t^^^i^^ 
bie pofitiöe unb bie neu ettiattene bie ncgatiöe ßal^Ienteil^e. 
S)ic negatit)en QaifUn finb aui^ bet negativen ©inl^eit ge- 
bübet, fo ift j. 83. (— 3) = (—!) + (- 1) + (- 1). S)a= 
gegen befte^t bie pofitiöe ßa^t au8 pofitiöen ffiinl^eitcn; 
e« ift J. 85. (+ 3) = (+!) + (+ 1) + (+ 1). S)utc^ ba« 
©cbiet bet ncgatit)cn ß^^tenteil^e wirb atfo bie ®tcnje, toetd^c 
bie natörlid^c Qayitnxdi)t na6) bet einen ©eitc butd^ bie SRutt 
^atte, befeitigt. S)ie SRutt bilbet, toie beteit» gcfagt, bcn 8lu8^ 
gangS:= unb SRittelpunlt beibct ßal^Iengcbiete, in i^t öetfd^toinbet 
jebet 3^^I^tiuntetfd^ieb, Slutt lann \t>\Doi)l pofitiü alg ncgatiü 
genommen n^etben, cS ift + = — 0. Äug bet (Sntftel^ung 
bet negativen 8<^^tßw ctgtcbt fid^, ba| biefelben, abfolut bettad^tet, 
jämtlid^ öeinet afe SRuU finb. ©agcgen finb bie pofitiöen 3^^tcn 
gtö^ct aU SRutt unb folglid^ aud^ gtö|et afö icbe negative ßal^I. 
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6inc 3^^^ ^^^ pofittoctt SRcil^e ift um fo größer, je weiter fie 
im gol^Ienbilbe öon entfernt ift. hingegen ift eine Qoiß, auf 
ber negativen ^älfte ber ©eroben nm fo grö|er, je näl^er fie 
bem SRuQpunfte liegt. SJon jwei negativen ^ai)kn ift alfa 
bicjenige bie größere, bie im ßal^Ienbilbc ben geringÄen W>^ 
ftanb öon SRuQ ^ot. ®o ift j. 83. (— 1) größer alg (- 12)- 
Dl^ne SSejiel^ung auf bie öcrfinnlid^te gal^Icnreil^e brürft man 
bicfe SBal^rtieiten t)äufig allgemein fo au^: 3rgenb eine 3^^! 
ber allgemeinen (erweiterten) 3^^I^ttteil^c l^ei|t größer 
als eine anbere, menn man ju Ie|terer eine iiofitiiie 
3ci]^l abbieren mn^, um bie erftere ju erl^alten. 

ÄuS ber bilbttd^en S)arfteQung ift erfid^tüd^, ba| man 
nid^t b(o| t)on ber 9^uQ, fonbern überl^aupt t)on jeber 3^^^ 
aus bur^ SSorwärtS- bejw. burd^ SlädhoärtSfcl^reiten in baS 
entgegengefe^te 3ct^Iengebiet gelangen lann. ^uS biefem @runbe 
bejeid^net man beibe Qai)Unxtifitn mit bem gemeinfd^aftüd^en 
Siamen relatiöe (begüglid^e) Sa\)iin, unb nennt im ®egenfa^ 
l^ierju bie urfprüngUd^e, natürtid^c 3^^^^^^^^^^^^ ^^^ ^^ tt)ir 
ausgingen, bie abfolute 3^^^^^^^^^^« S)a bie pofitiöen unb 
negativen Qa\)Un ®egenftanb ber Algebra finb, fo l^eifeen fie 
aud^ algebraifd^e Qai)Un, Unb weil biefelben i^rem SSegriffe 
nad^ im SSerl^äftniffe beS @egenfa|eS ju einanber ftel^en, fo 
nennt man fie aud^ entgegengefe|te S^l^Igrö^en. Qm Se« 
jeid^nung berfelben bienen, wie belannt, bie DpcrationSjeid^en 
+ unb — . Äe^tere ^eifeen aber, wenn fie jur S5ejei(^nung 
ber Slrt (Dualität) ber 3^^^ öerwenbet werben, ÜuatitätS^ ober 
SSorjeid^cn. 3^^^ ^^^ SSorgeid^en werben l^öufig eingeHammert, 
um bie Art ber 3^^^ beutlid^ l^eröorjutieben. 3^^^^^ ^i* 
gtcid^en SSorgeid^en l^eifeen gleid^artige Qaf^Un. 2)en nega^ 
tiüen 3ö^Ien fe^t man baS SRinuSjeid^en öor, weil bie ©üb- 
traltion jur entftel)ung berfelben gefül^rt l^at; baS SSorjeid^en 
ber pofitiöen 3ö^^ßJi ^^^^ bogegen wegbleiben. 

SBie bereits erwähnt worbcn ift, erftredtte fid^ ber urfprüng=^ 
tid^e ©ubtraftionSbegriff nur auf fold^e S)iff erenjen , bereu 
äÄinuenb größer als ber ©ubtra^enb ift. S)ie allgemeine 
©ifferenj a — h l^atte nur für ben gaQ eine SBebeutung, bajj 
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a größer ate b war. Sie Änwenbimg ber SBud^ftaben ate 
angcmeittct Qai)iidä)tn, ia^ SSebfirfnig, bie arit^metifd^en 
©efe^e aQgetnctn angutoenben, forbette notoenbtg bie Se« 
feittgung jenet ©infd^rönlung a>b, öerlangte eine (Erweiterung 
be2 ^UnhtQXxfii , unb fütirte jur ©infül^rung ber SRuQ unb 
ber negatioen ßal^Ien in bie Slritl^metil. 2)ie{e unterwirft biefe 
neuen 3<^^tjeici^en benfelben ©efefeen, bie für bie natürüd^en 
(abfoluten) Qaf)Un gelten, unb nennt erftcrc begtialb aud^ 
fd^Ied^tweg „QafjHtn*\ Unb wie man urfprünglid^ unter ber 
S)ifferenj a — 6 bie 3^^^ öerftel^t, bie gu 6 abbicrt, a giebt, 
\o 1i)at man bie ßö^^enöerbinbung 6 — 10 fo ju beuten, baß 
man für (6 - 10) + 10 bie 3a^l 6 fe^cn wiD. 

3n ber attgemeinen S)ifferenj a — 6 finb mitl^in brei 
öefonbere ßal^Iformen enttialten: 1) bie pofitiöe Qaf^l, wenn 
u größer atg b ift; 2) bie 3luU, Wenn 6 = a unb 3) bie 
negatiöc ßal^I, faUg a Heiner al2 b ift. S)ie allgemeine 
®ifferen5 a — 6 l^at alfo nad^ Äenntni« ber JRuII unb ber 
negativen 3<^t)Ien in aöen gäQen eine Sebeutung. 

6in allgemeines 3ttt)Ijeid^en lann an unb für fid^, 
ol^nc aSorjeid^en, jebe 3^^! ber relativen Qo:f)Unxtif)t 
bejeid^nen. 2n ben ©leid^ungen: 

1) a; + 2 = 10; 2) ;r + 18 = 10 

l^at ba§ Qtiäjtn x bie SBerte: 

1) a; = + 8 unb 2) x = (—8). 

3)a nun ba^ SSorjeid^en + öor einer 3ö^ls^öße bebeutet, ba| 
biejelbe im urfprünglid^en ober birelten ©inne gefegt werben 
foQ, baS 3^^^^ — bagegen auSbrüdEt, baß bie mit it)r be^ 
haftete Qai)i in entgegengefe^tem ©inne aufjufaffen ift, fo 
muß fonfequent biefer SBcgeid^nung, wenn: 

1) x = (+8) ift, 

flu6) + a; = + (+ 8) unb — a; = — (+ 8) 

unb faß» 2) ;r « (- 8) ift, 

aud^ + a; = + (— ^ 8) unb — x= -— (— 8) fein. 

®a nun aber +^ itnb — a; in iebem %a\it einanber ent» 

©d^üllet, arit^metit. 7 
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gegengefe^te ®¥ö|en barfteOett, fo ergeben ftd^ l^ietauS foU 
genbe Sejiel^ungen: 

1) +(+8) = + 8 unb —(+8) 8; 

2) +(— 8) = — 8 unb —(—8) = + 8^ 

§ 33. UmoeiibttiiB bet algebraif^len Saljibii. 

®tb^m an fic^, j. 93. ©treden, fönnen Hiebet pofiti)) nod^ 
negatit) fein, ©oroofjil bie ppfitit)en atö bte negati))en 3^^^^^ 
lommen für \iä) aUein nid^t öor. 93eibe Arten öon ßal^len 
finb öielmel^r nur in ©ejiel^ung aufeinanbet benfbat. 
2)ieS liegt int SBefen ber entgegengefe|ten Qoiifkn. Sdgebroifd^ 
dal^Ien fönnen nur ba inbetrad^t fommen, tt)o ni(^t fftr fid^ 
benttore S)inge, fonbern bie Sejiel^ung berfetten ju eincmber 
baS ©ejä^Ite finb^ ,,n)p ba^ ©ejäpe ein (Sntgegengefe^tei^ 
f)at, baS mit i^m t)ereinigt gebadet, ber SSernid^tung gteid^' 
lontmt" (®att§), olfo aud^ bei ben entgegengefefeten ©röfeeti 
(@ie^e @. 91.) Da^er bejei^nen tüir j. ». 15 ®rab SBärme 
on ber ©fala öon Reaumur mit + 15® R unb 6 ®rab Mte 
burc^ — 6® R. gttjei Sräf te, bie in entgegengef e|ten SRid^tungcti 
auf einen Äörper mit ben 3ntenfitäten w^ unb w^ nnrfeti, 
fteHen tpir burd^ + w^ unb — w^ bar. — Siegt ein Ort A 
25 SÄeiten nörblid^, ein anberer 10 SWciten ffiblid^ üon fiöln 
unb wir bejeid^nen bie ©ntfernung be8 Drte^ A tjon Söln 
burc^ + 25 SBeiten, fo muffen tt)ir mit atücffic^t auf ben 
©egenfat ber Sagen ben Stbftanb bei^ Drte« B öon Äöht burd^ 
,,— 10 SReiten" auSbrfidEen. S)ie d^riftlid^e 2^titttä)nunQ be- 
ginnt mit (S^rifti ©eburt. S)ie Qtitt&nmt öor unb bie QdU 
räume nad^ biefem ÄnfangSpunft wad^fen in ent gegen :» 
gefegtem ©inne. S)al^er fann man mit 9iüdEftd^t auf biefen 
gemeinfd^aftlid^en ÄnfangSpunIt bie Qaf)l ber 3al^re nad^ 
Sl^riftug mit + unb bie Qa^ ber Satire öor ©l^riftu» mit 
— bejeid^nen. 
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9it ft^B (Sxmihxtipmnstn mit algebraifi^ett Mlflm. 

§ 34. Hbbition in glei^lntt Sinne: bie Snmniantien finb 

gleidiartige Snl^len. 

a) ®tc ?lbbitiott fonn in glcid^em unb in entgegen^ 
gefegtem ©inne auSgcffil^rt »erben. ©oH baS Äbbieren in 
bemfelbcn ©inne gefc^el^cn, fo l^aben bie ©umnionben gleid^c 
SJorjeid^en, im anbem goße jtnb bie ©otjeid^en öerfd^ieben. 

Steift A öon Äöln anS jnerft 6 SReilen nnb t)ietQuf 
4 SKeilcn in nörblid^et 8flicl^tnng, \ü ift et 10 SWeilen nörblid^ 
t)on Äöln entfernt ©el^en xdvc bie SRid^tnng na6) Sterben als 
bie pofitiüe an, fo fteDen ttnr baS 6rgebni8 auf folgettbe SSSeife 
bar: (+ 6) + (+ 4) = (+ 10). 

S)ie aritJ^metifd^e Slufgabe (+ 12) + (+ 8) auf unfer Sal^Ien^ 
bilb übertragen, l^at folgenben ©iun: äRan foQ öon bem 5ßunlt 
aus, ber bie ^af)l + 12 öerfinnlic^t, um 8 ©trerfen (^ßunfte) 
im ^jofitiöen ©inne fortfd^reiten. ffiir gelangen atebann an 
ben bie 3^^! + 20 batfteßenben 5ßunlt ber ©eraben; mitt)in 
ift: (+ 12) + (+ 8) = (+ 20). 

3n attgemeiuen Qaf)Un: 

(+«) + (+ 6) = + (« + &). 
SBenn B tjon Sötn auS juerft 5 2ReiIen unb bann nod^ 
7 SKeilen in fübUc^et Slic^tung reift, fo befinbet er fid^ 
12 aWeiten fübtic^ üon Äöln. Sejeid^nen »ir bie Siic^tung 
öon Äötn nad^ ©üben mit — , fo ift: 

(-5) + (-7) = (-12). 

Söfen wir bie Aufgabe (—8) + (—6) mit $itfe unferS 
3a]^lenbilbe2, fo muffen toir öom ad^ten ^ßunlt auf ber nega- 
tiven ^älfte ber ©eraben auS um 6 Sängen im negativen 
©inne fortfd^reiten. S)a Wir an ben ^ßunlt geCangen, ber bie 
3a^I — 14 öerfinnlid^t, fo ift: 

(-*&M-(-6) = (-14). 
&tf^t man von 9lvSi aus auf htm negativen Steile jnerft um 

7* 



100 d»'eiter «(bfd^ttttt. 9legattt)e gal^Ien. 

a unb J^icrauf um 6 ©trcdcn (fünfte) toeitcr, fo l^at man ftc^ 
um a + & ©tredeu öom SRuttpunftc entfernt. S)a bie Sangen 
linte öon SluQ mit bem SJorjetc^en — üerfel^en werben muffen, 

8el|tfa^: (Sleid^artige S^^^^I^i^ n)erben abbiert, in« 
bem man il^re abfoluten ^^a^Unxotxtt abbiert unb ber 
erl^altencn ©ummc ba8 SSorjcic^en ber ©ummanben 
giebt. 

Slu^ bcn erläuterten Seifpielen ergiebt fid^: ©inb bie ju 
abbierenben 3^^^^ gleii^artig, fo mu§ man Bei ber bilblic^en 
Söfung t)on bem ben erften ©ummanben barfteQenben $unft 
oug in berfelben SRid^tung f ortf d^reiten , bie eingefd^tagen 
»erben mufe, um öon SRuD aug an ben betreff enben 5ßunlt ju 
gelangen. ?[uf ber pofitiöen ^ölfte ber ®eraben gefd^iel^t 
alfo (in öorliegenbem gaDc) ba8 gortfc^reiten in ber SRid^tung 
öon nad^ + ^ ^^^ ^^\ ^^ negativen ^älfte in ber 
8tid^tung öon nad^ — oo 

§ 35. tlbbition in etttgegengefe^tem Sinne: bie Snmmanbeit 

Italien entgegengefe^te ßotjei^len. 

9ieift A öon SBertin au8 12 SBeilen in nörblid^er unb 
l^ierauf 8 SBeilen in entgegengefefeter iftid^tung, fo befinbet er 
fi(^ 4 äReilen nörblii^ öon Serlin. 3n ^txi^tn: 

(+ 12) + (- 8) = + 4. 
S)ie aufgäbe (+ 6) + (- 15) auf unfer Sa^Ienbilb über* 
tragen, bebeutet: ©d^reite öon SRutt au8 auf ber pofitiüen 
^älfte ber (Seraben um 6 5ßunlte öorwärt^ unb barauf üon 
bem ßiele aus um 15 5ßunfte in entgegengefefeter Sftid^tung. 
S)a man fid^ nun 9 ©d^ritte öon SRuß entfernt auf ber nega* 
tiüen ^älfte befinbet, fo ift: 

(+6) + (-15) = (-9). 
ffirtäuterung ber Slufgabe (— 6) + (+ 15): ©d^reitet man 
öon SRutt aus auf ber negativen $älfte um 6 Sängen t)or== 
toärt« unb öon bem ertialtencn 5ßunlt au« in entgegen* 
gefegtem ©inne um 15 Sängen toeiteif, fo ift man 9 Sängen 
red^tS öom SlnfangSpunlt entfernt 
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3n aQflcmcinctt 3^t)Icn: 

(+ «) + ( — b) = + (a — 6), tPCnn a > 6. 
(+ a) + (— 6) = — (6 — a), »ctitt 6 > a. 

8el|t{a|: ^IgeBraifc^e 3^^^^^^ ^^t entgegengefe^ten 
SSorjetd^ctt werben abbiert, inbem man bie Heinere 
t)on ber größeren 3^^t fnbtral^iert nnb bem ertiattenen 
SReft bag SSorjeid^en ber größeren 3^^^ giebt. 

Äui^ htn gelöften SBetfpielen folgt: $aben bie ju abbierenben 
Sal^Ien entgegengefe^te SSorjetd^en, fo mui man bei ber 
Söfung am ßol^Ienbilbe öon bem ben erften @ummonben öer* 
anfd^anUd^enben $unlt an^ in entgegengej[e|ter SRid^tung^ 
alfo nad^ bem SluIIpunlte l^in, fortfd^reiten. 

S5ei ber' praltifd^en ^Bereinigung unglcid^artigcr ßal^Ien 
toenbet man jtoedmälig ba^ jogenannte ^^^rgänjen^' an. 

b) An ©teile ber öorl^ergel^enben Sel^anblnng lann aud^ 
bie folgenbe treten. 3)ie Slbbition fann im pofitiöen nnb im 
negatiüen ©inne tJoUjogen werben. S)en pojttiöen ©fiaralter 
ber ?lbbition jeigt man burc^ SSorfefeen be« Qtxci)tn8 + t)or 
bie ju abbierenbe 3^^! an, toäl^renb bag Slbbieren im entgegen* 
gefeiten ©inne burd^ SSorfe^en bt^ Sdä^^n^ — wx ben jweiten 
©ummanben bejeic^net wirb. 

1) Slbbition in pofitiöem ©inne: «) beibe ©um* 
manben finb pofititj, j. ». (+i5) + (+7); ß) ber erfte 
©ummanb ift negatiö, ber jU abbierenbe pofitiö, j. 83. 
(- 15) + (+ 7). ertöuterung ber Aufgabe (+ 15) + (+ 7) 
am Qai)UnUlbe: ©d^reite öon bem bie 3^^^^ (+ 15) öor* 
fteöenben ^ßunlt an^ um 7 ©tredten im pofitiöen ©inne weiter. 
a)ie Slufgabe (— 15) + (+ 7) bebeutet: @cl^e öon bem 5ßunfte, 
ber bie Qo:f)l — 15 öerfinnlid^t, auS 7 ©d^ritte im pofitiöen 
©inne weiter. 

2) Slbbition im negativen ©inne: a) ber zweite 
©ummanb ift negatiü, j. 85. (+ 12) + (- 6); ß) beibe 
©ummanben finb negatiö, j. 83. (—12) + (—6). S)ie 
erfte Aufgabe bebeutet: 3Ran fott öon bem bie 3at)l (+ 12) 
öorfteHenben 5ßun!t au8 6 Sängen im negativen ©inne fort- 
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fc^rcitcn. S)ie Bilblid^e Sluflöfung ber jwclten Aufgabe öer= 
langt, ba| man öon bem ^ßunft aus, xotÜSjtm bic 3^^! (— 12) 
jugeorbnet tft, 6 ©d^ritte im negativen ©tnne tocttcrfd^reitc. 

6S lä^t fid^ leidet uad^wcifcn, ba§ mon ftet« bicfelbe Stnt* 
tport erl^äft, toenn man bie beiben ©ummanben üertaufd^t S)aS 
©runbgefe^ für bie Äbbition ber natürlid^en ßal^Ien 
ift alfo auä) für algebraische 3^^^^^ gültig. 

3)a8 Slbbieren algebraifi^cr S^^ten nennt man atgc* 
braifd^e Slbbition- Slug bem legten Sc^rfa^c ergicbt fid^ ein 
»efentlid^er Unterfd^ieb beS ÄbbierenS entgcgengejefeter alge:= 
braifd^er 3^^^^^ ^^^ ^^ Slbbition ber notürlid^en QdS)Un 
(§ 2). f5ür bag Äbbieren ungleid^artiger algebroifd^er 3^^^^^ 
finb bie im erften Slbfd^nitt § 2 gegebenen ©rllärungen ber 
Slbbition nid^t gültig; benn bie Summe algebraifd^er 3^^^^^ 
ift f lein er als einjelne ©ummanben. S)ie frül^er aufgeftettten 
SöegriffSerMärungen l^aben bie natürlid^en 3^t)Ien, alfo bic 
©leid^artigfeit ber burd^ + öerbunbenen ©lieber, jur SBorauS^ 
fe|ung. ©ott ber SSegriff ber Slbbition aud^ für bie SJer- 
fnüpfung ))ofitit)er unb negativer 3^^^^^ jutreffenb fein, fo 
muffen toir im Umfang beSfelben ertoeitern. SBir faffcn bal^er 
ben S5egriff ber Slbbition in größerer SlCtgemeinl^eit als bie 
SScreinigung mel^rerer öerlnüpfter S^ai^Un ju einem ©anjen, 
bei beffen SBilbung bie ©leic^artigleit unb ber ©egenfafe 
feiner Seile inbetrad^t ju jiel^en ift. Sllgebraifd^ abbieren 
l^eigt baSjlenige ®anje, bie algetraifille Summe (§ 43) 
fud^en, beren fämtlid^e Seile bie ©ummanben finb. 

IL ^nbivahH^n* 

§ 36. (Suttraftion in gletillem Sinne: SRinttenb unb 
Stttttallenb finb glei^lattige gal^len. 

a) aSie bei ber Sbbition, fo ift auc^ ^ier eine ©ubtroftion 
in gleid^em unb in entgegengefe^tem ©inne ju untere 
fd^eiben. S)ie erfte Art ber ©ubtraftion finbet Slntoenbung, 
toenn 3Rinuenb unb ©ubtratienb mit gleid^em SSorjeid^en be* 
l^aftet, olfo gleid^artige Qa^m finb, toäl^renb biefe Dj^eration 
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in entgegengefeltem ©inne bei 93erfd^ieben^eit ber SSotieid^en 
öoffjogett tpirb. 

S)a bie ©ubtraltion bie ber Äbbition entgegen- 
gefegte Sted^nung^att ift, fo ntu| Bei Sdfung t)on 
Slufgaben ber ©ubtraftion am 3ö^lenbilbe ba§ bem 
Äbbieren entgegengefefete SSerfatircn eingcfd^Iagcn 
werben, ©ntfi^re^enb ben Slnfgaben ber Slbbition n^erben 
mi) l^ier bie 33eijpiele unterjd^ieben. 

a) SWinuenb unb ©ubtrafienb finb pojitiö. 

S)a man bei ber bilbltd^en ÄnSfül^ung ber Äbbition 
pofitiüer 3^^^^^ ^^ ^^^ SRid^tung t)on nad^ + c» auf ber 
pofitiöen ^älfte ber ©eraben fortfd^rcitet, fo mu^ man bei ber 
©ubtraltion pofitiöer ßal^Ien in entgegengefefetem ©inne, in 
ber SRid^tung üon + ^ tiad^ l^in, fortgel^en, alfo rüdtmärtg 
f^reiten. 2)er ©inn ber Aufgabe (+ 12) — (+ 8) ift alfo, 
man fott öon bem bie ßa^I (+ 12) barftettenben ^unlt au8 
um 8 ©tredEen rfidEteärtg ge^en. S)a man ben bie QoX)l (+ 4) 
t)orfteaenben 5ßunlt erhält, \o ift (+ 12) — (+ 8) = (+ 4). 
Sft ber ©ubtra^enb größer al8 ber SRinuenb, fo ift bag 6r= 
gebnig eine negative 3<^^I/ ä- 35- 

(+12) -(+15) = (-3). 

3u bemfelben 9lefttttat öelangen toix huxd) folflcnbe ©ctrad^tung. 
%k po[iixt>t §dlfte ber (SIcraben Bejeid^ne bie nörblic^e unb bie negatiöe 
$dlfte bie füblid^e md)tmQ, A bcfinbe fi(§ im «Rufl^junlt, B l^abe feinen 
©tanb^unft 12 ©d^titte ton A in nörblic^er Slid^tung. Ö^el^t nun A 
15 @d^rrtte md^ ffloxhen, fo ift ber etanb))un!t be§ B 3 @d^ritte fftbUd^ 
t)Ott A. 

Sn aDgemeinen 3öt)Icn: 
(+ a) — (+ 6) = + (a — h), toenn a > 6. 
(+ ö) — (+ 6) = — (6 — a), wenn 6 > a. 

S)ie ©ubtraltion einer pofitiöen öon einer pofi^ 
titjen gal^I fliegt alfo mit ber Slbbition ber entgegen^ 
gejefeten Qa^ (§ 35) in eine einjige Operation iu^ 
fammen. 

♦ 

b) SKinuenb unb ©ubtra^enb finb negatiö. 
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S)a bie tlbbitioti jtocicr negativen Qa\iltn on unfcrm 
ßal^Ienbilbc burc^ ein gfottfd^tcitcn in ber SRid^tung öon O 
big — oo bctoerfftcUigt tottb, {o niu| bic ©ubttaltion folc^cr 
gal^lcti burd^ gottgel^en in entgegcngcfc^ter SHc^tung, alfo 
tjon — oo mä) l^iti, ouggeffil^rt »erben. (SS ift beider: 

(^ 24) - (- 16) = (- 8). 

S33enn ber absolute gotilentpert be2 äRinuenben größer afe btc 
obfolute 3öi^l bcg ©ubtro^enben ift, fo bleibt man beim ^M^ 
»ärtöfd^reiten auf ber ncgotioen ^älfte, b. i). bie ©ifferenj ift 
eine negotit)e ßol^I. Wogegen ift: 

(— 24) — (— 30) — (+ 6). 

S)og Ergebnis ber ©ubtroftion liefert eine pofitiöe Qaf)i, 
tnenn ber abfotnte gal^tenwert beS ©ubtrol^enben größer atö 
bie beni SRinuenben entfprei^enbe abjolute gal^I ift. SBie matt 
erflet)t, fältt bie ©ubtraftion mit bem SJerfol^ren bei 
ber Äbbition in § 35 jnfammen. @g ift einerlei, ob 
man öon einer negativen fial^I eine anbere negative 
3at)I fnbtral^iert, ober bie bem ©ubtral^enben ent^^ 
gegengefe^te ßal^t jum äßinnenben abbiert. 

3n Seid^en: 

(-. 24) - (- 16) = (- 24) + (+ 16) 

nnb (— 24) — (— 30) = (— 24) + (+ 30). 

2)ie gegebenett S3eif)>tele !5nnen aud^ butd^ folgenbe SSeranfd^auItd^ttng 
gelöft toetben. SRetft A bott ^5In aud 24 WttiUn nnb B 16 SReilen itt 
füblid^et mi^iuxtq, fo iß A 8 SReilen füblid^ bon B. 2)a biefe »e$iel^uns 
atitl^tttettfd^ butd^ — 8 äReilen bejeid^net toirb, fo ifi: 

(_ 24) - (~ 16) - (~ 8). 

gu betitfelben (SrgebntS gelattgen totr, toenn A )uetß 24 S^leilen nac^ 
8üben unb l^ietouf 16 äReilen in entgegengefe^ter füid^iunQ, alfo ttad^ 
giorben, reifte, «ufgobe: (— 24) — (— 30). B beftnbe \i^ in WtfLn^tn 
unb A fei 24 SReilett füblid^ bott biefer @tabt. 9ieiß nun B 30 SJleilen 
itt füblid^er Sii^tung, fo beftnbet A fxä^ 6 SReilen nOrblit!^ bon B. ^a^-^ 
felbe 9iefultat toflrbe ft(^ ergeben, toetin B in Wtünä^tn bliebe unb A 
30 SDlleilen na^ 9lorben reifte. 

3n allgemeinen gal^Ien: 

(-a)-(-6) = (-a) + (+6). 
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§ 37. Stttitaftiott in entgegettgefe^tent Sinne: SRinnenb 
nnb ^uiitü^ttit Italien entsegengefe^te ßmrjei^len. 

a) S)cr aRiitucnb ift eine pojitiöc, ber ©ubtral^enb 
eine ttegatitje Qa^t 

3)aS SSerfotiren jur Slatflöfung öon ©eifpicien bicfer Slrt 
ift bcm SJetfal^rcn bei ber Slbbition in § 35 entgegengejelt 
»ei ber Sluflöfuitg ber Slufgabe (+ 24) — (— 16) om Satilen^ 
bitbe muffen wir oljo t)on bem bie 3^^^ (+ 24) öorfteHenben 
^unft avi^ in ber Siid^tung t>on mä) + c» l^in um 16 
©trecfen fortfd^reiten. 3Da man an bem bie ßal^I (+ 40) öer^ 
finnlid^enben 5ßunlt ber pofitiöen ^älfte ber ©eraben anlangt, 
jo ift: • (+24) -(-16) = (+40). 

hieraus ergiebt fid^, ba§ bie Slnöfä^rnng ber ©ubtraltion 
einer negativen Qa\)i öon einer pofitiöen mit bem SSer^ 
fal^ren bei Äbbition pofitiöer 3^^^^^ übereinftimmt. 
(Sielte Slbbition in § 34.) 2)ie ©ubtraltion einer nega^ 
tiöen 3^^I 9^^t i^ ^^^ Slbbition ber entgegengefefeten 
Sal^t über. 

3u bemfelben ©rgebni^ gelangen tt)ir burd^ folgenbe an- 
fd^autid^e Darlegung. SSefinbet fid^ A in Äöln unb B reift 
Don biefer ©tabt aug 24 km nad^ SRorben, fo »irb baS 3^^^ 
beg B mit S5ejtet)ung auf Äöln ober bie $ßerfon A offenbar 
burd^ + 24 km bejeid^net. 9ieift nun A 16 km in füblid^er 
Slid^tung (bejeid^net burd^ — 16 km), fo ift B offenbar: 

(24km+ 16 km =) 40 km 

nörblic^ öon A, toag aritl^metifd^ burd^ + 40km auggebrüdEt 
toirb. golglid^ ift: 

(+ 24) — (— 16) = (+ 40). 
3)iefetbe Slntttjort erl^alten toir, toenn B nod^ 16 km nad^ 
9lorben reift, ftatt ba§ A fid^ um biefelbe Slnjal^l km in füb- 
lid^er Siic^tung öon Söln entfernt. 
3n aDgemeinen Qaijitxt: 

a-(-6) = + (a + 6). 

b) ®er aWinuenb ift negativ, ber ©ubtral^enb 
ipofitit). 
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3)ic ©ubtroftiottSaufgabctt biefet Art entfptcd^cn bm Äuf^ 
gaben beS SlbbierenS, in mlä)tn bie @umnte negatit) ttttb bte 
obbicrte gal^l pofitiö t[t Äu^ bct Aufgabe: 

(- 12) + (+ 4) 

wirb folgenbe Aufgabe ber ©ubtraftion hergeleitet: 

(- 8) - (+ 4). 

3laä) ben (Erläuterungen unter § 35 (©eite 100) wirb bie Söfung 
ber erften Slufgabe im bilblic^en ©inne au§gefüt)rt, inbem man 
auf ber negotiöen ^älfte ber ©eraben nad^ bem SRuHpunfte l^in 
fortfd^reitet. S)a bie ©ubtraftion bie Umlel^rung ber Äbbition 
bitbet, fo mufe man bei Söfung ber in ber Überfd^rift bejei(§5 
neten Aufgaben auf ber negativen §älfte in ber SKd^tung t)on 
nac^ — cx) ^in fortgeben. SBir erl^atten atfo bie 33ifferenj 
ber Aufgabe (— 8) — (+ 4), inbem mir öon bem bie ßal^I 
(— 8) öeranfd^auüc^enben ?ßunft aui um 4 Sängen nad§ 

— cx) l^tn fd^reiten. S)a mir ben mit ber gal^I (— 12) )Dtt^ 
fetienen ^ßunft erl^alten, fo ift: 

(- 8) - (+ 4) = (- 12). 
©rläuterung ber Aufgabe (— 24) — (+ 16). Sfieift A t)on 
einem beftimmten Drte auiS 24 km nad^ ©üben (bejeid^net 
burc^ — 24 km), unb B öon bemfelben Drte au8 16 km nad§ 
SRorben (bargeftettt burd^ + 16 km), fo befinbet fid^ A: 

(24km + 16km =) 40km 

füblid^ öon B. S)ieje8 SRefuItat mirb aber aritl^metifd^ burd^ 

— 40 km bejeid^net unb mitl^in ift: 

(- 24) - (+ 16) = (- 40). 

2n allgemeinen ßal^Ien: 

(- a) - (+ i) = - (a + 6). 

8[u8 bem SSorftel^enben gel^t l^erüor, ba| bie ©ubtraftion 
einer pofitiüen t)on einer negativen 3^^t ^^ S^^l^^' 
bitbe bem SSerfal^ren bei ber Slbbition gmeier nega* 
tiöen Säulen glcid^ ift. 

2Ran fann bal^er bie ©ubtraftion einer pofitiöen üon 
einer negattt)en Qa\)l bnxä) ^bbition beS entgegengefe^ten 
©ubtra^enben erfe|en. 
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@emä^ ben bei 93el^Qnb(ung ber t)erfcl^iebetten Hufgaben 
beS ©ubtrol^ierenS burc^ ©pcrrbrudE l^eröorgel^obcncn SBemer- 
Ittttgcn (§ 36, a unb b), faßt bog SJcrfal^ren bei ber ©ubtroftion 
einet algebraifd^en ga^I ftetö ntit ber Äbbition beg entgegen« 
gefegten ©ubtrol^enben jufamnien. SRon brüdft bol^er in ber 
Siegel baS ©ubtral^ieren einer algebraifd^en 3^^^ ^^^^ f^^'' 
genbed einfädle ®e{e^ qu^: @ine algebraifi^e 3<^^^ ^^^^ 
fubtral^iert, inbem man fie ntit entgcgengefc^tem ©or« 
jetd^en junt SWinuenben abbiert. 

b) aSir laffen l^ier bic S3el^anblung ber ©ubtraftion folgen, 
toet(^e ber «bbition unter b § 35 entfpric^t. SWit «üdfic^t 
ouf ba8 SSorjeid^en beS ©ubtratienben, + ober — , fann 
man eine ©ubtraftion im ))ofitit)en unb im negativen 
©inne unterfd^eiben. 21I§ bie Umfetirung ber Slbbition mu§ 
bie ©ubtraftion om ä^^^I^J^^i^be burd^ bie bei ben ent* 
fprec^enben 2luf gaben ber Slbbition begeid^netc entgegen^ 
gefegte 93ett)egung auf ber ^eraben t^oQgogen toerben. 

1) ©ubtraftion im ))ofitit)en ©inne: ber ©ub^ 
tral^enb ift pofitit). 

3laä) § 35, b, 1 toirb bie Äbbition im pofitiöen ©inne 
auf beibcn Steilen ber ®eraben burd^ ein gortfd^reiten im 
pofitiüen ©inue, nämtid^ in ber Siid^tung öon nad^ + c» 
l^in, ausgeführt, golglid^ mufe bie ©ubtraftion in pofitiüem 
©inne burd^ 8tüdEtt)ärt8f(^reiten auf ber pofitiöen, begm. burd^ 
SortoärtSfd^reiten auf ber negativen $älftc ber ©eraben bewerfe 
ftcttigt »erben. @8 ift bal^er: 
(+8) -(+6) = (+2); (+ 8) - (+ 12) = (- 4); 

(~6)-(+4) = (-10). 

2) ©ubtraftion im negativen ©inne: ber ©üb- 
tral^cnb ift negatiü. 

S)ie Äbbition im negativen ©inne ift nad^ § 35, b, 2 
ein SRfidEmärtSfd^reiten auf ber pofitiöen, begto. ein SSortoärtg^: 
fd^rciten auf ber negativen $äifte. SWitl^in mufe bie ®nh^ 
traftion im negativen ©inne burd^ gortfd^reiten nad^ + ^ ^in, 
aljo in ber pofitiöen SWd^tung, öoUjogen tocrben. S^^glid^ ift: 
(+ 8) - (- 6) = (+ 14) unb (-12) --(-20) «-(+8). 
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III. ^uMpUhati^n* 

§38. 

SBcim 3WuItt|)ü}tcrctt jtocier algcbraifi^cn Qa^tn lomm^n 
ötcr gälle inbetrod^t. 

1) SRuttipaiator unb aRuItipIilonb finb pofitiü. 
I)a bcr SRuItipIilotot feinetn SSegriffe gctnäl eine natür- 

lii^c reine 3^^! ift (§ 8^ 3), fo faiin berjelbe ftreng genommen 
Weber pofitiü nod^ negatlü fein. 

aufgäbe: (+ 3) • (+ 4). »uf unfere gro^l^ifd^e S)ar^ 
ftettung ber S^^t^^^^^i^cit übertragen, l^at bie Aufgabe folgenben 
©inn: 3Jian foQ öon SRutt au§ ouf ber pofitiöen ^älfte ber 
©eraben 3 mal um 4 ©treden fortfc^reiten. ®a man ben mit 
(+ 12) tjcrfe^enen ^ßunlt erhält, fo ift: 

(+ 3) . (+ 4) = (+ 12). 

3n allgemeinen Qa^m: 

(+a).(+6) = (+a6). 

2) S)cr ÜRuItipIüanb ift negatiö, ber 2RuUipIi^ 
fator pofitit). 

S)ie aufgäbe (+ 3) • (— 4) bebeutet: ©freite öon SRutt 
aus auf ber negativen $ätfte 3 mal um 4 ©treden fort. SRan 
gelangt baburd^ an ben mit (— 12) begeid^netcn 5ßunft ber 
®eraben; mitl^in ift: 

(+ 3) . (~ 4) = (- 12). 

Slßgemcin ift: 

(+a)-(-6) = (-a6). 

3) ©er aRuttipIilanb ift pofitiö, ber aÄultit)Ii^ 
lator negatik). 

SSorbereitung jur folgenben Aufgabe. ©e|t man 
auf einer unbegrensten ©eraben ML bie SRid^tung OL ate bie 

Sifl. 18. 

A. A. 
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.))ofitiöe feft, fo toirb bie entgegengefefete fftid^tung OM 
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mit — bejcid^tict (§ 29). Xrögt man nun öon ou8 nad^ 
cntgcgcngefelten fRid^tungen gteid^e ©trcdtcn 0-4^ — OÄ^ ab, 
fo toirb bic Sage bc8 ^ßunfteÄ A^ burd^ + OA^, bagcgcn bie 
Soge öon OA^ butd^ — 0-4, bargcftettt. S)ic Übertrogung 
bcS 5ßunltc8 Ai in bie entgegengefefete SRid^tung OM bejeid^nct 
man dlfo arit^metifc^ burc^ 93orf e|ung beS äRinui^ieid^enS^ 
ober, tt)ie e8 aud^ aufgefaßt tperben lann, buri^ SBorfe^ung 
bes galtOT« (—1), fo baB 0A^ = (—1)'0A^ i[t. 
SBir berftel^en nämlid^ unter bem Äu8brud( (— 1) • O^^ bag 
^robuft 1 • 0^1 mit bem SSorjeid^en — unb ba8 ift gleid^ 
— OA^. SSerfinntii^t nun ^ßunlt A^ bie ßal^I + 5, \o öer^ 
anjd^aulid^t 5ßun!t A^ bie Qafjii (— 3), unb nad^ bicr vorigen 
©Icid^ung ift (— 3) = (— 1) • + 3, ober allgemein: 

(-«)-(- l).(+a). 
S)iefe ©leid^ung ift aud^ offenbar in ber Umlel^rung rid^tig, 

otfo: (- 1) . (+ a) = - (1 . + a) a. 

S)er gaftor (— 1) t)at alfo ben ßl^aralter, bafe er jebe gal^I 
ber pofitiöen ^albaje OL auf ben negativen Xeil OM ber 
(Seraben ML überträgt. Unb toeil ber galtor (— 1) eine 
3al^I, »eld^e ber pofitiöen fRid^tung OL angel^ört, auf bie ent^ 
gegengef e^te 9iid^tung M t)erf e|t, f o nennen toir bief en fjaftor 
einen 8tid^tung8faItor. SBirb eine pofitiöe ga^I (+ a) mit 
(— 1) muItipUjiert, fo mu^ man ju ber entfpred^enben ^ai)l 
ber negativen ßal^Ienreitie übergel^en, b. \). berjenigen negativen 
QafjUf toel6)t abfolut gebadet, a ©inl^eiten entl^ält Definition: 
Sine pofitiöe Qa\)l {+ a) mit (—1) multiplizieren 
l^eifet, üom SRuIIpunft ber ©eraben ML au8 Imal um 
a ©inl^eiten in ber negativen fRid^tung fortfd^reiten. 

^iernad^ ift ber ©inn ber Slufgabe (— 3) • (+ 4) fot= 
genber: SWan foll öon iRuD au8 in ber ber ))ofitit)en ent* 
gegengefefeten 8fUd^tung, alfo auf bem negatiöen Seile ber 
®eraben, 3mal um 4 ©tredCen fortgel^en. S)a man ben bie 
3a]^t (— 12) öerfinnüd^enben ^ßunlt erhält, fo ift: 

(- 3) . (+ 4) = (- 12). 

3n allgemeinen ßeid^en: 

. (— a) . (+ 6) = (- ah). 
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4) ÜRitltipüIanb itnb äRttltipIifator finb negativ. 

^adf ben t^origen Srörtetttitgen unb itad^ § 32 ({e|ter 
«bfo|) ift — OJ, — + OJi; ober wenn man ftott ber 
©trcdlcn bie öerfinnlici^tcn QafjUtxctotttt fe|t: —(—3) = + 3. 
9Rtt tonfequenter 93efoIgtttig ber t)ori8en SBeteid^Ttuitg l^at tnan: 

. (-l).(-3) = + 3 

ober augemein: 

(- 1) . (- a) - + a. 

(Sine negative Qaf^l (— a) mit (—1) mnltipliiieren 
l^ei^t; Dom 9lnnpnnft aui^ auf ber ^ofttiDen Stiftung 
OL Imal um a ©inl^eiten fortfd^reitcn.*) 

2)ie «ttfgabe (— 3) • (— 4) bebeutet: ©d^rette öom ?tn^ 
fangSpunIt au8 3 mal um 4 ©treden in ber ber negatit)en ent- 
gegengefe^ten aUd^tung, alfo auf bem ))ofitit)en Xeile ber 
©eraben, fort. SWan gelangt an ben bie Qaf^l 12 barftellenbcn 
^unlt ber i^ofttiüen Saf^itnxdfit; mithin ift: 

(-3).(-4) = (+12). 

3n allgemeinen Qa\)Un: 

(-a).(— 6) = (+a6). 

Äu8 ben unter 1 Bt8 4 abgeleiteten gormein ergicbt fi(^ 
für bie EWuItipIifation algebraifc^er QafjUn folgenbe ©efinition: 
SÄit einer ^jofitioen ober negatit)en Qaf)l bie aRuIti- 
plifation üoltjiel^cn l^ci^t, ben SRuItipIifanben mit 
ber abfoluten Qa^i be« aRuItipIilator« muItipUjiercn 
unb bas ^robult pofitio ober negatit) fe^en. 

*) (Sine |)ofltiüe ober negative gol^I mit (— 1) mnltiplx^ititn l^cifet, 
ben aRuUipUfonbcn ouf bie entgcgengefelte ©albaje öerfeften. 3)ic 
ftbertiaßunö einer gol^I auf ben entgegengefelten %t\l ber ©exobcn 
lann burc^ eine 3)rel^ung ber bie Sal^I berjlnnHdJenben ©trede um etwn 
®tn!el öon 180« in ber @Bene (^albe Umbrel^ung) berflnnU<J&t toetben. 
a)a8 ariftmetifd^e geid^en für bie ganje Umbrel^ung einer 6tredc um 
ben ShiOpunft ift (-- 1) •(-!)«. (- 1)». S)a nun (— l) .(+!) = (- 1), 
fo mnl (— 1) • (— 1) = (+ 1) fein. S)er »lid^tung»* ober ^tel^ungÄfoftor 
für bie ganae Umbre^ung in ber (gbene ift alfo (+ l). 
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Stein Qtitl^inetifti^e ©rläutcrung bcr üicr gormcin. 

1) (+ «) • (+ *) Bebeutet a • (+ 6) mit pofititjcm JBorjeiti^en, 

«= + (+ afc) = + ab. 

2) (+«)•(—'&) ^^ifet a(— 6) mit pofitiöem SSorjcid^cn, 

= + (— ab) «- — ab, 

3) (— ö^) • (+ &) Bebeutet a • (+ 6) mit negotiüem SBorjeiti^cn, 

«= — (+ afc) = — ab. 

4) (— a) • (— b) ]§ci§t a • (— 6) mit negotiüem SSorjcid^cn, 

= — (— a6) = + a6. (§ 32 am ©c^tuffe.) 

^mt^tgefe^e: 1) S)aS ^robult jtueier gleid^artigen 
3a]§Ien ift ))ofitiü, ba^ ^robult ani ju^ei ungleid^« 
öttigen ßal^Ien ift negotii. 2) ©in ^robuft ift pofitit) 
ober negatit); j|e nad^bem bie Slnja^l ber negatit)en 
iJaftorcn gerabe ober ungerabe ift. 

IV. ^ivifx0n. 

§ 39. 

S)ie ®efe|e, u^eld^e beim Seilen algebraifd^er ßatilen ju 
befolgen finb, werben aus ben öorftel^enben gormein abgeleitet. 
S)a bie Diöifion bie ber 3RuIti<)tifation entgegengefefete SJed^s 
nungSart ift, fo ergeben fid^ folgenbe ©leid^ungen: 

1) (+«&):(+a) = (+6); 2) (+ a6) : (- a) = (- 6); 
3) (_a6):(+a) = (-6); 4) (_ afc) : (- a) ==- (+ 6). 

^att^tgefe^: ^aben 3)it)ibenb unb S)it)ifor gleid^e 
Sorjeid^en, fo ift il^r Duotient pofitit), bei entgegen:^ 
gefegten SSorjeid^en bagegen negatit). 

Änmerlung. S^^ifci^en unserer bilbUd^cn S)arfteDung 
ber relatit^en S^^^^^nreil^e unb ben ^ßunften einer ©eraben 
beftel^t eine enge Sejiel^ng, eine innere SSertoanbtfd^aft. 
SBejcid^net man bie Slbftänbe ber ?punfte A, B, C, B einer 
©eraben t)on einem beliebigen ^ßunlte (ÄnfangSpunfte) mit 
Xf x^, x^f x^, fo ift ftetS: 

(«1 — ^) + (^« — ÄJi) + (a^s ~ x^) = ajg — a;. 
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'S>aS\Hbt @efe^ gilt aud^ für bic StH)Un bet allgemeinen 
go^entei^e. ©o ift j. S. mit SBejie^ung ouf bie SßuD: 
(8 - 3) + (15 - 8) + (24 - 15) = 24 - 3 — 21 
5 + 7 + 9 =21. 
SSegen bie(er inneren iBer»anbtf(^aft jnji[c^n ^ofjUmti^i 
uib bet ©etaben fann lefttere jui öetfmnfidöunfl bec all= 
gemeinen ^%imxex^e bienen. 

Qlcli^it^tn^f tintncriung. Schott bie alten ^nba ^aben mit 
tiofitiven uiiti ntgatiDen galten geie^net. IDte et^en feigen dhaas 
otfr HYft unb unbeit in bei Xlebeufuns von Seimägen angeiDenbcl; 
bie leiteten ^aben bie 91amen na» unb kahaja unb werben im ©inne 
boti ®4ulben gtbraittfit. Selbft bie -tieilinnli^uns beS @cgen[a|e3 
DDn pofitibEn unb negatiuen 3«^I^ buc4 ben Qtegenfag bei Slit^tunfl 
jnieiex Stteden ip bem Snbet nit^l ftemb. 

§ 40. St^tfä^e über NuK. 
^a nac^ § 29 aße ©iffercnsen gleichet galten ben äBett 
5! Uli §aben, fo fann man umgelel^rt (ür faie Qaifi eine 
beliebige Differenj auiS jwei gtetc^en 3<i^^^ {e^En- ^ieiooit 
ma^t man Stnmcnbung, um bie ©efe^e fitr bo8 SRet^nen mit 
9(iill ju enttvideln unb ju begtünben. 
äuiS ber SJefinitionjSformet bei 9luD: 
a — « = 
folgt mit S3enu|ung tion § 5, 2 

gormel I; a + = a 
unb mit Änroenbung »on § 5, 3 

formet II: a — O^a, 
b. 5. in Söorten: 

1) Sc|rf«^: Set SSiett einet 3a^t bleibt ungeänbett, 
ttenn man 9luU ju bet(elben obbiett obet Bon bet= 
feiten fubtra^iert. 
SRot^ § 8, 1 iyt: 

a.0-0 + + + .---0 (a=maQ 
3)eE aSJert biejet Summe i[t nac^ bem »origen Se^r(atje gteit^ 
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9hzff. ©c^t tnan in bctn $ßrobufte a • 6 • an ©teile t)on 
Sltttt bie ^ifferenj w — w, fo entftel^t: 

ah '0 = ab(m — m) = ahm — ahm nad^ §9/4 

= 0. 

2) Sel|tfa^: @in ^robuft, in totl6)tvx ein f^altor 
SluU ift, ^Qt ben SBert SSlull 

Um ben SBert be§ Onotienten : a ju beftimmen, fefeen 
toit = w — m, bann ift: 

0:a = (m-m):a = ^-^ (§13,3) =0. 

gormel III: 0:±a = 0. 

3) 8el|tfa^: 2)er SBert eines Quotienten, beffen 
S)it)ifor eine (pofitiöe ober negatiöe) ßal^I unb beffen 
S)it)ibenb SKuH ift, ift ber SKuH gleic^. 

5)ie SKd^tigleit ber gorntel III ergiebt fid^ aud^ barouJ, 
ba^ nad^ bem jtoeiten ße]§rfa|e bag ^ßrobuft ani bem 3)it)ijor 
a unb bem Quotienten ben JDiöibenben giebt. 

^er SBert beg Quotienten 0:0 ift unbeftimmt. @r 
fann jeber pofitiöen unb negativen Qai^l, aud§ ber 9lnü gleich 
jein. S)enn er bejeid^net bie ßal^I, toeld^e mit multipttjiert 
ben aBert SluH liefert unb nad§ bem jtoeiten Sel^rfa^e ift ba8 
Sßrobuft aug jeber ßal^I unb iHnU bem 3)it)ibenben gleid^. 
3tt iebem einjelnen fJaHe jebod^ mu^ ein Quotient, toenn er 
fi^ aud^ in ber f d^einbar unbeftimmten gorm : barfteHt, 
einer pofitiöen ober negativen ßal^I ober aud^ ber SRuH felbft 

gleid^ fein. @o erl^ält j. S3. ber Quotient j- burd§ ®in= 

fe|en be§ SBerteS a; = 4 bie fjorm ^ . ßerlegt man aber ben 

Siöibenben in jtoei fjaftoren, t)on toeld^en einer bem S)it)ifor 
gteid^ ift, unb l^ebt burc^ a? — 4, fo entfielet: 

x^ — 16 (aj + 4) (a; — 4) , . 

X — 4 X — 4 ' 

©efet man nun x = 4:, fo ift ber SBert beg Quotienten gleid^ 8. 

S)er SluSbrudf a : lann feine algebraifd^e 3«^^!/ We SRuH 

eingefd^Ioffen, bejei^nen; benn jiebe ßal^I ber relativen ßal^Ien^ 

©d^üller, ?trU^metif. 8 
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rei^e mit betn 2)it)ifor multiplijiert giebt 0, aber niemoIiS 
ben S)tt^ibenben a. SSir f(i^Iie|en ballet jjebe 3)ik)tfion but^ 
beim Kec^nen mit enbßd^en Bälgten ani. 2)a8 ^it)ibieten 
burc^ ffi^rt ju toiberfinnigen Siefultoten. @o ift j. 8. 
nadf bem {loeiten Sel^rfa^e bie ®Iei(i^UTtg: 

1 . = 5000 . 
tttibebinflt richtig. SBoHte man fid^ aber erlaubeti; beibe ©eiten 
biefer ©leid^ung burd^ ju biöibieren, fo würbe ftd^ ber 
SBiberfinn 1 = 5000 ergeben. 

Änmerfung. S)ie SluK ift inbifc^en Urfpmng« unb 
fd^on jur 3^it Sral^meguptaS (geb. 598 n. ®]§r.) beftanben 
über ba8 Äed^nen mit berfelben beftimmte, »enn aud^ bürf^ 
tige Siegeln. 3)agegen Säl^äSlara (geb. 1144 n. Sl^r.) tm^ 
bie S3ebetttung bei Quotienten a:0 rid^tig anjugeben, oh 
gleich er an anberer ©teile „ba& Sfted^nen mit ber SiuH in 
" ^aarfträubenber SBeife mipraud^t." 

Aber unenbHc^ ^(rojsed unb unenblid^ ftleined. (Sine nad^ 
beiben leiten l^in unbegtenste ^erabe ift eine unenblid^e ^ItOge. %it\t 
2inie butd^ eine äRajsein^eit^ 3. S3. 1 cm gemeffen, toürbe eine gal^l mit 
unenblid^ üielen (Sinl^eiten liefern, ^ad unenbtic^ ®xo^t iß größer aU 
lebe Bal^I, bie toit burc^ S^ffern bejeic^nen lönnen, ed ift ein unbe^ 
gten^ted SSielfad^e ber (Sinl^eit im (Sfegenfa| ju ben enblic^en S^^^^t 
bie ein begren^ted ^ielfac^e t)on db ^ barfteHen. & ftnb k^erfd^iebene 
unenblic^e 3<^^tdrö|en benibar. 2)enlt man fic^ 3. iB. eine nad^ beiben 
Seiten l^in ol^ne (Snbe fortlaufenbe ©trede in einem beliebigen $unfte 
geteilt, fo oerftnnlid^t iebei» ©tüd ein unenblid^ @)ro^ed. Sebe^ berfelben 
ift aber offenbar k)erf (Rieben üon bem unenblid^ ®to^tn, meld^ed burd^ 
bie gan^e Sinie bargefteHt mirb. d^ ift aber gebräud^Iid^, iebei^ unenblid^ 
®roge, infofem ed nur im ®egenfa| ju ben enblid^en Saluten gebadet 
»irb, burd^ bai^felbe Beid^en, n&mlid^ 00 auSjubrüdfeU; ba^ ;,unenblid^" 
audgef:proc^en toirb. ^ie 9lid^tigleit ber folgenben ©leid^ungen ift auS 
bem begriff beS Unenblid^en lei^t ju ertoeifen. 

l)cx> + cx)=»cx); 2)cx>-oo = cx); 3)oo + a = (X); 

4)cx) — a = cx); 6)a-cx>='CX>; 6)cx):a = cx). 

Um bie ^ebeutung bed Quotienten a : bar^uIegeU; fe^e man an 
@telle bon 3lnU k)orIäuftg bie k^eränberlid^e ®rö|e x, meldte im fteten 
^Ibnel^men begriffen gebadet loirb. @g fei x = 0,000001, fo wirb a:x 
= a : 0,000001 «= aSÄittionen; bebeutet a;« 0,000000001, fo toirb aix 
= a3RiIIiarben, u. f. to. 3« näl^er ber SSert für x an bie @rett§e 
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rftcft, beflo ntel^ toS(i^ft bei Ouotient a : x unb su(e|t mu^ fein SEBert 
cx> toerben. dfi ift ballet a : » oo nichts anbered atö ein abgelüt^ter 
^(udbrudC bafilt, bag bie (Brenne bet fortge{e|ten Teilung butc^ einen ftetd 
üeiner toetbenben 2)ibifor au^et^atb ber enbUd^en ga^Ienteil^e Hegt. — 
äBenn l^ingegen in bem £luotienten a : a; bie betänbetlitj^e (S)t5ge x fietö 
toaclfenb unb 5ule|t fo gxog gebadet loitb^ ali» l^abe fie ba8 dkbiet bet 
enblid^en S^^^^ntei^e überfc^ritten, fo mu^ bet äBett bed Quotienten ftd^ 
unoufi^ötli^ bet ^uU nftl^etn. 3ft bet Ouotient fo Hein gemotben, hai 
feine SSetfci^ieben^eit üon nid^t mel^t angebbat ift, fo nennt man bie 
S(äjil ;;nnenblid^ tiein''. 2)ie unenbU(i^ Keine gal^ii mitb l^&ufig eine 
„int SSetfd^roinben begtiffene'' (k)etf(^toinbenbe) ga^I genannt. 9(18 9u9s 

btudf füt biefelbe bient bad geid^en il^tet Q^ten^e, fo ba^ — =0 gefe|t »itb. 

§ 41. ^otettjett bet imfitiliett ttttb ttegatineit 3al|Iett. 

SRad^ § 38, 1 f)at jebeg ^ßtobuft; beffen gaftoren fämtUd^ 
pofttiüe ßal^Ien ftnb, einen pofittüen SBert. Solglid^ nin§ aud^ 
iebe pofttiüe ßal^I mit einet abfointen ßa^I (§ 32) potenjiert,. 
eine pojitiöe ^ßpienj liefetn. @o ift j. S5.: 

(+4).(+4) = (+4)« = + 16. 
SSejei^nen a nnb n natürlid^e ßa^Ien, fo ift aHgemetn: 

gormel I: (+ a)»» = + (a"). 

1) 8e|tfa^: Sebe ^otenj einet pofitiDen ©tunbjal^I 
gicbt eine pofittt)e Qa^l 

r Slad^ btm aSegtiffe bet ^oteng ift: 

0» = . . = nad^ § 40, 2. 

gotmel II: 0'' = 0. 

2) Sel^tfa^: 3)et S33ett jebet ^ßotenj mit bet ®tunb= 
jal^I unb natütUc^em ©Eponenten ift bet SluII gleid^. 

?lttS bem jweiten §auptgefe|e in § 38 etgiebt fid^ bie 
SRic^tigfeit bet folgenben Oleid^ungen: 

(- «)' = (- a) . (- a) = + a«; 
' (- ay = (- ay . (-^ a) a»; 

(~ ay = (- a*) • (~ a) ^ a^; U. f. f. 

SSejeic^net n itgenb eine ganje 3^^^ ^^^ natütlid^en Saluten* 

8* 
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teilte, fo brücft bag ßetd^n 2n bic flerabcn unb 2n + 1 
bie ungcrabcn j^afjUtn au«. SRac^ § 11, 9 unb § 38 ift 
allgemein: 

(~ «)*• - [(- «)*]" = (+ «')" = + a'-; 

femer: 

(— a)*»+i — (— a)»» . (— a) — (+ a*») . (— a) = — a*^^ 
ä8ir l^oben alfo bie beiben 

flll. (-a)«« = + a««. 

3) Sel^tfa^: (Sine $otenj mit negatit^er ©runbjal^t 
ift pofitit) ober negatiü, je nac^bem ber ©j^jonent eine 
gerabe ober ungerabe abfolute 3^^^ ^ft- 

§ 42. (Srtoeiterung M ^otenjiegtiffs : ^otettjen mit bem 
^ dtptntniin 9MI unb mit negativen (E||iiinenten. 

3m erften Äbfd^nitt unter V ift bie Seigre öon htn 5ßotenjen 
mit natürli^en ßal^Ien bef)anbelt toorben, meiere fic^ auf ben 
in § 14 aufgefteHten ^otenjBegriff grünbet. 3n § 41 l^aben 
wir erfel^en, ba| biefe Definition aud^ für ^otenjen mit pofi- 
tiDen ober negativen ®mnbjal^Ien unb natürUd^en S^ponenten 
ol^ne toeitereS gültig ift. 2)iei^ l^at unmittelbar jur t^olge, ba^ 
bie 9ted^engefe|e unter Y aud^ auf biefe ^otenjen ann^enbbar 
finb. Dagegen lönnen ÄuSbrüdfe toit a^ unb a-» im ©inne 
be§ urfprünglid^en ^otenjbegriffs nid^t gebeutet n)erben, ba ei^ 
tüiberfinnig ift, ein 5ßrobuft au§ SRuII galtoren ober gar aus 
einer negativen Slngal^I galtoren ju bilben. Um aber bie 
unter V aufgefteßten @efe|e ganj allgemein antoenben ju 
lönnen unb nid^t jebegmal unterfud^en ju muffen, ob bcr 
^otenjejponent eine pofitit)e j^cS^l bejeid^net, laffen wt W 
S3ebingung, ba| ber ©jponent eine pofitiöe gal^I ift, fallen 
unb erflären aud^ obige Slu^brüdEe für $ßotenjcn. SB3ir er- 
»eitern alfo ben 5ßotenjbegriff bal^in, \>a^ jeber Slui^' 
brudf, ttjeld^er bie fjorm ber urfprünglid^en ^ßotenj a* 
I|at, eine ^otenj ift, aud^ bann, wenn n SRuII ober 
eine negative 3^^^ bejei^net. 
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■ Um, bic SScbeutung bcr ?potcttsau8brü(fc a^ unb «-* bar- 

I julegen, gelten ttnx gunäd^ft wn einer belannten Slnalogie an^. 
SRad^ betn befabifd^en ©cfefe (Einleitung, 7) gilt j|cbe (Sxn^ 
l^eit einer befabifti^ bargcfteßtcn Qa^ ben gel^nten Seil öon bem 
SBerte einer Sinl^eit ber linfg ftcl^enben Si^tx. SBir fönnen 
bal^cr j. S. bie 3^^! 11110 burc^ eine Summe t)on fallenben 
^otenjen ber ©runbjal^I 10 bejeici^nen. ®^ ift nämli(i^: 

11 110 = 10* + 10» + 10« + 10^ 

ä93ie man fielet, erl^ält man jebeS folgenbe ©lieb auS bem üor- 
^rge^enben, inbcm man Ie|tereS burd^ bie ©runbjal^I 10 
biüibiert ober t)om Sjponenten berfelben 1 fubtral^icrt. @e|en 
loir bieg S3Ubung8gefefe über bie Drbnung ber Seltner l^inauS 

fort, fo mfiffen bie ©tettentoerte ber ßa^I 1,11111 *) 

nämlid^: ^ i i i i 



-n 



10 ' 100 ' 1000 10* 

in lonfequenter Sefolgung ber eingeführten ^Potenäbegeid^nung 
burc^: 100, 10-1^ lO-a^ 10-3 lo-' 

bargefteßt werben. SBir l^aben alfo bie (Sletd^ungen: 

10« = 1 

10-1 ^ 1_ 

10 

10-2= 1 



10* 



allgemein: 10-* 



10' 

3n ben @Ieid^ungen: 



a^ =:z a' a 
a^ = a * a ' a 



ä^ = a- a ' a • a u. f. f. 



*) ^ier ift bie Kenntnis bet ^egimalen, bie j[a in bei ^olföfd^ule 
gelehrt toitb, t)otaudgefe^t. 
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entfielet iebe folgenbe ©leid^ung aud ber üorl^erge^eitben, inbetn 
matt auf ber linlen @eite jum (Sj^ponenten 1 abbtert uitb red^tö 
mit ber ©runbja^l a tnuItipUiiert. ^iefeS S3Ubungi^ge|e| ift 
offenbar unbegrenzt rid^tig, alfo biiS ber @£pottent n unenbli^ 
gro| totrb; falls a>\ ift. 3n rficffd^reitenber golge erl^atten 
toir jlebe @leic^ung aus ber Dorl^ergel^enben, loenn xovt auf ber 
linfcn Seite 1 üom @Eponentcn fubtra^icren unb auf ber redeten 
Seite burd^ a biöibieren. ®clangt man enblid^ burd^ SBieber* 
l^otung biefcS ©c^Iuffe» gu ber ©leid^ung a}=a, fo liegt gar 
fein ®runb wx, l^ier bem ftetS al8 rid^tig erfannten ©t^Iuffe 
eine ©d^ranfe ju fefeen. SBir fefeen öielmel^r bic Silbung ber 
®Ieid^ungen nad^ bemfelben ©efcfe fort unb erhalten: 

«0 = 1 (na(^§ 12,6 ift a:a = l) 
1 



a-i 



ar^ 



a 
"1 



a 



cH" 



allgemein: ar^ = 

3)efinitiongf ormel I : a^ = 1 . 
S)efinitioni^f ormel II : a-» = — = j -) . 

1) Sffpfe^tttig: Sebe ^otenj mit enblid^er ®runb== 
jal^I unb bem ©Eponenten SluH ift gleid^ 1. 

2) SJeftfe^ung: Sebe ^otenj mit negativem @Epo^ 
nenten ift gleid^ bem umgefelirten SBert ber ©runbjal^I 
mit pofitit)em ©Eponenten. 

Slnntcrlung. 3nfofcm für ben SluSbrud cT^ baS gcici^cn -^ 
gefegt toirb, ge^ren $otcnaen btefer Slrt in ben brüten tttbfd^nitt (§ 62). 

5Die in V bel^anbelten Sel^rfä^e gelten aud^ für ^ßotenjen 
mit bem ©Eponenten 5RuII. 3)ag ergiebt fid^ fd^on barau8, bo^ 
biefe ?ßotenäform alg befonberer gaß erfd^eint, wenn in ber 
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aKgemeitten f^orntel § 17, 3 bie (S^ponenteit gleid^ finb. ÜRan 
l^at alsbann: 

2)a nun a"» : a"» = 1 (§ 12, 6) unb für m — m ba8 ßetd^en 
gefeit wirb, fo ift: a®= i. 

$icr folgen bie @efe|e für ^ßotcnjen mit bem ©jponenten 
SRttH in aritlintetifd^er ßeic^enfprad^e nebft ben SScweifen für 
bie Siid^tiglcit ber gormein. 

I. oT'.a^ ^a""»^. 
aSetoeig: 

a»» . a^ = a»» . 1 == a"» = a'^+ö (§ 40, 1). 

II. oT'ia^ = a"»-o . 
aSemei«: 

a«» : a<> = a*" : 1 = a"» = a"»-^ (§ 40, 1). 

III. aP'W = {ahf. 
SSeweig: 

toofür man nad^ Se^rfa| 1 {aVf fe|en !ann. 

IV. cfi:W = {a:lf. 
S3emeig: 

ao : fco = 1 . 1 «, 1 mtj) (öt : ly t^t ebenfaK« glei^ 1 . 

aSeweig: 

{cfif = 10 = 1 unb a^-o = a« (§ 40, 2) == 1. 

VI. p^urfj^ln« 

©rmeiterung beg SBurielbegriffg. 3n VI § 18 ift 
bie SBurjel unter ber @inf darauf ung befinicrt toorben, ba| bie 
brei (Srö^en, toeld^e bei einem SBurjelaugbmcf inbetrad^t 
lommen, alfo JRabilanb, ©jponent unb SBurjel natürlid^e 
gal^Ien bejeid^nen. SBir galten nun feft, ba§ nur ber SBur jel- 
ejponent eine abfolute ßö^I ift, unb laffen aud^ SBurjeln 
mit negatiöen ©runbjal^Ien unb mit negativen 9iabi:= 
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lanbcn ju. 3in weiteren ©inne üerftel^en wir unter 
SSurjel bieienige pofitit)e ober ne8atit)e Qaf)l, welche 
mit bem abfolnten SBurjelesponenten potenjiert, einen 
pofitiöen ober negativen JRabifanben liefert. 

@efe|e über SBurjeln mit pofitiüen nnb negatit)en 
9iabilanben. 

3lacö § 41, 1 unb 3 ift fowo^I (+ ay ate au(§ (— af 
qUO) + a^f allgemein: 

(+ a)«« = (+ a^y = + a^\ 

3)a nun bie Sliabijierung bie Umfetirung bei^ ^otenjieren^ 
ift, fo ffobtn wir y+ a* = + « ^^^^ allgemein: 

2n 



m7§ * ■■ ■ ' 

gormel I : y + a*» = + a. 

1) Se^tfa^: Sebe gerabe SBurjel äuS einem pt>\u 
tioen JRabifanben l^at neben anbern SBerten jwei aj* 
folut gleid^e, algebraifd^ entgegengefefete gal^Ienwerte. 

S)iefer gaß ift ber einjige, in welchem eine SBurgel jwei 
öerfti^iebenen (reeQen) S^^^ flWc^ ift- Slu« öorftel^enber 
gormel folgt: ^V+i = + 1 . 

3)a nad^ § 41, 3 eine ^otenj mit negatioer ©runbjal^I 
unb ungerabem ©Eponenten ftets negatit)en ß^araltcrS ift, 
fo mu§ umgelel^rt jebe ungerabe S33urjel aui^ einem negativen 

SJabüanben negatiö fein. So ift j. S5. }/— 27 = — 3. 

gormel II: y — a = — ya. 

aSenn aud^ gomiel II ftet« nc^tig tp, fo ift ba« 9lcfultat — V« 
bod^ leinei^toegS ald allgemein unb er{(^öt)fenb ^u betrachten, d^ne Unter- 
fuc^ung, toeI(i^e ben dlal^men biefer ©c^rift überfc^reitet, lel^rt, ba^ iebe 
SBurjel fo üiel SBerte l^at, al« ber SSuraelej^onent ©inl^eiten entl^alt. 

2) Sel^tfa^: Sebe ungerabe SBurjel aug einem nega- 
tioen afiabilanben f)at nur einen (reellen) SBert 

Sft ber üiabifanb einer ungeraben SBurjel pofitio, fo l^at 
bie SSäurjel nur einen unb jwar pofitiöen SBert. @o ift 

i. S. i/+27 nur gleid^ + 3. S)ag Sorjeid^en ber ungeraben 
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Sßiirjel ftimmt alfo ftetS mit bem SSorjetd^en beS Siabifanben 
übctein. 2it-hi 

gonnci IV : ^'"^V'+a = +Va. 

3) Sel^tfa^: Sebe ungerabe Sßutiel aud einer pofi- 
tiöen 3ö^I liefert ftetg nur einen, nämUc^ einen pofi* 
I tiöen SBert. 



%n-^l 



Sufolge biefeg Se^rfafee» ift y+ 1 «= + 1. 

S)ie beiben SSorjei^en + unb — bürfen nur in bem* 
i^oQe jufammen t)or einer SBurjelgröle [teilen, n)enn man 
b ie grt ber ©ntftel^ttng be3 gl abifanb en nid^t fennt. 
y(+ öt)* ift immer nur + a unb }/(— a)^ ift ftets nur gleid^ 
— a. dagegen ift: 

ya^ - 2a6 + 6« = + (a - 6), 

toeil ber JRabilanb fowol^I au8 {a—Vf al8 aud^ au« {b — af 
enlftanben fein lann. 

gemer ift y^Ö = 0; benn nad^ § 41, 2 ift 0» = 0. 

%\t gcrabc SEBurjet ou8 einer negatiüen 8*^^^ h- ®- V — * I^nn 
leiner ber bidl^er Betiad^teten S^^^en gleid^ fein, toeil ed leine t)ofitit)e 
obet negative ^dsji giebt, beten Ouabtat ben iRabilanben ~ 4 liefett. 
äBit l^aben eS l^iet mit einer neuen ^(i^\\^xvx ^u tl^un, beten ^e« 
trac^tung in einem befonbetn ^bfd^nitt etlebigt mitb. 

S58ut)eln mit negativem Sßut^elecponenten, atfo ^[udbtücfe oon bet 
Sotm ya, finben im folgenben ^bfc^nitt il^te Deutung. 



|i0n Den algetonifi^en Summern 

§ 43. Segtiff unb <Stgenfi$aften einet algetraifi^en Summe. 

SBie man bie pofitiöen unb negatiöen Sal^Ien algebraif d^e 
Saluten nennt, fo l^ei^t eine Summe au8 algebraifd^en ßal^Ien 
eine algebraifc^e Summe, j. S5.: 

(+ 4) + (- 7) + (- 3) + (+ 12) + (+ 9) + (~ 8). 
3n ber Äegcl reil^t man in einer fold^en Summe bie einjelnen 
©ummanben, b. i. bie Slugbrüdfe mit il^ren SSorjeid^en, ol^ne 
Sbbition^jeid^en aneinanber unb fd^reibt: 

+ 4 — 7 — 3 + 12 + 9 — 8. 
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®e(e(en: plus 4 minus 7 minus 3 plus 12 plus 9 minus 8. 
S)ic einjcincn 8[u2brücfe (4, 7, 3 u. f. w.) einer algeBroift^en 
Summe tpcrben aud^ ©lieber genannt mib naä) bcr Art bc§ 
SSorjetc^en« in pofitiüe unb negatiöe ©lieber unterf Rieben. 
$at ba« erfte ®Ueb fein SSorjeid^cn, fo ift e2 al8 pofitiö an» 
jufe^en. 3)a3 ®efe| über bie SSertaufc^ung ber ©ummanben 
(§ 3, 2) unb bie ^auptregel § 6, 5 gelten aud^ für bie alfle= 
braifc^e Summe. SWan fann alfo bie ©lieber einer algc^ 
braifc^en Summe in beliebiger JReil^enfoIge fd^reiben, 
ttjenn jebei^ ©lieb fein SSorjeid^en beibel^ält ©inb in 
einer algebraifd^en ©umme jmei abfolut gleid^e, algebratf^ ent^ 
gegengefe|te ©lieber, fo lann man bie|elben ol^ne n)eitered auj^- 
laffen, j. JB.: 

a — 6 — c + 6 + d + c = a + d. 

Seftel^t eine algebraifc^e ©umme aus beftimmten 
3a^Ien, fo finbet man ben Setrag ober SBert ber 
©umme in ber Siegel am fürjeften, inbem man fowo^I 
bie |)ojitit)en aU bie negatiöcn ©lieber abbiert unb 
le^tere ©umme öon elfterer fubtral^iert. ©o ift j. S-: 

6+12-16 + 8-4 + 5-7 

= (6 + 12 + 8 + 5) - (16 + 4 + 7) = 31 — 27 = 4. 

Sine algebraifd^e ©umme auf eine geringere Stnjal^l öon 
©liebern jurüdfpil^ren l^ei^t biefelbe rebujieren. 

3n einer algebraifc^en ©umme fönnen aud§ ©lieber Don 
klammern umfd^Ioffen fein. ÄlSbann bilben bie SluSbrüde 
innerl^alb ber Älammer wieber eine algebraifti^e ©umme, weld^e 
aud^ loo^I ein jufammengef e^teS ©lieb genannt n)irb. ©te^t 
t)or einem äufammengefe|ten ©liebe ba8 ßeid^en +, 
fo bürfen bie Älammern unbefc^abet ber Siid^tigleit 
aui^gelajfen toerben. 3ft bagegen einem mel^rglie^ 
brigen Slu8brudf ba^ 3^^^^^ — t)orgefe|t, fo mu| 
man beim Sluflöfen ber Slammer alle ©lieber innere 
l^alb berfelben mit entgegengefefetem SSorjeid^en ^in» 
fd^retben. ©o ift j. S.: 

a + ft — (c + d — /*) + 5r = a + 6 — c — ^ + /* + 5'- 
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SKanci^mal crfd^eincn aud^ in einer atgebraifc^en ©umme 
jufammengefe^te ^ßrobulte, b. ^, fold^e, in weld^en ein galtor 
(ober ntel^rere gaftoren) au§ einem ntel^rgliebrigen Slu^brurf 
befielet. SJurd^ Slu^fül^rung ber ^Rechenoperationen lann ein 
folt^eg ?probnIt in eine algebraifd^e ©nmnte öerttjanbelt werben, 
j. SB.: 

* 10a — 7c — 6(a + 26 - 3c) + 5 • (3a - 4c) 

= 10a — 7c — 6a — 126 + 18c + 15a — 20c. 

3)ie ®efe|e über Slbbition unb ©ubtraltion öon 
©umnten unb 35ifferenjen ber natfirlid^en ßal^Ien finb 
au(^ für algebraifd^e Summen gültig. 5Denn jebe ©umme 
an^ natürlid^en'ßal^Ien lann aU algebraische ©umme aufgefaßt 
»erben. 3)eutet man j. S5. in ber ©umme ber natürlici^en 
Sollten a + 6 + c ha^ Sfledöenjeic^en + aU SBorjeid^en, fo 
ftcfft biefelbe eine ©umme aus nur pofitiöen ßal^Ien bar, ttjeld^c 
ein befonberer %aU ber algebraifd&en ©umme ift. Dh man 
12 — 8 + 6 — 5 als }ujammengefe|ten ?lugbrucf ber natür« 
lid^en ßal^Ien 12, 8, 6 unb 5 betrad^tet ober bieje Sal^Ien^ 
öerfnü^jfung aU algebraifd^e ©umme aus ben pofitiöen 
Saluten (+12), (+6) unb ben negativen gal^Ien (—8) 
unb ( — 5) anfielet, ift für ba8 ©rgebni« ber JRed^nung gleid^^ 
gültig, ©benfo fann jebe S)ifferenj a — 6 ber natürlici^en 
Qa^lm ate algebraifd^e ©umme aufgefaßt »erben, ba eS gemä§ 
bem Oefefee über bie ©ubtraltion ber algebraifd)en Qa^Un (§ 35) 
einerlei ift, ob man t)on einer ßat)! a eine anbere 6 fubtra^iert 
ober biefelbe algebraifd^ abbiert, b. 1^. a — 6 = a + ( — 6). 
SluS biefer ©leid^ung ge^t ein wefentlid^er SSorteil ber aß« 
gemeinen Äritl^metil l^erüor. @S ift nämlid^ ni^t nötig, 
ferner bie frül^er aufgeftellten Sfled^engefe^e über bie 
JDifferenj anjuttjenben, ba biefe ßal^Iüerbinbung ben 
©efe^en über baS SJed^nen mit algebraifd^en ©ummen 
unterworfen wirb. 

§ 44. 9bbition unb SuÜttaftiiitt Hon algeitaifi^eii ®ummtn» 

1) Se^tfa^: Sllgebraifd^e ©ummen werben ju ein^ 
anber abbiert, inbem man bie gleid^namigen ©lieber 
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unter einaitber jd^reibt unb biefelben na6) ben @efe|en 
in ben §§ 34 unb 35 abbicrt. 
Um }. S5. btc ©untmcn: 

12a — 86 — 5c unb 206 + 15a — 9c 
unb 7c — 16a — 66 

in eine einzige ju t)ereinigen^ rid^tet man bie Sied^nuns auf 
folgenbe SBeife ein: 

12a — 86 — 5c 

15a + 206 — 9c 

— 16a— 66 + 7c 

lla+ 66 — 7c. 

2) Sel|tfa^: QtotxalQtita\\ä)t(Snmmtntotxbtnt)i>n^ 
einanber fubtral^iert, inbem man jebe« @Ueb beg ©üb- 
tral^enben mit entgegengefe^tem SSorjeic^en ju ben 
©liebern be3 SÄinuenben abbiert. 

S3eifpiel: 

20a — 146 + 7c — (12a — 96 — 8c). 
SluSfü^rung: 

20a — 146 + 7c 
12a— 96— 8c 



8a — 56 + 15c. 



§ 45. SRttltifililation algeütaifi^et ^ummtn. 

1) Se^tfai^: Qn^olQt § 9, 1 unb 4 tüirb eine alge* 
braifd&e Summe mit einer ßat)! multiplijiert, inbem 
man jebeg ®Ueb mit ber 3^^I muttiplijiert unb ben 
entftanbenen 2;eiIprobuften bei gleichen SSorjeii^en 
ber gaftoren bag Qü6)tn +, bagcgen bei entgegen- 
gefegten SSorieid^en baS ßeid^en — öorfe|t. (SSer- 
gleite § 38.) 

»eifpiel: 

(— 7a + 96 — 5c) • — 3a = 21a2 — 27a6 + 15ac. 
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2) Scl^fa^: 3^^^ algebraifd^e ©urnmen toerben 
mitctitQnbcr multipliäicrt; inbcm man mit jcbcm 
@Iieb bet einen @nmme an allen ©liebem ber anbern 
@umme bie 9)2uIti))Ufation t)o(Iiie^t unb ben Xei(^ 
probuften bei gleid^en SSorjeid^en +, bei ungleid^en 
— öorfefet. (Sergleid^e § 10, 10 unb § 38 bie ^auptgefele.) 

@ott j. 33. bie Summe: 

5a — 36 — 2c mit 7a + 46 — 3c 

uiuIti^iUjiett »erben ; fo fd^reibt man bie S^ltoren unterein- 
anbet unb öerfätirt toie beim SRuItipIijieren mel^rfteßiger befa^^ 
bifd^er 3^^^^^/ ^^^ ^^^ Unterfd^iebe, ba| man t)on linfö nad^ 
re^t§ ted^net S)ie gleid^namigen ^robulte »erben bei Slu«- 
fül^rung ber JRed^nung untereinanber gejd^rieben unb jule^t 
in ein @litb bereinigt. 

S5eifpiel: 

5a — U — 2c 

7a + 46 — 3c 

35a2 — 21a6 — 14ac 

+ 20a6 —126^ — 86c 

— 15ac +96c + 6c* 

35a2— a6 — 29ac — 126^ + 6c + 6c*. 

§ 46. Sinifion algcttaifilct Sumtttcn. 

1) Scl^tfa^: @ine algebraifd^e @umme XDxxb (gemä§ 
§ 13, 1 unb 3) burd^ eine 3^^! biöibiert, inbem man 
jebeiJ ®Iieb biöibiert unb ben einzelnen Duotienten 
nad^ bem ^auptgefe^e in § 39 bad SSorjeid^en giebt. 

aSeifpiel: 

(10a: — 15y + 20^) :6 = 2x — 3y + 40. 

SBenn eine algebraijd^e Summe burd^ äRuItipUfation einer 
©umme mit einer algebraijd^en 3^^! ^^^^ öwg htm 5ßrobutt 
Jtoeier algebraifd^en Summen entftanben ift (ttjie j. 85. bie 
Ie|te Summe in § 45), fo mu§ umgefel^rt bie S)it)ijion 
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bcrfclbcn burd^ einen tJaltor ben anbetn galtor 
liefern. ®8 ift j. SB.: 

ax + bx — az — be (a + ^)^ — (« + ^)^ 



X — z X -— z 

^ (a + h)(x-- z) 
X — z 



= a + 6. 



S)ie aiici^tigleit beg Duotienten ergiebt fid^ barauiJ, ba^: 

(a + 6) • (a: — z) 

bie algebraifd^e ©unime: 

ax -^-hx — az — hz 

liefert. Sine algebraifd^e Summe burd^ eine anberc 
biötbieren l^ei§t, einen Äugbrucf burd^ Sted^nung 
fud^en, »el^er mit bcm S)it)ijor multiplijiert ben 
S)it)ibenben jum 5ßrobufte giebt. 

Äann bie ^ttlt^\xxi% bcg 3)it)ibenben in galtoren nid^t 
betoerffteUigt »erben, f o bebicnt man fid^ jur SSertoanblung 
beS Duotienten in eine algebraifd^c Summe eines 9led^nung2^ 
öerfal^renS; »eld^eS mit ber ©iüifion mel^rftettiger natürlid^er 
ßal^Ien burd^ einen mctirteiligcn S)it)ifor gro§e Slinlid^feit ^at 
3ur Kenntnis genjiffer Siegeln, »eld^e bei ber 3)it)ifion alge- 
braijd^er Summen gu befolgen finb, gelangt man burd^ folgenbe 
Überlegung: Sft ber S)it)ibenb 8 ba« 5ßrobuft auS bem ©ioifor 
s unb einer, atgebraifd^en Summe, fo muffen bie SBud^ftaben 
be8 3)it)ifor8 aud^ im S)it)ibenben entl^alten jein. (SKan fel^e 
baS aSeifpiel in § 45 unter 2.) »or Äugfül^rung ber SHmfion 
einer algebraifd^en Summe burd^ eine fold^e Summe mu§ man 
bal^er junäd^ft fotool^I bie ©lieber beS 3)it)ibenben als bie 
©lieber beS ©iüiforS orbnen, unb jtoar junä^ft nad^ \>tvx 
Sllpl^abet. SBeim Drbnen ber Summen ift ferner ber Slang 
ber ©lieber nad^ il^rem 5ßotenjttJcrt ju berüdffid^tigen. S)ie 
aiangorbnung ber ©lieber ift eine jtoeifad^c: ftel^t baS ©lieb 
mit bem t|öd^ften ^otenjeEponenten juerft unb folgen nun ^vt 
übrigen ©lieber it)rem Stange entfpred^enb, jo ba§ bie Summe 
mit bem ©liebe ber niebrigften ^ßotenj abfd^Iie|t, fo ift bie 
algebraijd^e Summe nad^ fallenben 5ßotenien, im um« 
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gefeierten gaQe nad^ fteigenben 5ßotenäcn geotbnet. S)te 
^a% nad^ toeld^er eine atgebraifd^e ©uninie gcorbnct ift, toirb 
^auptgrö^e ober DrbnungiJgrö§e genannt. S)ie ©umnie: 

12a;* — 8x^ + 5a;« + x — 15 

ift nad^ faQenben ^potcnjen unb bic folgenbc: 

8 + a:— 7a;«- öx"" + lOar* 

ift nad^ fteigenben ^otenjen öon x geotbnet. ©inb ©iöibenb 
unb S)it)ifor übcreinftimmenb geotbnet, fo toirb bic S)imfion 
auf eine fold^c SBeife Qngjnfül^ren fein, ba^ aud^ ber Quotient, 
bie gefud^te ©umme, entfpred^enb geotbnet ctfd^eint. 

äte ©tunblage jut SSettoanblnng beg Quotienten jtoeiet 
olgebtaifd^en ©ummen S unb s in eine algebtaifd^e ©umme 
bient folgenbe gotmel: 

7 = 2 + —,-^- 

Diefe ©leid^ung fptid^t folgenbe Siegel aug: SRan biöibiete baiJ 
erfte (Stieb beg S)it)ibenben burd^ bag etfte ©lieb beg S)it)ifotS, 
fo erl^ält man ben etften Xeilquotienten q. liefen multiplijiete 
man mit fämtlid^en Oliebern be8 S)it)ijk)t2 unb fubttat|iete bie 
erl^altenen ^tobufte öom 3)it)ibenben nad^ bet Siegel: 2Hge- 
braifd^ ©ubtral^ieten l^ei^t, mit entgegengefe^tem SSotjeid^en 
abbieten (§ 38). Dtbnet man nun ben SReft S — qs unb 
»enbet auf ben Quotienten S — qs öotfteiienbe gotmel in 
betfelben SSäeife an, fo finbet man ba« jtoeite ©lieb bet 
gefuc^ten ©umme. S)utd^ gottfe^ung biefeS SSetfal^teniJ etl^ält 
man nad^ unb nad^ aUe ©liebet bet ju fud^enben algebtaifd^en 
Üuotienten. Xtitt bet gatt ein, ba| bie 3)iffetenj S — qs 
SluQ giebt, fo fagt man, bie S)it)ifion gef)t auf obet bet ^iou 
benb ift butd^ ben 3)it)ifot (oline Sieft) teübat. — SBei ^n^^ 
ffil^rung bet einjelnen S)it)ifionen uetgeffe man nid^t, ben 
Üuotienten bag tid^tige Sßotjeid^en ju geben (§ 39). 
Seifpiel: ®8 fei bie algebtaifd^e ©umme: 

15a;« + 16xy — Iby^ + 2x0 + 26y0 — 8^« 

butd^ bie algebtaifd^e ©umme: 

3a; + 5^ — 2^ ju biöibieten. 



^ 
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2)arftenung bei» 9lecl^nungSt)erfQ]^reni$: 
{I5x^+16xy-16y^+ 2xe+26ye—80^) : (Sx+5y—2e) 
15x^+25xy — lOxjef — 5x— 3y+4£f. 

— 9a:y— 15yM-12a:ier+26y;ef— 8;e?* 

- 9a?y~15y» + 6yg 

12x0+2Oyz--'8e^ 
12x0+2Oy0—8z^ 

Ö. 

Erläuterung t)orftel^enber 9led^nung. ^a^ erfte 
©lieb bt^ 2)it)ibenben 15x^ burd^ bai» erfte ©lieb bei^ SiüiforiS 
3x biöibiert giebt 5x, ben erften %üi ber gefud^ten alge== 
braijd^en ©umuie. liefen leilquotienten mit beut ganjeu 
S)it)ifor uiultiplijiert, liefert: 

(3a; + 5y — 20) • 5a? = löa;^ + 26xy — lOxg. 

S)urd^ ©ubtraftion biefeiJ leilprobufteiJ öom SRinuenben ent- 

[teilt: _ 9xy — 15y^ + 12rcjEr + 26y0 — 8e^. 

3)imbieren toir baiJ erfte ®Iieb biefeS JRefteiJ — 9xy burd^ 
3a;, fo erl^alten toir ba^ jtoeite ®Iieb beg gefud^ten S)it)iforg, 
näuitid^ ~ 3y. 3)q§ $ßrobuIt: 

(3a: + 5y — 2;ef) . — 3y = — 15a;y — 15y* + 6y£i 

öoui vorigen fRefte fubtral^iert, giebt: 

12a;;? + 20y;er — 80^, 

3)en crfteu leil biefeg JRefteiJ burd^ 3a; biöibiert, liefert ben 
britten Sieilquotienten , nämüd^ 40, ©ubtral^lert man bai^ 
5ßrobu!t: 

{dx + 6y — 20)'i0 ober 12a;;ef + 20a;y — 8;?* 

t)om vorigen SRefte, fo bleibt SRuQ übrig. ®ie gefud^te alge« 
braifd^e ©umme l^ei|t alfo: 

6x — 3y + 4:0. 

3)iefer Quotient ift rid^tig, ttjeil nad^ bem ©runbgejefee ber 
Diöifion Q'd^D, bag ^robult: 

(3a; + 5y - 20) • (5a; - 3y + 40) 
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hm 3)iüibcttbcn liefert. 3n üorftel^enber Äed^nung ift bie 
(Jorraet: s s — qs 

btetmat angetoenbet toorben. S)ut(!^ bie erfte S)iDiflon ergab 
fi(§ gr = 15 a?* : Sa: = bx, unb bejeid^nen toir bie gegebenen 
©ummcn in bem getöfien ©eifpiele jur Äürje mit S nnb s, 
jo ift: 

S _ , S—qs c I —9xy— 16y* + nxg -f 26 yg — 8«' 

•J — i-i i Oa;i 8a, + 6y-2« 

S)uid^ ^ntoenbung bet t$otineI auf ben leiteten Ouotienten 
«r]|ietten wir : g -= — 9a:y : 3a; — — 3y unb 

« ^ ' « ' ' sx 4- cy — 2« 

IBe^anbelt man ben Quotienten red^tS in berfelben SSeije, fo 
ergieBt ftc^: g « 12a:;? : 3a; — 4z unb 

| = 3 + ^^*'=5a;-3y + 4.+ •» 



= 5a; — 3y + 4js?. 

2)er le^te Quotient ift nad^ § 40 ber SRuQ gleid^. 

SettjeiiJ für bie JRid^tigleit ber SSerttjanblungSformet: 

8 . S — qs 



I 8 -^ ' S 



®iefe ©leid^ung ift rid^tig, »enn bem ©runbgefe^ Qd^D 
infolge: ^^ ^ £_-gs^ , ^ _ ^ 

ift. S)ur(l^ «ugfü^rung ber äWuItipKIation entfielt: 

gs + jS — qs =^ S. 

3ft ber ©iüifor s nic^t grftor be8 ©iöibenben S, fo lann 
burd^ Slugfül^rung ber S)it)ifion bie ©ifferenj S -- qs nie 
gteid^ SRutt »erben, alfo bie JRed^nung nid^t aufgeben, ntag 
man biefelbe fo lange fortfe^en, aU man toiß. S)ie S)iöifion 
gel^t nie auf, »enn eine Qai^i hnxö) eine algebraijd^e ©umme 
biüibiert wirb. 3n biefem gatte fann man eine beliebige 81ns: 
jal^I t)on Oüebern bered^nen, oergeffe aber nid^t, afe lefete» 

Sd^üller, «ttt^metif. 9 
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®Iieb ben Quotienten an^ bent legten Steft unb bem 3)toifot, 

-^f anjufd^reiBen. ^äufig erlennt man au» ben erften be« 

rechneten ©liebem ein beftimmteS ®efe|, nad^ toüä)tm man 
bie folgenben ©ummanben ol^ne n^eitere» büben fann. ®S fei 
2» 93. bie 3<it|t 1 burd^ bie @untnte 1 + ^ iu biüibieten. 

1 : (1 + a) = 1 - a + a» — a» + a* — j^. 

— a 

— a — a* 

g^ + g» 

1 : (1 - g) « 1 + g + a» + g» + g* + ^ . 

9lun finb n)ir aud^ imftanbe, ben äßert beS Duottenten ^ 
nod^ anberS ju beftintnten. @e|t man an ©teUe bei» S)it)ifor8 
SJuII bie gleid^toertige S)ifferenj g — g, fo ift ^ gleid^: 

g:(a-.ö) «=1 + 1 + 1 + 1 + + -^ 

g — g 



g 

g — g 

g 

Sa bie Sit)ifton nid^t aufgetit unb jiebes @Iieb bei» Ouotiettten 
1 ift^ fo leud^tet ein, ba| ber Duotient g:0 eine unenbßd^e 
Seilte t)on ®in]^eiten^ b. 1^. eine unenblid^e Qai)l (§ 40) bc^ 

jeid^net 9uS biefem ®runbe benu|t man ben Duotienten ^ 
aud^ ate Qti6)cn für cx>. 

§ 47. Serlegttttg algelraifi|er ^nmmtn in f^altoteit. 

3n § 45 ift gejeigt »orben^ »ie man jttjei 5ßrobttIte, 
ttjeld^e algebraifd^e Summen finb, in eine einjige ©umwe 
üemanbelt. $ier foQ bie umgefel^tte O))eration bel^anbelt 
toerbcn, nämlid^ bie SSertoanblung ober S^^^Iegung afge^ 



i 
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broifd^cr ©umtncn in ^robuftc. 3)iefc Umformutifl ift in 
öicictt gättcn t)on SBid^tiglcit 

1) §abcn bic ©liebet einer algebraifd^en ©umnie 
einen gaftor gemeinfc^aftlid^^ fo fonbere man i^n a6. 
äBie bieg gefc^iel^t, lel^rt bie gormel: 

ah + ac«=' a(h + c). 

(Sergleid^e bie SBemerfungcn § 9, Seite 33.) 
S5eifpiele: 
5m + 5n = 5(m + w); 24a — 186 — 6(4a — 36); 
3a«6 — 6ab^ + 18a6c = 3a6(a — 26 + 6c). 

2) ®rö|cre ©d^toierigfeit bietet bie S^tlegung algebraifd^er 
Summen, toeld^e burd^ itotu unb mel^rgliebrige gaftoten be* 
jeid^net »erben muffen. S)o l^ier nid^t aQe ©lieber mit einem 
gemeinfd^aftlic^en gattor bel^aftet finb, fo überlege man, ob 
2 unb 2, 3 unb 3 ©lieber u. f. to. ftc^ toie öorl^in in ein 
^robuft öertoanbeln laffen, g. SB.: 

ac — bd -\- ad — 6c = c(a — 6) + d{a — 6) 

= (a_6)(c + d); 

2a6 + c — 2a — 6c = 2a(6 — 1) — c(6 — 1) 

= (2a + c) (6 — 1). 

15am -— 8cn — lOan + 12cm — 96m + 66» 
= 3m(5a — 36 + 4c) — 2n(5a - 36 + 4c) 
= (5a — 36 + 4c) (3m — 2n). 

3) Seftet|t bie algebraifd^e Summe ans einer ungeraben 
?[niat|I ©lieber, fo lä^t fid^ biefelbe nid^t birelt in ein 5ßrobuIt 
üertoanbeln. äRand^mal lommt man aud^ l^ier jum QkU, toenn 
man öorerft burd^ QttUQuni eine» &ütbt8 in eine ©umme 
ober in eine S)ifferenj eine gerabe Slnsal^I öon ©liebern fd^afft 
unb bann baS SSerfa^ren unter 2) antoenbet. 3)ag ©elingen 
ber Umformung l^ängt toefentüd^ öon ber SBalil beg ju jer» 
legenben ©ummanben unb t)on ber Slrt ber QttUQuni ab. 
S)utd^ aufmerffame SBetrad^tung ber ©lieber unb Übung erlangt 
man atebalb eine getoiffe ©efd^idtlid^feit in biefer JRed^enarbeit. 

9* 
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Scifpielc: 

X* + Sxy + 2y* = a;* + a:y + 2a;y + 2y» 

«=» a?(rc + y) + 2y(a; + y) — (a; + y) (rr + 2y). 

x^ + xy — 12y' = a:* + A:xy — 3a;y — 12j/* 
- x{x — 3^^) + Ayix — 3y) = (^ + 4y) {x - 3y). 

•4) S)ie gonncln § 16, 2/8 unb 4ß, 8, 9 unb § 17 
©eitc 66 1 big 5 fönncti oft mit SSortcil angctoenbct »erben, 

^ + 6y + 9y« - (a: + Syf = (x + 3y) (x + 3y). 

9x^ ± I2xy + 4y« = (3a; + 2y)*; 

4rr* — 9y^ = (2a; + 3y) • (2x - 3y); 

a?^ + 1 = (a; + 1) . (a;« — a;y + 1); 

rc* — y* — X?* + 2y;gf = x^ — (jf — xf)* 

= (^ + y — ^) • (a? — y + ^)- 

5) ®ine algcbraij^e ©umme t)on bcr gönn a;* +i?Ä; + ä 
l^ei^t ein nad^ foDenben ^otenjen t)on o; georbnetet quabratifd^er 
Äu^brudt. Um bie SRegeln für bie galtorenbitbung berartiger 
Äuäbrüde ju gewinnen , btibe man bie folgenben ©leid^ungen, 
in ttjeld^en a > 6 ift: 

(1) (x + a)(x+h) = x^ + (a + h)x + al 

(2) (a; + a) (a; — 6) — ic* + (a — h)x — ab 

(3) {x — a) (a: + ^) ~ ^^ — (^ — ^)^ — ^^ 

(4) (a? — a) (a; — 6) == a;^ — (a + 6)a: + «&• 

S)iefe ©leid^ungen leieren: 1) S)a ber SBud^ftabe x ol8 g^*^^ 
beiJ erften unb ä^eiten ®Iiebe8 ber cntftanbenen algebraif^en 
©umme erfd^eint, fo mu§ berfelbe ein ©ummanb ber beiben 
jttjeigliebrigen galtoren fein; 2) Der Äocffijient (galtor) +jp 
\>t^ jtoeiten ©liebes ift bie algebraifd^e ©umme ber beiben 
anbem ©ummanben ber gaftoren, unb bag britte ®Iieb +g 
ift bag ^robuft berfelben. 3) Siegel für bie «luffinbung 
ber jtoeiten ©lieber ber gattoren: 3Ran jerlege Hi 
britte &i\t\i ±9' i" ^i^ 5ßrobuft aug jtoei algebraifd^en 
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ßa^Iett, beten @umme gleid^ betn Jtoefftjienten +p 
bti jloeiten ®Iiebe8 beS quabrattfci^en Slui^bcudS ift. 

1) fßti^pieU «» + 9a; + 20. ©a ba8 jweite unb brüte 
@Iteb hai fßoxidäftn + l^abett, fo finb bie ©lieber ber bi« 
notnifd^en (^altoren |)o{ttit). 9htit ift: 

(+ 20) = (+ 1) . (+ 20) 

- (+ 2) . (+ 10) 

-(+4).(+ 5). 

Set SBebingung, ba^ bie ßoeffijientenjiumnte gleid^ + 9 ift, 
genagt nur baS legte $robutt; folglid^ ift: 

35* + 9a; + 20 — (« + 4) (ä + 5). 

2) a;* + 2a;— 48. S)a bo8 atoeite ®Keb be* qttobrotif(!^en 
StttSbtttdS pofittt), hai legte aber negatib ift, fo ift formet 2 
(in ber Untle^rung) anpnyenben. @8 ift: 

(_ 48) =. (- 1) ■ (+ 48) = (+ 1) . (- 48) 
= (-2).(+24) = (+2).(-24) 
= (-3). (+16) -=(+3). (-16) 
-(-4).(+12)-(+4).(-12) 
-(-8)-(+ 6)-(+8).(- 6). 

SSon biefen Serlegungen erfttOt ba» legte «ßrobuft (+8) -(—6) 
bie {^orbetnng, ba| bie olgebraifd^e @umme ber t^aftoren gleid^ 
+ 2 ift. fjotgtic^ ift: 

a;* + 2a; — 48 = (a; + 8) (a; — 6). 

ZHe auSfül^rlici^e Vorlegung ber 3^%ttng in folgenben 
SBeif fielen ift bent Semenben fiberlaffen: 

«* + 10a; — 24 = (a; + 12) (z - 2); 
a;* — 3a; — 54 = (a; — 9) (a; + 6); 

a;» — 10a; + 9 = (a; — 9) (a; — 1); 

a;» - a; — 30 — (a; + 5) (a; - 6); 

a^ — 2ax — 8o* •= (a; + 2a) (x — 4o); 

a;« — 23a; + 120 = (a; — 15) (a; — 8); 
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3a;« + a; - 2 = (a: + 1) (3a; — 2); 
12a;« — 17a; + 6 = (4a; — 3) (3a; — 2). 

S)ic QttUsaxiQ algcbraijci^cr ÄuSbrüdfc wn bcr gotm 
^ + 1>^ db ? ift »id^ttg , tocil fic uniJ ein SRittct bietet, 
gemifd^te quabratifd^e ©letd^ungen ju löfen. 

§ 48. Bereinigttitg Hon Onotienteit auf algelraifdjleit ^ummtn; 

fturjen betfcllrn. 

a) Sereinigen. 3)ie ^Bereinigung tion Duotienten gefd^iel^t 
nad^ ben in § 13 unter 2) unb 4) aufgeftettten Sel^rfäfeen. ©inb 
bie S)iöiforen ber Duotienten üerfd^ieben, fo muffen festere uor- 
erft g leiden am ig gemad^t n)erben. Sad ©leid^namigmad^en 
beftel^t barin ; ba§ ntan 3)it)ibenb unb S)imfor eined jeben 
Duotienten mit einem fold^en äuiJbrudf muIti^jKjiert, ba^ bie* 
fetten gleid^en S)it)ifor erl^alten, S)ie Siid^tigfeit biefeg Äed^- 
nunggöerfatireniJ grünbet fid^ auf ben 10) Setirfafe in § 13. 
ffiinen gemeinfamen S)it)ifor, ^auptbiöifor ober S)it)ibuuS, un- 
glei^namiger Duotienten erl^&It man fteti^ burd^ ba^ ^robutt 
fämtlid^er S)it)i|orcn. S)er auf biefe SBeife gebilbete ^aupt« 
bioifor ift inbeg nid^t immer ber Ileinfte. Um ben lefeteren 
ju finben, fann man bie im t^origen ^aragropl^en geleierte 
%attoxtn'^txUQnnQ ber 3)it)iforen benufeen. SWand^mal ift ber 
S)it)ifor eineiJ ber ju öereinigenben Duotienten ber ^auptbiöifor. 

1) SBeifpiel: x . a 



X -\- a*^ X — a 

S)cr ^auptbioif or l^ei^t (x + a) {x — a). SBegeid^net man bie 
Summe ber Duotienten mit S, fo ift: 

o x(x — a) + <*(^ + ö) x^ -\- a* 

(a; + a) (o; — a) x* — a* 

2) Die Duotienten: 

a;* + y* + ^y x^ — xy + y* c 2y^ + a;» — y» 

X -{- y ' X — y X* — y* 

ju abbieren. 

S)er §auptbit)ifor ift x^—y^, xotxi (x+y)(x—y)=^a^ ^y^ 
ift (§ 16, 7/3). g« ift bal^er: 
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x^ — y* 

5Rad^ gotmcl (3) ©citc 66 tft ba« crftc 5ßrobttIt bc» 3)iöibcn^ 
ben gteid^ x^ — y^, ba8 jtocitc ^robuft liefert a^ + y'* i^öd^ 
gormel (2). Solglic^ tft: 

o a;8 — y» — (x^ ^ ys^ 4, 2 y8 — y« + a;» a?* — y' ^ 

ic* — y* rc' — y' 

3) aSctfpiel: @iJ jcien bte Duotienteti: 

X — 4 4, 10 — X 

unb 



X* — 6x + 6 Ä* + So; — 10 

ju üerctnigcn. Slad^ § 47, 5 ift: 

Ä?2 — 5ir + 6 — (a; — 2) (x — 3) 
unb a;« + 3a; — 10 = (a; — 2) (a; + 5). 

5Der fleinftc S)it)ibuu8 l^ei^t: 

(a;-2)(a;-3)(a; + 5). äJiit^in: 

a ^ ( a? + 6) (a; — 4) + (a; — 3) (10 — o?) ^ 14a; — 60 

(a? — 2) (a? — 3) (a; + 6) ~ a;« — 19a; + 30 ' 

b) Äürjctt. Um Dttoticnten algebraifd^er ©ummen ju 
fürjctt; toenbct man bic in § 47 bel^anbclte Umformung alge» 
Braifc^er Summen an. 9Wan öcrtoanbett ben 3)it)ibenbcn unb 
bcn ®it)ifor in 5ßrobufte unb l^cbt ben Duottenten burd^ ben 
gemcinjd^aftlid^cn galtor, j. 85.: 

j^v a;' — y» ^ {x — y) {x + y) ^ x — y ^ 

^ (a? + y)* ^ (a; + y) (a; + y) « + y * 

^v 6a*6 — 6a*5 + 120*6» ^ 3o(2a»6 — 2a& + 4a&») _ 3a 
^ 8a»&* — 8a6* + 16o5* ~ 45(2a»& — 2a6 + 4a68) "" 45 " 

Q\ 2a; + 4 2(a; + 2) 

/ /r* A.vi — 19. /'T J- QN /'/». A\ 



4) 



a;* — 4a; — 12 (oj + 2) (a; — 6) a; — 6 

a;* + 3a? — 4 ^^ (a; — 1) (a; + 4) a; — 1 

a;« + 5a; + 4 (a; + 1) (a; + 4) ~ ^T+T' 



§ 49; ^otenjieren einer algeltaifi|en Sutttme. 

Die Sef)rfS|e § 16, 3jJ unb 4/J lönnen »tr jefet in folgenbe 
SBal^rl^eit jufammcnf äffen: 

Sel^rfa^: S)a§ Duabrat einer atgebraifd^en ©umme 
ift glcid^ ber ©umme ber Duabrate ber einjelnen 
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©lieber uitb ben boppetten ^robuften arxi \t itod 
©uuimanb'en, 3- ®-* 

^otettiierung eine» Sinomon» a + b. ©ntttritfelt 
man nad^ § 40 nnb § 16, 2ß nvb 9 bie ^otenjen ber ©umme 
a + b, fo crt|ält man: 

(a + i)o-l 

(a + ft)i — a + 6 

(a + 6/ = a* + 2a6 + ¥ 

(a + &)» « o» + Sab + 3a6« + 6» 

(a + 6)* = 0* + 4a»6 + 6a*6» + 4a6» + 6*. 

tjolgernngl. 3ebe8 leilprobnlt ber ^otenj einer ©mmne 
befielet auS fo üiel f^altoren, aU ber (S^ponent Sinl^eiten entt)ält 
2)ie 9(nia]^I ber f^aftoren eine» jeben ©liebe» in ber entoidelten 
Seilte ber 5ßotenj (a + 6)* ift aQgemein glcid^ n. 

f^olgernng 2. Da» SnfangSglieb ber entoidelten ^otenj- 
reil^e l^eifet a~, ba» (Snbgüeb 6»- S)ie ©jponenten ber ^ßotenjen 
wn a nel^men ftetig nm 1 ab, iDäl^renb bie Ssponenten ber 
^otenjen üon b ftetig um 1 nnid^fen, bie @nmme ber @£' 
ponenten eine» jleben ©liebe» ift aljo gleid^ n. 9)er 8lu»bru(t 
(a + &)*• befielet aljo an» fotgenben ^robnften: 

gotgernng 3. Die ?lnja]^I ber ©lieber ift nm 1 größer 
al» ber ©jponent ber ©nmme. Dnrd^ bie SntttJideInng ber 
5ßotenj (a + 6)~ mn§ atfo eine JReil^e an» n + 1 ©liebem 
entftel^en. — Sejeid^net n eine gerabe Qa% fo ^at bie Sieil^e 
ein aWittelglieb. 3ft ber Sjponent ungerabe, fo finb itoei 
aWittelgüeber öorl^anben. 

Der Soeffijient*) be» jtoeiten ©liebe» ber ent^idelten Steige 
ton (a + by ^ei|t 3, Diefe S^^^I-ift fltci^ i>w ©nmme ber 
Äoeffijienten be» jtoeiten nnb be» erften ©liebe» ber ^tenj 

£ 

*) Wtan )>|legt ben SO^Itiplifator, toenn er eine numerifci^e Safi^i 
ift, Koeffizienten ^u nennen. 
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(a + by. S)Qg brüte ®Keb ber SRei^e öon (a + hy f^at bcn 
fioeffijientcn 6. Sefetcrer ift gleid^ ber ßoeffiiientensSuinine 
att3 bem brüten unb jtoeitcn ©liebe ber enttoidelten Stetige üon 

(a + hy. 

Folgerung 4. Sag StnfangiJ* unb baS ©nbglieb ber 
$ßrobuftenrei]^e i)at bcn ßoeffijientcn 1. S)er Äoeffijient ber 
anbern ©lieber ift bie Summe aug bem Soeffijienten be8 ent- 
fpred^enben nnb bt^ öorl^ergel^enben ©KebcS ber näd^ft ntcbern 
^otenj. 3n ber Äoeffijienten == ifteil^e folgen bie ^al^kn öor* 
toärtS unb rilcftoärtg gelefen in gleid^er SBeife aufeinanber. 

?luf biefer SBal^tl^eit berul^t bie SBilbung ber folgenben 
laf el, weld^e bie Äoeffijienten ber ©lieber ber Summe a + b 
öon ber erften big jur fec^ften ?ßotenj entl^ölt. S)a bie ^xd^ 
bufte, totiä)t öom erften unb legten ©Hebe gleid^ toeit abftel^en, 
gleid^e Äocffijienten l^aben, fo ift nur bie SBered^nung berfetben 
big äum SRittelgtiebe nötig. S)ieje Xafel »irb naä) ^agcal 
(1623—1662)*) ba2 ^aScalfd^e ober arit^metij^e »reietf 

genannt. 

0. 1 

1. 11 

2. 12 1 

3. 13 3 1 

4. 14 6 4 1 

5. 1 5 10 10 5 1 

6. 1 6 15 20 15 6 1. 

SRit Senu^ung ber in ben Folgerungen 1 big 5 auggejprod^enen 
SBUbungggef efee über bie ©nttoid elung ber ^potenjen üon a + 6 
fann man bie $ßrobufte niebcrjc^rciben^ of)ne bie bei l^öl^eren 
^otenjcn jeitraubenbe aWuIttplifation ausführen ju muffen. 
Um j. 85. bie 5ßotenj (a + by ju enttoitfeln, beftimme man 
junäd^ft bie ßocffijienten ber ©lieber mit a3enu|ung ber Äoeffi* 
jienten ber 5ßotenä (a + 6)^. 

*) 2)ct|clbe loor ein Bcrül^mtcr franjöfi^et SRatl^ematiler unb ^pi^^s 
fifer. (Sr erfanb u. a. obige )>raftifd^e älf^etl^obe ^ur ^Bilbung bet S3ino:> 
mials^oefftäicnten. 
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3)ic Äoeffi}icntcn finb: 

1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1. 

3)ic ^robuftc tici^en: 
a^ a«6, a^6^ a*6», a»6*, a«6^ a6«, 6^ 
(a+6)Wa7^7a«6+2laö6*+35a*6»+35a3i*+21a26-'+7a6«+6^ 

3ft bet @ummanb b negatto, fo l^aben nod^ § 42 bie 
gcxabcn ^potcnjcn öon 6 pofitiiDcn, bie ungcraben negatiöcn 
SBcrt. S)ie auS (a — 6)»» cntotd citcn Stcil^cn untcrfd^cibcn fid^ 
alfo t)on bcr 5ßotcnj (0 + 6)* nur baburd^, ba^ bie ©lieber 
an gerabcr ©teQe ba« SSorjeid^en — l^aben. @o ift j. S.: 

S)ag ©efcfe, toeld^eg bie (gnttoicfelung ber 5ßotenj (a + hy att- 
gemein angiebt, füt|rt ben Slawen „binomijd^er Sel^rfafe". 
S)ie gormcl beäjelben t|ei§t: 

(9e{(^i(i^tlid^e 93emetlungen. ^ie etften S3tnomtaI'^oefft5ienten 
toaren ben Arabern beteitö gegen (Snbe bed elften gal^rl^unbertd belannt. 
Sn einer ©d^rift bed d^inertf^en ä^atl^ematilerS Xfc^u]^ fd^i ftl^, „^oft« 
barer ©t^iegcl ber öier (Elemente " 1303, tommt bie Äoefftjtenten * Xafel 
big jur ad^ten ^otenj unter bem Spanien ,,Si]^n»2:afer' afö eine alte 
(Srfinbung bor. ^te ^nfangdglieber finben fid^ ferner in ber^ritl^metü 
bon Stiefel (1544). @eit (gnbe bc8 ficbiel^nten ^al^rl^unbertS nennt man 
bie 2:afel in (gurotja „aritl^metifd^eg ^reiedC''. 

3nerft l^at obige gormel be8 binomifd^cn Sel^rjaftciS bcc berül^mte 
englifd^e SWatl^ematiler unb ^l^^filer S^etoton (1642-— 1726) angegeben. 
2)iefelbe fott ju ©l^ren SlerotonS auf feinem 3)en!mal in ber SSBeftminftcrs 
^btei eingegraben fein. äBegen feiner SBid^tigfeit mirb ber binomifd^e 
Sel^rfa^ mit 9ied^t bad gfunbament ber l^öl^eren 9)latl^ematit genannt. 

§ 50. 9ltt§}ie]§en bet Cuabtat^ unb ber ftubiftourjel niü» 

algeiraifilett Stttttmen. 

SSor Seginn ber Sfted^nung orbne man bie atgebraif^e 
Summe uad^ faUenben ober fteigenben ^otenjen eine^ Su^* 
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ftaben«. 3)aS Sied^nungi^öcrfatircn ip baSfcttc toic bei bcr 
SRabijierung bcr natürlid^en S^T^Ien. (SScrgleid^c ba« @. 72 

©efagtc.) 

1) yi6a:« — 24icy + 9f = ±(4x — 3y) 



2fl = 8a;-^- — 24a;y 
2a6=8a;(— 3y)=— 24a:y 



6^ = (-3y) 



i 






0. 



2) }/a^ 



o 4- 6 



— 8a;»+26a;*— 40a;+25=+(a;*— 4a;+5) 



6' 



2o=2a^^ 8«' 

2o6=2a;ä'-(— 4«)= —Sa;' 



4-26«* 
6»=(— 4«)»= +16«* 



2o'-=2(a:»-4a;)-f- 10a;»— 40« 
2«'6'=(2a;*— 8a;)-5= 10a;»— 40« 



+25 
6'«=5»= +25 

0. 



3) 1/8««— 36«*+66«*— 63««+33«»— 9a;+l=2«*— 3«+l 
o»=(2«»)»= 8«« 

5oM(2«)»=12«*^— 36«» 
3o»6=12«*-(-3«) 36«" 



+66«* 
3a6»=3-2«»-(-3«)»»= +54»* 



• +12«*-63«» 
5«=(_3x)»- -27«* 



3o'*-12 «* - 36««+27 ««-T- + 12«*— 36 «»+33 «» 
3o'«6'=(l 2«*-36«»+27«»)- 1 = 12 «*— 36 «»+27 «» 



6«»— 9« 
3a6'»=3.(2««— 3«)-l»= 6«»— 9« 



+1 
6'»=18= +1 

0. 



2)ritter Slbfc^nitt. 
MtiU (imtxttxm$ itB 3fll|Utttegrtffs: ^tx ütvif.*) 

§ 51. «ttffaffen beS fBrui^a aU melitete gleite Zeile eine» 

®an)en. 

8ur rid^ttgcn unb Haren «uffaffutig bcr ^xud^^a^tm, jut (grjeugimft 
eine» Maren unb beutlid^en ©egrtff» biefer Stt^^^^en, ift unbcbtngt er* 
forberltd^, ba6 bcr Seigrer btc (gntfleljung ber ©rüd^e anfci^auHc^ ^x^t. 
8u bicfem gwecfe bebiene er fid^ 8un&# lonfreter ^eßenpänbe, j. 95. 
©töbd^en, kopier* unb SBanbjtretfen, bte bor htn Ängen ber ©d^fiter in 
jwei, bier, ac^t gleid^e Xctie jerlegt tocrben. 9^ialo^x, ber 95egrftnbcr 
unferer l^eutigen iRed^enmet^obe , benn^te jur C^r^eugung ber S3rud^t)ot* 
fteHungen eine 93rud^tabelle, »eld^er bte gerabe )Binie jugrunbe liegt unb 
5ur IBeranfd^auIid^ung ber Operationen mit IBrüd^en toenbete er stoei 
Dttobrattobellen an.**) 3n ber X^at fmb 8flottm großen ein nit^t ju 
unterfd^ei|enbed Hilfsmittel jur anfd^aulid^en SSel^anblung ber IBmd^red^nung. 
SSeld^en 38ert 5. ». bie Teilung bon ©treden in eine «[njal^l gleid^cr 
Seile für hit Äuffaffnng be» ©rud^c« f)at, ift f aflgcmein anerfannt, baj 
es !aum ein 9led^enbnc^ geben bilrfte, toeld^ed biefeS ©eranfd^aulid^ungS' 
mittel nid^t anmenbet. 

♦) »orbemerlung. 3n ben §§ 61 bi« 67 laffen mir junäd^ft eine 
mel^r fd^ulgemäße al8 toiffcnfd^aftUd^e Vorlegung ber ^au})ttetlc ber 93ru^ 
red^nung folgen. 2)em Stoedfe biefer ©d^rift entf^jredjenb, bie geometrif^c 
»erfinnlid^nng ber gal^len ju benu^en „unb ha^ (grgebnid red^nenber 
Überlegung ben ©innen erfaßbar ju mad^en", ift in biefem 3:cilc ber ju 
berfinnttd^enbe ©toff öon ben »rud^aal^len entl^alten. 3m «nfdjlufe an biefe 
SluÄfü^rungen toirb bie erweiterte «uffaffung be» »rudjbcgrip in be« 
§§ 68 unb 69 jur »el^anblung lommen. 

**) 3)ie l^o^e unterrid^tlidje »ebeutung, toeld^e ^efialojji ben Buabrat* 
tabeHen beilegte, gel^t au8 folgenben äBorten beSfelben l^eröor: „SBcnn 
mein Seben einen SBert ^at, fo befte^t er barin, baft id^ ba« Ouabrat 
8um gunbamente einer ^nfd^auung cr^ob, bie ha^ »ol! nie l^attc". 
(«nfc^auungSle^re ber So^Ienberl^dltniffe, II. unb III. ^eft. 1803.) 
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Qnm Qxotdt ber anfd^aulid^en (Stseugung beS ^Begriffes 
ber SSrud^jal^Ien benu|en tt^ir Don ben aHaumgebilbeit jun&d^ft 
bie ©tredCc öon 1 dm Sänge. S)ttrd^ Teilung bcrfclben in jtoei, 
t)ier, ad^t, fünf unb jel^n gleid^e Xeüe entftel^en bie benannten 
S^rüd^e einl^alb dm^ ein t)iertel bis t)ier t)iertel dm n. f. n). 
S)aranf gel^e man jur @irede fiberl^anpt aber. Ser SSerkuf 
ber S3e]^anblung ergiebt fid^ aui folgenber S)arfteQung: 

gig. 19. 

Ä\ \B 

C\ 1 12 

D[ 1 1 1 14 

E\ 1 1 1 1 1 16 

F\ 1 1 1 1 1 1 1 18 

G\ 1 1 1 1 15 

jb:\ — I — I — I — I — I — I — I — I — I — 1 10. 

S)ie ©tredCe AB ift ungeteilt, fie fteUt bie ffiinl^eit, ba8 
®anie, öor. S)ie fotgenben ©tredCen finb in ätt)ei, öier u. f. to. 
gleid^e ©tödte geteilt, fie bienen jur SBeranjd^auKd^ung ber 
Särüd^e einl^alb, ein SSiertet bi8 öier SSiertet u. f. f. Äud^ ift 
aug ber S)arfteIIung erfid^tlid^, ba^ ba^ ©anje j^ei $albe, 
brei S)rittel u. f. xo, l^at. 3n äl^nlid^er SBeife benufee man 
ben Äreig unb Seile be^felben (^dlbfreii^, SSiertelfreig u. f. w.)/ 
Ottabrate, SRec^tedCe ttnb ben redeten SBinfel Jörüd^e (Srud^- 
jal^Ien) entftel^cn, wenn man irgenb ein &anit^, eine 
Sinl^eit, in eine Slnjal^I gleid^er Seile jerlegt unb 
einen ober mel^rere biefer leite nimmt. Slu^ biefer 
genetifd&en (Sritärung fliegt folgenbe logifd^e S)efinition be§ 
S3rud^e8: (Sin SSrud^ ift eine Qa^lf ttjeld^e ^inen ober 
mel^rere Seile eines ©anjen bejeid^net, baS in gleid^e 
Seite geteilt ift. S)er Srud^, wetd^er burd^ S^rf^fl^tig 5er 
(Sinl^eit in mel^rere gleid^e Seite entftel^t, l^ei^t Sörud^einl^eit. 
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»rud^cml^citen finb neue (Knl^eiten, fie [teilen im ®eßenfa| ju 
ber (Sinl^eit ber natürlid^en Sal^Ien^ tt^eld^e wn jie^t an ganje 
3al^Ien genannt toerben. 

(Sine Sruc^ia^I befte^t auS jn^ei ßal^Ien, n&mlid^ 3^^^^^ 
unb Slenner. S)er leitete beutet an, in tote öiele gleiche 
Steile bie Cinl^eit jetlegt worben ift, er nennt bie Änja^l 
Seile, in weld^e man ba8 ©anje geteilt l^at; ballet fein Slame. 
®ie anbete gal^I giebt bie Änjal^I ber gleid^en leite an, »elc^e 
man t)on ber 93md^ein]^eit genommen l^at, fie jäl^U bie 93rudi« 
einl^eiten, bal^er ]^ei|t fie 3 ä 1^1 er. ©in Srud^ wirb bargeftcBt, 
inbem man bie QafjUtn, mlijt Q&^tx unb 9lenner bejeiti^nen, 
fenlred^t untereinander fd^reibt unb biefelben burd^ einen »age- 
redeten ©trid^ (Srud^ftrid^) trennt 3)er Smd^ brei günftel 
wirb alfo | gefd&rieben. 

Arten ber SBrüd^e. (Knen SBrud^ mit bem QSifUx 1 
(alfo iebe SBmd^einl^eit) nennt man ©tammbrud^, j. SB. 
i/ t/ tSr- S)ie öon festerem abgeleiteten Srüd^e, alfo SSiet 
fad^e ber SBrud^einl^eit, l^ci^en 3toeigbrüd^e. 3e nad^bem ber 
Q&^ltx eines 95ruc^e8 Keiner ober größer al8 fein Slenner ift, 
Wirb ber SSrud^ ed^t ober uned^t genannt. Srüd^e, welche 
gleid^en Slamen, b. 1^. gleid^e Slenner l^aben, l^ei^en gleid^= 
namige, fold^e mit »erfd^iebenen Sftennem ungleid^namige 
JBrüd^e. SBcnn eine gange 3<i^t mit einem SSrud^e üerbunben 
ift, fo nennt man biefen «uSbrndt eine gemifd^te Sal^I. SRan 
lä^t ba» 3eid^en + fort unb fd^reibt ftatt 12 + f in ber 
Siegel 12f . 

§ 52. «ttffaffttttg bes fBtni^t^ aU Zeil tm meliteren 

®an)en. 

®er Sruc^ f bebeutet urfi)rüngK(§: bie (Sin^eit (boS 
©anje) tft in t)ier gleid^e leite jerfättt unb toon biefen Seiten, 
©tammbrud^en, finb brei ju einer 3a^t bereinigt. ®iefe «uf^ 
faffung beg 83ruc§cs | öerfinntid^t bie S)arfteaun9 a (gig. 20, 
@. 143). 5)cr aSruc^ f lä^t inbeg auc§ eine jweite ©eutung 

m' l?s ""^^ '^^ ^'^ ^^^^t^ ^^« *^«^« ^^^i ®^tijen auf. 
gefaxt werben, wag bie S)arfteaung unter b (gig. 20, ©. 143) 
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monfd^aulid^t. Sn btcfem ©inttc ift bcr 83rud& glcid^bebcutenh 
mit einem unentoicfetten Quotienten. 



a) h- 



Sfiß. 20. 

h- 



i 



b) 



Seljtfa^: 3eber JBrud^ ift benijenigen Ouotienten 
gleid^, beffen S)iüibenb gleid^ beni Qixf)Ux unb beffen 
S)it)ifor beut ^Rennet beS 95rud^eS gleid^ ift. 

Um fid^ bat)on p überzeugen; ob bte @c^ü(er eine rtd^tige unb ilare 
SoxfteHung bon hen iBrud^^al^Ien gewonnen l^aben, laffe ber Sekret meistere 
Sätüd^e nad^ t^rer jn^eifad^en ^uffaffung an @tredEen, Ouabt aten unb 
Reifen barfteHen. 

§ 53. 3)a8 ®tiinbge{ei^ bet föettieftanbigfeit eine« fßtn(^t%. 

S)ag ®cfet ber SBSettbeftänbigfeit eines »rud^e» bilbet bie 
©runblage ber ganjen Srud^reci^ung. Auf il^m berul^en ba» 
(grtoeitern, bas $eben, ba8 Slbbieren ungteid^naniiger 95rüd^e. 
?(ttd^ ba§ Xeilen ber Srüd^e burd^ ganje Qdf)Unf ba^ S)it)i= 
bieren gleid^namiger JBrüd^e burd^einanber unb baiS ®efe^ über 
ba8 Seilen burd^ einen Srud^ überl^aupt — wenn ber SDiöibenb 
eine ganje 3^^^^ ober ein mit bem S)it)ijor ungleid^namiger 
Srud^ ift — fönnen mit JBenu^ung biefeg ®efe|eg leidet jum 
SBerftänbniS gebrad^t werben. 2lu8 biejen ©rünben barf man 
*^aS &t\t^ ber SBertbeftänbigleit ha^ ^auptgefefe unter ben 
Srunbgefe^en über ben Srud^ nennen.*) 

*) Sßegen biefet Sßid^ttgleit beS ^au^^tgefe^ed ift badfelbe xtä^t an» 
d^aulid^ unb grünblid^ ju etläutem unb al9 Sdauftein ber SBrud^rec^nung 
njutt^enben. 
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"Sias @cf(g ber SBertbeflänbigteit lann leic^ auf inbnhioetn 
Sßege unb juat an lontrelen Sruc^ia^Ien ane bem 93egriffc 
becfelben entwideU lueiben. (E§ fei j. ÜB. bie 9lt^ttgfeit bet 
©let^uitg \ Jl — ^JC noii^juBieifen. I)er IBinri^ ^ ^ be= 
beutet feinem üBegriffe nac^ bie $ätfte bon IJi unb tiefet 
SBeit fann burdi ein günfitg^Spfennigfificf öetanf(^U{^ öierben. 
3ta6i ben Srürterungen unter § 51 tann bet SSrui^ A*^ *ii>^ 
5 gleichen Zeilen befte^enb aufgefaßt weiben, Bon toelt^en jeber 
ben sehnten Xeil Don 1 J( bettägt (£men foIi!^n Zeil lann 
man but^ ein 3e^n=¥f"ini9ftfl(f unb 5 biefet Zeile bwtc^ 5 
biefet SKönjen »etfinnlictien. SJiefelben ^atien offcnftat einen 
aBett Bon 50 J,. «u^ bie jtneite Sluffaffuitg be« Srudies 
(§52), nämUt^ 5J(:10, füf|tt ju bemfelben SBert, 50^. 
3)a nun bie SBrÜc^e \JC unb ^J( benfelkn SBett, 50 a, 
btjeic^nen, fo mu§ ^JC-=-f^J( fein, fiurje SJarfteüung: 
i ^ — 50a 
^ u °50„ 

\ M ^ -fif mit. 

(3)en ©ttid^ tieft man „fotglirfi".) gä^Ier unb Siennet beS 
93iud|es -^M finb 5ntal \o gtog als S^^^^i^ unb Sienner be§ 
Stui^eiS i^. Sie ga^Ien, loelc^ ben 9ru<^ \Ji auS= 
btüden, ^aben ftc^ alfo nur geönbett, nirfit ber SBert bcs 
^lUf^eS. 3n ä^nlii^ei iSetfe tann bie Dü^tigleit bet 
@[eic^ungen : 

gejeigt merben. 

Sluc^ mit |)ilfe oon ©trecten lann man bas @efe| bei 
SBertbeftänbigteit leid)t gewinnen.*) 3)aS ^ier einjnfe^tagenbe 
Serfa^ten möge an einem Seifpiel gejetgt roerben. 

äRan äeii^ne eine ©ttede AB unb teile fie in jroci gleii^e 



•) aRon mu6 bn; artHi^ilcEien Xiai^tltung bm ajoijua fit&6wei Ans 
{c^auli^leit uor beut »oi^in angegetieiKn Seifatiien eintlnmen, ba bui^ 
iai S^ncf b«^ @inne8t^ütigleit bei iB&ülai ein Objetl Qeboten nnb 
babutrc^ bie 9(u|inetT[ainleit unb bie S(uffaf[ung be^jel&en geföibeit mirb. 



§ 53. 2)ag (S^runbgefel ber Sßertbeftänbiglett eined iBtu^ed. 145 

2;cilc, fo Dcrfinntid^t jcbeg ©tüd ben 95rucl^ ^. SBirb nun 
jcbc ^älfte l^olbicrt, fo ftellt jcber leil ben JBrud^ ^ bar. 
S)tc ä^^w^ttg geigt nun offenbar, ba^ ^ ber ©trcde -4J? 
gleid^ | berfelben ift. Steift man l^ierauf jebei^ SSiertcI in jtoei 
gleid^e Xeile, fo t)eranfd^auUd^t jjeber ber erl^altenen Xeile ben 
85rnd^ ^. Sug ber ©arftcUnng ift erfid^tU^ ba^: 

ift u. f. f. 2)iefe ©Icid^nngen jeigen an, anf xodä)t SBeife ber 
red^tg t)om ©leid^l^eit^geid^en ftel^enbe JBrud^ an^ bem linfS 
ftcl^enbcn entftanben ift. 3)ie aus biefem SSerfal^ren anfd^aulid^ 
gewonnene SBal^rl^eit lann etwa in fotgenber gorni aui^gcfprocl^en 
Werben: 

SBSenn man ben S&^Ux unb ben Slenner einei^ 
Srud^eg mit berfelben Qa^i multipligiert, fo bleibt 
ber SBcrt beS SBrud^eg berfelbe. 

S)icfeS ©efefe bcnufet man, um ben Srud^ ju erweitern, 
b. ^. feinen SBert burd^ größere 3^^^^" auggubrüdCen. 

SBJenn wir bie obigen ©leid^ungen rüdfwärtö lefen, fo 
gewinnen wir folgenben 

Sel^tfa^: S)er SBert eine» SBrud^e» bleibt berfelbe, 
Wenn man fowol^l Q&'^Ux aU 9ienncr burd^ biefelbc 
gal^I teilt 

SSon biefem Sel^rfa^ mad^t man Änwenbung beim Äürjen 
ober ©eben ber Srüd^e. Ginen Srud^ lieben l^eifet, 
feinen SBert burc^ Heinere ga^len augbrüdfen. 

Mt mtx ^Imentaren (SrunUrei^mtnsen mit iivfUitn. 

§ 54. «bbition nnh Sntttaftion bet etiti^e. 

S)as ©runbgefefe ber «bbition (§ 3, 1) unb ber @ub= 
traftion (§ 5, 1) ber ganjen natürlid^en 3öl|len gelten aud^ 
für bie Sräd^e. SRan fann alfo nur gleid^namige SBrüd^e 
abbieren unb fubtral^ieren. S)iefe D^jerationen bieten für bie 
?luffaffung leinertei ©d^wierigleiten bar. gaöä eS inbeS nötig 
erfd^eint, bem SSerftänbniS burd^ bie Slnfd^auung ju ©ilfe ju 
totnmen, fann man fid^ ber 3)arftellungen § 51, gig. 19 

©(füllet, fflrit^mctif. 10 
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bcbiencn.. Äu§ biefen bilMid^en ©arftcUungcn crgiebt fid^ 
burd^ unmittelbare S^nfd^auung bie Sftid^tigleit bet folgenbcn 
Seifpielc: 

i + i = l; l + i = i; A + A = H = i. 

1) Sel^rfa^: ©leid^nantige S9rü(i^e toerben abbiert, 
inbem man bie ©umme x^xt\Qixf)Ux butd^ ben gemein- 
fd^aftlid^en flennet biöibiert. 

3eige an berfetben ö^^^^i^fl ^^^ Söfung nad^ftel^enber 
Seijpiele: 

i-l = i; A — A = VV = f- 

2) &eljt{a|;: ©leid^namige JBrüd^e njerben fubtra:: 
liiert, inbem man bie 2)ifferenj ber Q&f)Ux burd^ bcn 
gemeinfamen SRenner biöibiert. 

Soßen unglcid^namige Studie abbiert unb jubtral^iert 
»erben, fo mut man fie juDor gleid^namig machen, unb 
barauf nad^ btm erften, bejto. bem gttieiten Sel^rfa^e üerfal^ren. 
Sei ber Bereinigung ungleichnamiger Srüd^e finbet ba8 aui^ 
bem 5Red^nen befannte ©ud^en be§ Heinften $att})tnenner8 Sin- 
n?enbung. 

§ 55. SRttltif lifation bet »ttiiiie. 

Sei Sel^anblung beS in ber Überjd^rift genannten ®egen= 
ftanbeg finb brei gälle gu berüdffid^tigen. 

1) S)er 2RuItipUIanb ift ein »rud^, ber aÄuItipIi^ 
lator eine ganje natürlid^e S^l^I- 

Slttf aSeiipiele biejer 8lrt ift bie in § 7 aufgefteHte @r- 
Märung ber SKuttipIilation oi^ne »eitere» anttienbbar. ©o j. SB. 
bebeutet baS 5ßrobuIt 4 x f nad^ § 8, 1 eine ©umme üon 4 
(gleid^en) ©ummanben, gebilbet aus bem Sruc^e |, b. 1^.: 

4x1=1 + 1 + 1 + 1- 

Auf ber redeten ©eite biefer ®Ieid^ung finb gleid^namige Sröd^c 
ju abbieren. 2Rit SSenufeung öon Äel^rfa^ 1 beS vorigen ^ßara- 
grapl^en erl^ält man: 

3 + 3 + 3 + 3 12 

5 ~ T * 
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SRit^tn tft: 

4xf = -~. 

1) &eljrfa^: @tn 93ru(]^ tt^trb mit einer ganjen gal^I 
multiplijiert, inbetn man bcti ßäl^Icr mit bcr ^ql^I 
multipüiiert unb bad etl^altene ^robuft burd^ ben 
Slcnner biüibiert. 

2) S)er SRuItipIifanb ift eine ganie ßal^I, ber 
SOf^ttltipIitator bagegen ein 93ru(i^. 

S5a ber SRuItii^KIator einem ©runbgefe^e ber SKuItipIis 
fation gemä| eine ganje ßal^I fein mu§ (§ 8,3), \r> finb 
^robulte, in toelc^en biefer gaftor ein Srud^ ift, öoriäuftg 
toiberfinnig. S)enn nad^ bem urfprüngtic^en SSegriff ber SWuIti« 
plilation l^at j. 35. bie Aufgabe \xbjt wörtlid^ genommen 
\itix ©inn, man foll bJt |mal al8 ©ummanb feften. 

S)tefe neue Art öon ?ßrobuften finbet i^re S)eutung in 
ber aSilbung beg gebrod^enen SRuItipIilatori^. S)er S5md^ f 
lann erften^ baburd^ entftanben aufgefaßt »erben, ba§ man 
Un vierten 3;eil ber ffiinl^eit 3m al nimmt. SBcnn mir biefc 
©ntftel^ung beS SKuItipUIator» ber Aufgabe ^xbJC jugrunbe 
legen, fo l^at h(x% 5ßrobuIt folgenben Sinn: SRan fott ben vierten 
leil ober \ beS ©anien, nömlid^ be^ 2RuItiptif anben 5 JC, mit 
3 muttipliäiercn. 3^f*^^9^ Wefer Suffaffung erfd^eint ba8 öor* 
liegenbe ^ßrobult oX% ©umme au8 3 ©ummanben, oon benen 
jeber ber vierte Xeil oon bJC ift. 

ixbjlC = \j^ + iJIC + \JC^^x\Jl = ^-^JC 

Sine ganje 3^^^ nxit einem S3rud^e multipligiercn 
l^ei^t, ben SKuItipIilanben burd^ ben SRenner biöi^^ 
bieren unb biefen SSrud^ mit bem 3äl|ter be8 SRuIti^ 
<)IiIator8 multipliäieren. 

S)ie jtoeite S)eutung t)on ^ßrobulten, bereu SRuItiptilator 
eine gebrod^ene 3^^! ift/ fKcfet aus ber jtoeiten Sluffaffung beS 
SBrud^e«. S)er Srud^ f ift gleid^ bem Duotienten 3 : 4 (§ 52). 
SluS biefer Suffaffung beS Sruc^eS gel^t folgenbe ©teic^ung 
Neroon |x 5^ _i21.öj^. 

10* 
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(Sine 3^^I init einem 93rud^e ntultiptiiieren l^ei^t, 
biefelbe mit bem 3^^^^^ multiplijieren unb bag ^ro = 
bult burd^ ben SRenner biüibieren. 

^nmerlung. ^te atitl^mettfd^e Stebetoetfe, „eine gai^l mit einem 
f&xn^t muIti^U^ieten", iß eine abgetütete @pted^tt>eife füt bie Stuf gäbe, 
biefe gal^I burd^ bie beiben Sted^nungl^arten bei jtoeiten @tnfe ju berftnbem. 
SBenn eine gan^e 3^^^ ^^™ ^ntd^ eine anbete, 6, bibibiert unb ber 
Ouotient mit 4 multipliziert merben foE, fo bezeichnet bie arttl^metifij^e 
3ei(l^enfprad^e biefe ted^netifd^en 9itbeiten htrj burd^ |^ x 20 m. 2)iefelbe 
©d^reibart toenbet bie 9(titl^metil an, toenn irgenb eine ganje 3<x^I zuetft 
mit 4 mttlti|)tiziert unb bad ^robuft butd^ 6 bibibiect »erben foH. 2)ie 
@)>red^toeife „^, i, | mal eine (gan^e) Saifi" ^ei|t nid^td anbereS, aI9 
bie gal^l btttd^ 4, 5, 8 bibibieren. — ^em Knf&nger ift eS p empfehlen, 
ftd^ über bie 93ebeutung bon ^robutten biefer ^rt Har auSsufprecgen. 

Sft ber SKuItipUIator eine gemifc^te 3^^^/ \^ ^^^^ iw^^ 
enttneber benfelben in einen uned^ten Särnd^ t)enDanbeIn unb 
nne üorl^in »erfal^ren ober bie gemifd^te Qafjl burd^ eine 
©nmme^ beftel^enb an^ ber ganzen 3^^^ ^^^ ^^^ ^rud^e, 
barfteUen unb ben 9ÄuIti^)IiIanben mit biefer Summe multi^ 
})Iijieren, j. 35.: 

5}x3 = ^x3 = f =17i. 

(5 + f) X 3 = 5 X 3 + f X 3 = 15 + 2i = 17^. 

2Ran überjeugt fid^ leicht, ba§ man in beiben gäHen bie 
galtoren »ertaufd^en barf unb bie rcc^nerifd^en Arbeiten in 
beliebiger Sfleil^enfolge au^gefttl^rt toerben lönnen. 

3) S9cibe gaftoren finb JBrüd^c ober gcmtfd^te 

Slufgabe: ixf. 9iad^ ben ©rörterungen unter 2) ift 
ber Sinn biefer Aufgabe folgenber: SRan foö ben 3RuItiptt= 
lanben i burd^ 3 biüibieren unb ben erl^altenen fflrud^ mit 2 

multiplizieren. 3)er britte Seit t)on i giebt ^^, bieg @r- 

gebniS mit 2 multipliäiert, liefert: 

2x-i ?^. 

^^3X5 3X5 
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S)a8 ^robult i x i Iä§t fid^ bm6) eine 3«^^^^9 ^^- 
anfd^auUd^en. 9»an bilbe ein «ed^tcd 4J?CZ) (fjfig. 21), 
beffctt ®rnnbfeite AB ben 
Slenner bes SWuIti^Iifanben 
nnb beffcn §ö]^e -42) jeinen 
3äl^Icr öerfinnlid^t. 3^I^8t 
man ba§ Sled^tedt burd^ $ar$ 
attetcn ju J.2) in 5 gleid^e 
leile, fo öeranjd^aulid^t ein 
Streifen bic SBrud^einl^eit 
be§ 3»umpUfanben, 2 Xeife 
öerfinnKd^en ben SSrud^ | 
u. f. tt). 3;eilt man einen 
Streifen in 4 Duabrate, fo 
beträgt iebe§ erfid^tlid^ ben vierten 3;eil ober ^ öon AFGD, 
b. ^, ^ öon t- @in Ouabrat ift aber öom ganjen 5Rcd^tedC 
yV; mitl^in ift \ öon i ober ixt = ^. ßtoei Onabrate 
bilben öon AFGD bie ^älfte, bagegen üon ber ganjen %\^ViX 
tV; folglid^ ift i X i = i^y. SSier Streifen öerfinnlic^en ben 
SRuItipüIanben ^, 2 Heine Sfled^tedEe finb oon erftcren ^ nnb 
t)om ©anjen |; alfo ift i x i — | n. f. to. 

Sel^tfa^: Srüc^e werben mitcinanber mnltiplijiert, 
inbem man fottjol^l il^re 3ä^Icr aU il^re ^Renner mnl- 
ti^)li}iert nnb ba^ erfte 5ßrobnIt burd^ ba§ jweite 
biöibiert. 

®ie SRnltipIifation gemifd^ter Qai)Un lann auf jweifad^e 
SBeife betoertfteüigt ttjerben. 2Ran oerwanbelt bie galtoren in 
unechte SBrüc^e nnb wenbet auf bieje ben vorigen Se^rfaJ an. 
3n manchen gäUen ift eg jtt)edCmä§lger, bie galtoren burd^ 
Summen ober ©ifferenjen ju bejei^nen nnb biefe ju multi^ 
<3lijieren. So ift j. 93.: 



12^xl2i=(12+i)2=144+12 + i 
19fxl9|=(20- 1^=400-10+^ 



= 156i mdi%16,2ß. 
=390^mä)%16,Aß. 
15| X 14i = (15 + i) X (15 - ^) === 225 - * = 224^ 



nad^ § 16, 8. 
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§ 56. Zeilen bet Stti^e buti^ ganje Saljlen. 

S3ei aufgaben bicfer Art fomtnen gwei gfiUe inbetrad^t: 
a) ber Xeilcr flcl^t im Q&^cx beg Srud^cg auf, ober, toa^ baS- 
felbe ift, ber QSf)Ux ift ein SSielfad^e» öom leiler; b) ber 
S)it)ifor gel^t im 3^^^^^ ^^^ SSrud^eg nid^t auf. 

^te Aufgaben bec erften ®ru)>pe ftnb fo leidet, \>a^ fie laum einer 
(Erörterung bebürfen. 2)agegen bereitet bie ^uffaffung beS Serfal^rend 
^ur £5{ttng ber 93ei{|)iele ber ^toetten (^tuppt ben ©d^üleni mand^mal 
nid^t uner^ebUd^e ©d^toiertgleit Gelingt eS ^ier nid^t ein bolüommen 
Ilared 9$erftänbnii$ bed )Berfa]^renS ^u gewinnen; fo fftHt ber fd^tt^ftd^ere 
(Sc^üter, t)om ®efe| ber tlnalogie berleitet, in ben Sf^^l^^/ ^ud^ ^i^t ben 
Saldier 5U teilen unb ben yttnmx unbead^tet 5U laffen, 5. §B. 5U 
rcd^nen: ^^^ : 4 = if . 

aSeginnen wir mit ber Sel^anblung foü^er Aufgaben, in 
welchen ber S)it)ibenb ein ©tammbruc^ ift, j. 95. mit b.em Sei^ 
fpiele i : 2. 3)en ©iüibenbcn öerfinnlid^en tt)ir burc^ bie 

&ig- 22. 

Ä\ 1 1 1 1 1 1 1 \B 

G 

^älfte ber ©tredfe AB. 3laä) ber Aufgabe fott ber SSrud^ ^ 
burd^ 2 geteilt werben. S)iefe Teilung führen mir grapl^ifd^ 
aus, inbem wir bag ©tüdC -4C l^albiercn. Seber biefer beiben 
Slbfd^nitte öeranjd^aulid^t bie ^älfte öon ^; üon ber ganjen 
©tredfe AB beträgt ein jebcg ©tüdt ben liierten Xeil berfelben, 
b. t). eg öerfinnüd^t ben S3rud^ i; mitl^in ift ^ : 2 = ^. SBirb 
nun i öon ^J5 in 2 gteid^e Seite geteilt, fo enthält bie ganje 
©tredfe 8 fold^er entftanbenen Äbfd^nittc. 3eber ber tefetercn 
beträgt öom ©onjen i, bagegen öon einem SSiertel ber Sinie 
bie $älfte; atfo ift i^ : 2 = i. 

9Äan lann inbeS aud^ burd^ eine einfache aritl^metifd^e 
aSetrad^tung auf ©runblage ber SBertbeftänbigfeit bei^ SSrud^eS, 
biefe ^[ttfgaben auf bie JBeifpiele ber erfteren Slrt jurüdEfül^ren. 
©egeben fei bie Slufgabe i : 2. SBir erweitern ben S)ioibenben 
fo, ba§ ber leiler im QixS)Ux aufgellt 2)ie Keinfte Sai|I,.WeId^e 
burd^ 2 ol^ne 8lcft teilbar ift, l^eifet 2. a»uttiptijieren wir ben 
3ä]^ter unb ben 9lenner beg Srud^eg mit 2, woburd^ fein SBert 
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nad^ § 53 unöeränbert bleibt, fo entfielet ber Sörud^ |. ©efet 
man nun an ©teile beg Srnd^eS V ^^^ ®^"^ i ^ti^ ®iöi- 
bcnben, fo l^et^t bie Änfgabc f : 2, bcren SBcl^anbtnng bcfannt 
tft. SRan fte^t, ba§ ber ju teilenbc fSxnä) mit ber 3^^! ^^' 
»eitert werben mu§, tocld^e ben ©iöifor barftellt. 

3ft ber gäiiler be8 gn teilenbcn SBrud^e» üon ber ©inl^eit 
öerfd^ieben, fo lann man bie Smd^einl^eit, ben ©tammbrud^^ 
teilen unb ba§ Srgebniö mit bem S&^Ux bt^ 3)iüibcnben mut 
tiptijieren, j. S. f : 3; Söfung: 

i:3 = 3i^; I ober 4x^:3 = 4x3V = iV. 

Snbeffen teiftet and^ l^ier bie SSerfinnlid^ung be8 8Sers= 
fal^renS gnte S)ienfte, weil baburd^ bie gmnblegenbe äußere 
nnb innere Slnfc^annng emenert unb befeftigt wirb. SBir öer:: 
finnlic^en ben S)ioibenben burd^ eine ©tredCe unb teilen ba& 
erfte fünftel berfetben in 3 gleiche 2;eile. (Siner biefer 2;eile 
beträgt nad^ bem SBorigen -^ be§ ©anjen. Stimmt man öom 
jweiten fünftel ebenfatt» ben britten Xeil, fo l^at man gufammen 
tV; mitl^tn ift ^:3 = -^, leift man jeben Äbfd^nitt ber ben 
S)it)ibenben üerfinnlid^enben ©tredfe in 3 gleid^e 3;eile, fo ift 
erfid^tlid^ 1-3 = 3^. S)a in fämtlid^en (Srgebniffen ber Qä^Ux 
iß ©iöibenben unöeränbert geblieben, bagegcn fein SRenner 
mit bem S)it)ifor multiplijiert worben ift, fo beftel^t ber 

Sel^tfat;: (Sin S9rud^ wirb burd^ eine ganje Qai)l 
bioibiert, inbem man feinen SRenner mit ber ^a^l 
muttiplijiert. 

§ 57. SiüUiieten bur^ einen ^xnil^. 

Sine reine ober benannte ganje Qaf)l in ^, f , |, ^^ u. f. w. 
gleid^e Xeile gu jerlegen, t)at leinen ©inn. S)aö 3)ioibieren 
fann aljo in biefem g^ß^ ^W ^^^ eigentlid^eg Seiten auf« 
gefaxt werben, öielmel^r finb 3)it)ifionen biefer ^rt al^ SReffen 
JU betrachten. 2)ie Slufgabe 10 : | bebeutet: man fott unter- 
fud^en, wie oft | in 10 enttialten finb. (Sine Ilare Äuffaffung 
berartiger 3<i^t^c^t>inbungen gewinnt man burd^ wirltid^eg 
aReffen. SRan unterfuc^t j. ©., wie oft eine ©tredfe öon 
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\, |dm fid^ auf rinct anbem Sänge, 2 dm, abtragen lä^t. 
%>a eine S^I^I ^^^4 ^^^ anbete nur unter ber 93ebingttng 
gemeffen toerben fann, ba| betbe gteid^artig finb, bejw. auf 
gleid^e 93enennun8 gebrad^t toerben lönnen, fo muffen n^ir, um 
bai^ Ergebnis ber äReffung burd^ Sled^nung ju finben, bie ^u 
nteffenbe j^a^ nttt beut ^a^ gleid^nantig ntad^en. 3n beut 
»eif})iele 10 : | ober | h- 10 ntu§ alfo ber ©iüibenb 10 in 
SBrud^einl^eiten bed S)it)ifor3 aufgelöft, t)em)anbe(t n^erben. SRan 

crl^ält atebann bie Aufgabe I -^ y/ toeld^e gerabe fo gercd^net 

UJirb, tt)ie 2 -f- 50. (»ergteic^e § 11.) 

S)aS ®efefe über bai^ S)ioibicren einer ganjen 3^^^! ^^^^ 
einen S9rud^ (ä^t fid^ leidet burd^ ä9enu|ung beS ®efe|eS über 
bie aSertbeftänbigfeit (§ 53) herleiten. SBir fönnen bie «uf^ 
gäbe 7 : ^ barfteQen, inbem toir ben S)op))eI))unft burd^ ben 
SBruc^ftri^ erfe|cn; bann ift: 

SBenben wir auf biefen Srud^ ba^ ®efefe § 53 an unb multi* 
})Itjieren, um ben 9lenner be8 95rud^eS i fortjufd^affen, ßö^Ier 
unb 9ienncr mit 5, fo ift: 

3)aS SSerfaliren bleibt bagfelbc, menn ber S)it)ibcnb ein SBrud^ 
ober eine gemifd^te 3^^^ ift. 3n aßen gäßen fteUt fid^ bag 
©rgebnis als ein ?ßrobuft an^ bem S)ioibenben unb bem um- 
geleierten SBert bcg S)it)ifor§ bar. S33ir ^aben aljo ben 

Sel^tfa^: @in ÄuSbrudt (ganje B^^^I/ Srud^, ge= 
mifd^te ßal^I) wirb burd^ einen Srud^ biöibiert, inbem 
man ben S)it)ibenben mit bem umgelel^rten SBert beS 
S)ioiforg multiptijiert. 

^jefimalb^rüü^je^ SBenn man in ber Qa^i Hill 
in ber Sttd^tung oon linfö nac^ red^ti^ fortfd^reitenb baS befa- 
bifd^e 3at)Icngefe| über bie Drbnung ber @iner fortfe^t, fo 
rt[n\\tv. B^l^torbnungen entftel^en, toeld^e Srud^einl^eiten finb. 
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n&mlid^ Sel^ntcl, ipunbcrtftcl, Xaufcnbftd u. f. to. JBc^ 
geid^ncn tt)ir bic ©renjc jtoijd^en bcn ©anjcn unb bicfcn neuen 
belabifd^en ffiin^eiten burd^ ein Äomma, \o ift: 

1111M11 = 11111 + i + iJö + iö5ö 
= 10^ + 103 + 10^ + 101 + 100 + _L + ^^ + _?_. 

S)urd^ ©rtoeiterung bcS betabifd^en ©^[temS über bie Drbnung 
bet ®iner entftel^cn jel^ntetltge ober 3)ejimalbrücl^e. Wan 
nennt Studie, beten Saldier beliebige ganje ö^^I^tt ^^^ ^^^^^ 
SRenner ^ßotenjen ber ©runbäal^I eines gal^Ienf^ftemS 
finb^ S^ftmbtüi^t. S)ie 2)ejimalbrüd^e gepren ju ben ©Qftent- 
Brüd^cn, fie finb Srfid^e, beten SRennet eine 5ßotenj bet 
®tunbjal)t beS belabifd^en S^ftemS ift 3^^ Untet* 
i^eibung merben bie JBtüd^e, beten Slennet eine beliebige ganje 
Sül^I fein lann, getoöl^ntic^e Studie genannt. S)ie oEgemeine 

gotm eines ed^ten S)ejimaIbtuc^eS ift -^- 3)ie gegenteiligen 

aStüd^e finb im tt)efentlideen nid^t üon ben gewöJ^ntid^en Studien 
öetfd^ieben. @S lönnen ballet aUe ®efe|e bet le|tetn ol^ne 
weiteres auf bie S)ejintalbtüc^e angewenbet wetben. SKit 
Äüdfic^t auf bie einfädle ©d^teibatt bet jel^nteiligen SBtüd^e — 
man brandet nämlid^ nut il^te 3^^^^^^ angufd^tciben — ift bet 
SBottlaut ber @efe|e übet bie afted^nung mit il^nen üon ben 
SBtud^tegeln etttjaS abttjeid^enb. ©o lautet j. 85. ha^ ®efe| 
übet bie aRuItipüIation bet SJejimalbtüc^e: SRan mutttplijiett 
S)ejimalbtüdee miteinanbet, inbem man fie ol^ne fRüdffid^t auf 
baS Somma wie ganje Qaf)Un mütti})Iijiett unb öon \>tm 
$ßtobuft jo öiele ©teilen abfd^neibet, atö beibe gaftoten 
jttfammen entl^alten. S)ie ©egimalbtüd^e o^ne aWldEfid^t auf 
baS Somma multiplijieten l^eifet abet nid^ts anbeteS, als i^te 
Sagtet muftipliäieten, Unb inbem man öon bem ?ßtobuft 
fo tnele ©teilen abfd^neibet, als in ben gaftoten öotl^anben 
finb, teilt man butd^ baS ?ßtobuft bet flennet. 2Ran fielet 
bieS Hat ein, toenn man bie gu muüi})lijietenben ©ejimal* 
btüd^e in ^otm gewöl^nUdeet Studie fd^teibt unb testete 
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multtpttjicrt @o ift j. 93.: 

4,5xa24-HXi¥«=-i#; 
allgemein: 

a b Q'b 

X 
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Xai {nraltifd^e Sled^nen mit Sejimolbrüc^ iß aud ber 3^ff^^' 
atit^metit belannt. Über Slbfurjungen beim Siec^neit mit ben« 
felben fe^e man ben ^(n^ang. 

^e ^eaimaIbTÜ(i^e lönnen bnrdSi bai» SRcter mtb feine nutet- 
abteilungen dm, cm unb mm (»affenb Derftnnlk^t merben. 

§ 58. tttliiiietiiiig bet CitifleljiiBg ber 8riU|e tn mBferer 
lilbli^en Sarftelnitg ber S^ljlettreile. 

3)ie natürlid^e ßal^Ienrei^e 1 bii^ oo ift für oDe bircftcn 
Cperationen ber üier ©ruttbred^nungen^ n&mti^ ber Sbbition 
unb ber äßnltiplitation, audreic^enb. SDagegen ftnb tpir nic^t 
imftanbe, mit biefer ga^tenreil^c alle aufgaben ber ber aRuIti^ 
pßtation entgegengefe^ten Sled^nungdart (S)it)ifion) ju löfen. 
@o ). 83. k)erlangt bie Söfung ber flufgabe 5 : 2 nad^ nnfem 
Erläuterungen bei ber SHüifton (§ 11), ba§ man üon bem bie 
Qafjii 5 öerfinnlid^enben ?ßunft beS S^^I^^WIbeg aai ben Sn- 
fang8|)untt burd^ jn^eimalige^ SÜictoärt^fd^reiten Don gtei^er 
ßänge erreid^e. SRel^mcn toir aU ©d^rittttjcite 2 ?ßunlte ber 
Weilte, fo gelangen toxi an ben erften ?ßunft. @ine ©^ritt^ 
länge t)on 3 ©trcdCen würbe unö über baS Qid l^inaui^ 
führen, ^olglic^ muffen »ir bie ©d^ritttänge größer ate 2 
unb Heiner afö 3 ncl^men. S33ie fid^ leidet ergiebt, toerben tt)ir 
obige Aufgabe mit ^ilfe unferer S)arfteDung löfen !önnen, 
menn wir in ber SKitte gwifd^en htm erften unb jweiten 5ßunft 
einen neuen ?ßun!t einfd^alten. Um 7, 9, 11, überhaupt äße 
ungeraben Qai)Unf burd^ 2 teilen ju lönnen, ift eS notwenbig, 
jtoifd^en je gmci fünfte ber Qa^Unxtxi)t einen ^ßunft ju 
fefeen. 3eber ber eingcfc^altctcn ?ßunlte fteUt eine neue, 
jtoifd^en je jwei ganjen Qa^ltn liegenbe 3^1^ t form bar. S)a 
jeber eingefügte ?ßunlt bie ©tredfe jwifc^en jtoei aufeinanber 
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folflcnbctt Qa^Un in jtoci glcid^e Seite teilt, fo nennt man 
einen fold^en Seit ein^aft. ®cr erfte ^wifd^en unb 1 ein^ 
gcf (faltete ^ßunlt Deranfd^aulid^t alfo bie 3^^! „einl^alb", bie 
man fSxui) nennt. ®ine SSmd^jal^I bcftel^t aug 3ä^I^^ ^nb 
Slenncr. ®er leitete beutet an, in toie Diele gleid^e Seile 
bie ©trede jtoifd^en jtoei ^ßunlten, bie ganje Qüf)kn öerfinn*: 
üd^en, geteilt ift, er nennt bie Änjal^I ber gleid^en Seile. S)er 
Saldier giebt bie SCnjal^l ber genommenen Seile an, er jäl^It 
fie. @in SSrud^ tt)irb bargeftcQt, inbem man bie 3^^^^^/ tpeld^e 
Saldier unb Sienner bejeid^nen, „fenlred^t" untereinanber fd^rcibt 
unb biefelbcn burd^ einen „toagered^ten" ©trid^ trennt. Der 
S9rud^ „einl^alb" tt)irb aljo „^" gefd^rieben. — Die übrigen 
eingefd^alteten ^ßunlte berfinnlid^en burd^ il^ren Jlbftanb t)on 
SRuH bie 3aI)Ien 1^, 2^, 3^ u. f. f. 2Ran nennt fol^e aug 
einer ganjen 3öt)I unb einem SSrud^e beftel^enbe S^^^tfonnen 
„gemifd^tc Qaf)Un'\ 

9iad^ biefen ©rörterungen ergiebt fid^ nun leidet bie 
©d^ritttöngc, bie toir nel^men muffen, um bie ?Cuf gaben: 

5:2, 7:2 u. f . tt). 

mit $ilfe unjerer S^^Ici^'^tWIbung ju löfen, b. f). öon 5, 7 
u. f. ttJ. aus in 2 ©d^ritten nad^ ju gelangen. S)ie Sängen 
ber ©d^ritte finb offenbar 2^, 3^ ©tredEcn u. f. f. golglid^ ift: 

5:2 = 2i; 7:2 = 3^. 

SBenn tt)ir in äl^nßd^er SBeife bie Söfungen ber aritl^- 
metifd^en ?Cuf gaben: 

14:3, 14:4, 14:5 

an unfcrm QaijUnUlbt jur Jlnfd^auung bringen tooKen, fo 
muffen toir im erften gaöe öorerft jtoei neue ^ßunfte jtoifd^en 
ben fünften ber 3^^^^^ 1 ^i^ 14 einfd^altcn. SBir »erben 
baburd^ auf bie SBrüd^e ^ big -^ gefttlirt. Sei ber jtoeiten 
aufgäbe finb 3 neue unb bei ber folgenben 4 neue fünfte, 
allgemein beim Seifer n finb n — 1 ^unttc in gleid^en Jlb^ 
ftänben öoneinanber einjufteHen. ^ierauS ergiebt fid^: Um 
aUe S)it)ifionen auSfül^ren ju lönnen, muffen ttjir jtt)ifd^en je 
itoei ganje 3ö^tcn unfern 3ö^I^^^übeg unb jtoar auf ber 
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pofttit)en unb auf bet negativen ®eite beiSfelben uitiä^Ug 
ütele fünfte etnfd^alten. 

5Da aber bcr ©toifot n eine fel^r gro|e ^afjH bejeid^ttcn 
fann, fo beftel^t bie butd^ bie S)tt)tflon erjeugte @rtt)eüeninft 
ber ßal^Ienretl^e barin, ba| bie fünfte ber Ie|tercn um eine 
fel^r bcbeutenbe Jlnjal^I öermel^rt »erben. 

3eber eingefd^altete ^ßunlt öerfinnlic^t eine pofitiöe ober 
eine negative Srud^jal^I, b. 1^. er jäl^It öom SRuHpunlt aug tiac^ 
red^tä ober nad^ Unfö eine beftimmte Änjal^I gebrod^ener 6in= 
Reiten ober ©tammbrüd^e ab. Z)iei^ gilt inbed auc^ t)on ben 
urfprüngtic^en ^ßunlten, toeil bie ganjen S^l^Ien in gorm öon 
uned^ten SSrüd^en bargeftettt »erben fönnen. 3e größer bcr 
Slenner ber Srüc^e ift, befto naiver liegen bie biefelben jur 
Slnfd^auung bringenben fünfte, unb ber älbftanb jtoifc^en jtoei 
fünften be^ Silbe« ift um fo Heiner, je geringer bie arit§= 
metifd^e ©ifferenj ber ä^^Ien ift, toelc^e bie 5ßunlte öorftellcn. 

5bie gal^Ienreil^e umfaßt alfo nid^t nur alle poft = 
tiöen unb negativen ganjen ^af)Un, fonbern auc^ 
alle aSrüd^e unb gemifd^te ßal^Ien pofitiöer unb nega^^ 
tiöer Slrt. 

3n ber folgenben Slbbilbung finb einige Srüc^e öeran^ 
fd^aulid^t. 

• • • •• •*•. •••• •• • 

-2, -1, +1, +2, 

4- 






§ 59. <Etttieiietttng beS StttdjBegtiffeS. 

3n § 11 ift bie @inf darauf ung gemacht toorben, ba^ in 
bem Duotienten a:b ber ©iöibenb ein SSielfad^eiJ \)dvx ©iöifor 
fei, bamit ber ?Cu8brudC eine natfirüd^e Qaijil bejeid^ne. S)ic 
Sled^engefe^e über ben Duotienten in § 13 finb aud^ nur unter 
biefer SSorau^fe^ung betoiefen n)orben. 993enn a unb b eine 
natürlid^e 8a!|I bejeid^nen, fo gel^t in fel^r öielen %'ciSitn bcr 
3)it)ifor im 5Diöibenben nid^t auf, unb eg giebt alSbann leine 
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itatürlid^c Qa^l, tocld^c mit b TnuItipKjiert a liefert. Um 
nun biefe %&Ut ttic^t auiS bet Slritl^metil attdfd^Iie^en ju muffen 
unb bie ©efcfee über Duotienten oKgemein benu^en ju lönnett, 
tft eine Srtoeitemng be^ Duotientenbegriffe« nottoenbig. SRan 

I nennt ben SluSbrud g, faHö er leine 3^^! ^^^ natürlid^en 

Bal^Ienreil^e (§ 1) bcjcid^net, einen S5rnd^; fein 3)it)ibenb ^ei^t 
3ö^fer nnb fein ©iöifor ber SRenner beg Sörnd^eÄ. S)ie 3^^^^^ 
ber natürlid^en 3o^I^^^^i^« erl^aften nnn jnm Unterfd^iebe öon 
ben gebrod^enen Qa^Un ben Siamen „ganje ^af^kn'* ober fnrj 
®anje. Slad^ § 52 bebeutet ber SSrud^ i bie ©umme au§ 
t)ier gleid^en Steilen, öon ttjeld^en ieber ben fünften S^eil ber 
©ttl^eit beträgt; atfo: 

Äug biefem SSegriff be^ Srud^eg f fliegt aber^ unmittelbar bie 
«uffaffung: ^^4x\' 

SBereitg in § 53 ift geometrifc^ unb aritl^metifd^ ber innere 
Sufammenl^ang jtoifd^en JBrud^ unb Duotienten an eiujelnen 
Srüd^en aus natürlid^en QafjUzn erläutert »orben. @8 erübrigt 
nun nod^, bie ©leid^l^eit iwifd^en bem Duotienten a:b unb 

bem aSrud^e | (lieg a 6tel) allgemein ju betoeifen. 

®er allgemeine S3rud^ | bejeid^net ber Definition (§ 52) 

gemä§ bie ©umme öon a gleid^en ©ummanben ber in b Seile 
jerlegten ©inl^eit, ober: 

a 1 

& ^ b 

9iad^ bem in § 11 gegebenen ^Begriff ber ©iöifion bebeutet 
ber Duotient a : b junäd^ft, bie 3^^^ a in 6 gleid^e Seile ju 
jerlegen. ®er Diöibenb entl^ält aber eine ©umme t)on a ©in* 
Iieiten; mitl^in ift: 

a:6 = (l + 1 + 1 + + 1):6. 

(a ©ummanben) 

SBenbet man auf bie öon Älammem eingefd^Ioffene ©umme ben 
erften Sel^rfa^ in § 13 an, fo entftel^en ©tammbrüd^e mit bem 
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Slcnncr 6, bereit Änjal^I gleid^ a ift. 3)te ©untme biefcr 
JBrud^einl^eiten tt)irb aber lurj burd^ a • ^ ober ^ bargefteHt. 

äRttl^itt ift ber Duotient a : 6 gleiift bem SSrud^e ^ . 3ebcr 

örud^ ift feinem SBerte xiad^ nid^ti^ anberei^ ate ein formeller, 
b. 1^. unentn)ide(ter ober unaui^gefül^rter Quotient. @d lattn 
alfo aud^ ümgefel^rt jeber S3rud^ aU ein Duotient aufgefaßt 
»erben, ber burc^ S)iöifion beS QafjUtx^ burd^ ben Slenncr 
entftel^t, Sei ©tammbrüd^en flicken bie Äuffaffungen als 
93rud^ unb aU Quotienten in eine einzige jufammen; benn 

ber SCuSbrudC - Bejeid^net nur bie Seilung ber ©inl^eit in a 

gleiche Seile. S)a eg für baS ©rgcbni^ ber Sled^nung einerlei 

ift, ob man einen SlugbrudC öon ber gorm ^ ate aSrud^ ober 

aU Duotienten auffaßt, fo »erben in ber aKgcmeinen Äritl^- 
metif oft Beibe Benennungen in bemfelben @inne gebrandet 
5Der SSrud^begriff ift für pofitiöe unb negatioe Qai)Un 
ebenfo gültig, »ie für natürlid^e. Seilt man bie pofitiöe unb 
bie negotioe ©inl^eit + 1 in 6 gleid^e Seile, fo entftel^en bie 

Srud^einl^eiten + ^ , — i , unb »enn man öon jeber Slrt a 

Seile ju einer 3^^^ vereinigt, fo erl^ält man bie JBrüd^e + ~ 

unb — ^ . aSir l^aben alf o im ®egenf a§ jur pofitiöen unb 
negativen ©inl^eit bie pofitiöe unb negative JBrud^einl^eit, 

±1 = 4-1 

ju untcrfd^eiben. 9lad^ ÄenntniÄ ber algebraifd^en B^^^ten 
(§ 32) fann ein SSud^ftabe a jebe pofitiöe unb negative Qaf)i 
ber erweiterten ßal^Ienreilie bejeid^nen. Die SSerbinbung ber 
erften unb ^toeiten @rtt)citerung beg S^^l^^S^iff^ ffi^^t i^ 
unauggefül^rten Duotienten, bereu Diöibenb unb SDiöifor alge^^ 

braifd^e S^l^I^n finb, alfo ju Duotienten öon ber gorm ^-^• 

S)ie aSebeutung biefer Duotienten crgiebt fid^ aug bem ^au^t^ 
geje|e in § 40; eg ift nämlid^: 
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3Ron fann alfo ben Duottcntcn jtocier algcbraifd^n Sohlen 
btttd^ einen pofitiöen ober negativen SSruc^ barfteHen. 

®te ©Icid^nng a : 6 = | gilt alfo aud^ bann, tocnn a 

unb 6 beliebige relatiöe ß^^ten ber allgemeinen ä^^Ien be* 
jcid^nen. SBir l^aben alfo ben 

Sel|rffi^: (£§ beftel^t ©leid^l^eit ^toifcl^en einem 

Quotienten a:6 unb bemjienigen ®rud^e |, beffen 

Saldier gleid^ bem ©iöibenben nnb beffen SRenner 
bem ®iöifor beS Duotienten gleid^ ift. 

®er allgemeine Duotient ober Sud^ftabenbruc^ ^ ift in 

einem t)iel allgemeineren ©inne anfsnfaffen oI§ ein gettjöl^n:: 
lid^er JBrud^. 

Slad^ nnferen big jefet gewonnenen gö^l^^flnffen finb im 
Quotienten a : 6 folgenbe befonbere ßal^Iformen entl^alten: 

1) bie pofitiöe unb negative ©inl^eit, + 1, toenn 

berfetbe bie gorm ^ onnimmt; 

2) bejeid^net er bie öon 1 öerfci^iebene ganje gal^I ber 
erweiterten äö^tenreil^e, wenn a ein SSielfad^eg öon h ift, 

3) bie gebroci^ene ga^I, wenn ber ©iöibenb Heiner ate 
ber ®it)ifor, alfo a < 6 ift; j. 85. + 5 : + 6 = + |. 9iur 

toenn a unb 6 natürüd^e ßal^Ien bejeid^nen, ift ~ ein gewöl^n* 

lid^er SSrud^; 

4) bie gemifd^te ^a% Wenn a>l ift; j. 83.: 

±20: + 3 = + 6i; 

5) fönnen a unb 6 auc^ bie pofitiöe unb negatiöe ge- 
brod^ene ^a^ au^brüdEen. S)er SBert be^ Duotienten fteßt 
bann eine ber unter 1 big 4 angegebenen ßal^Iformen bar. 
Sft j. 85. a^i unb 6 = A/ fo ift «:& = *: A = f- 
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§ 60. ^orife^ttttg beS SledittenS mit »tni^tn. 

^olgetttitgSfii^: Sud bent Sel^rfa^e bed t)origen 
^aragrapl^cn crgiebt fic^ unmittelbar, ba^ alle 
fRcd^engcfc^c, »cld^c für ben urfprungttd^en Duo= 
ticntcn a:b bctoicfcn toorbcn finb, oud^ für SSrfid^c 
@eüung l^aben. 

3Ran erl^ält bie befonbem SRed^engefc^c für Srüd^c, toturt 
man in bcn ®cjic|cn über Duoticntcn an ©teile t)on S)it)ibeTib 
unb 3)it)ifor bie äSejeid^nungen 3^^^^ unb SRenner fe^t 

S)ie ©runbgefe^e über ben Srud^ lauten: 

1) äßultiplijiert man einen SBrud^ mit feinem Sienner, fo 
erl^alt man feinen Saldier. (§ 16, 1.) 

2) ©iöibiert man ben QäfjUtx eineg SSrud^ed burd^ ben 
S3rud^ felbft, \o tx^'att man feinen Slenner. 

3) ^abtn gleid^toertige SSrüd^e benfelben Q&f)Ux, fo finb 
aud^ t^re 9lenner gleid^. 

4) §aben SSrüd^e mit bemfelben Slenner gleid^en SBert, 
fo finb aud^ i^re 3^^^^^ einanber gleid^. 

5) 3)er SBert eined SSrud^ed bleibt ungeänbert, »enn man 
feinen Saldier unb feinen Sienner mit berfelben QafjH multi= 
))Iiäiert ober beibe burd^ biefelbe Sal^I biöibiert. (SRan t)er= 
gleid^e § 16 bie Sel^rfäfee 1, 3, 7, 8 unb 10.) 

S)ie Dier erften ^Rechnungsarten mit SBrüd^en finb bereits 
in ben §§ 54 big 57 bel^anbelt. 5DiefeIben ®efe|e, öjeld^e bort 
felbftänbig entwidtett worben finb, ergeben fid^ aufgrunb beg 
legten goIgerungdfa|eS aus ben Sel^rfäfeen 2, 4, 6, 7, 9, 10 
11 unb 12 in § 13. 

®as ^potenzieren eines Srud^eS ergiebt fid^ aus bem 
7) Sel^rfafee in § 17: @in SSrud^ wirb potenjiert, inbem 
man feinen Q&f)Ut unb feinen SRenner mit bem (Sj^ 
ponenten potenziert. @o ift j. S5.: 

\J ~ 16 5 W ~ 25 5 Va + 6/ ~ a* + 2a& + 6* ' 

Sebe (ganje) $ßotenj eines örud^eS ift ftets toieber ein 
85rud^. S)er ^ßotenjttjert aller ed^ten Srttd^e ift Keiner als 1, 
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alfo njtebcr ein cd^tcr SSrud^, 3)ic ^ßotcnjicrung cinc^ eckten 
Sruc^cS liefert einen um fo fleineren SBert, je größer ber @e- 

^)onent ift. 3)er «ugbrud Q)^ l^at ben SBert Sluö; benn 



ö =fe = i = ttac^§40. 



§ 61. SBttr}eIfitti»)iel|en auS »ritten. 

Sufolge § 26, 3 tt)irb ein SSrud^ rabijiert, inbem man 
jottjol^l feinen Saldier aU feinen Slenner burc!^ ben ^nxitU 
tjponenten rabijiert unb bie erfte SBurjel burd^ bie jtoeite 
biüibiert, j, 85.: 

1 /26 _ >/25 _ B ^ 1/49" _ ^ ^ l/^"— . }!!!^ 

r 64 ~ y64 ~ 8 ^ r 144 ~ 12 ' y n~ Yn' 

Sft ber SRabifanb ein unechter ©ejimattrud^, j. S5. 72,25, 
fo teilt man benfelben junäd^ft öom ©ejimallomma au8 nad^ 
txnU unb red^ts in ätoeiäifferige filaffen (§ 19). galls bie 
le^te ber Slbteilungen xt6)t^ öom Äomma nur eine ßiffer 
entl^ält, fann biefelbe burc^ eine 9luII ergänjt n^erben. 33ag 
Sied^nunggöerfal^ren geftaltet fid^ ganj auf biefelbe SBeif e wie 
bei ganjen ßal^Ien (§ 20). 9Äan red^net ol^ne SRüdEfid^t auf 
baS ©ejimalfornma unb fe|t in ber SBurjel bagfetbe, fobalb 
bie erfte ©ejimalfteQe jum Sftefte l^injugefügt werben foltt, j. S3.: 

, a+b 

)/12,6736 = 3,5 6 . 
«2 = 32= _9_ W 

2a2a = 6-f- 36 
2a6 = 6.5= 30_ 

67 
62 = 52 _ 25^ 

2a' =70: 423 
2a'6' = 70 . 6 = 420_ 

36 
6'2 = 6^ = 36 



©d^üller, «dtl^metif. 11 
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SJeiffiiel ber Duabrattoutjel eines ed^ten S)ejimaIbntd^eS 



1/0,00172125 = 0,085. 
o« = 8* = 64_ 

2o = 16 : 8 2 

2a&=16-5= 80 



25 
t» = 5« = 25 



SRan fann ben ©ejimatbrud^ aud^ burd^ einen getoöl^n- 
Kd^en SSrud^ barfteüen, beffen Sienner eine gerabe 5ßotenj üon 
10 ift, unb biefen Srud^ rabijieren. @o ift j. 83.: 



|/5T6=^ = ?^ = 2,4; 



>/469226 685 



^46,9225 = ^^^7=- = löö = 6/85 



®emä^ § 26, 3 wirb aug einem getoö^nlid^en SSrud^e b\e 
^bitourjel gejogen, inbem man biefelbe auS feinem Saldier 
unb feinem Jlenner jiel^t, j. S5.: 



3,- ».- 



-1/64 3 ^ 1 /^ ya; 

K 125 ~ 5 5 y y~ s ' 

SSeim SluSjiel^en ber Äubifwurjel auS einem uned^ten 
©ejimalbrud^e teile mon benfelben öom S)ejimaHomma au^ 
nac^ ünliS unb red^ts in breijifferige Slbteilungen. ©in ed^ter 
Dejimalbrud^ wirb öom Äomma auS in Äloffen geteilt. S)a^ 
Äomma in ber SBurjel fe^t man, fobalb bie le^te ßiffer ber 
©angen jum SRefte l^injugefügt ttjorben ift, S)ie äugfü^ruuft 
ber 9ied^nung gefd^iel^t wie in § 24, j. 93.: 
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a+b+c 

= 7,3 8 



o» — 7» — 


^401,947 272 
343 


3a» — 147 : 
3a*& — 147 • 3 — 


58 9 
44 1 


3a6» — 21 • 9 — 


14 84 
1 89 


6» = 3" — 


12 957 
27 


3a'« =.15987 : 
3a'*6'=15987.8 = 


12 930 2 

12 789 6 


3a'6'» =- 3 . 73 . 8« — 


140 67 
14016 


6's — 8» — 


512 
512 



0. 



§ 62. Weil^ttttng mit itegniiliett tpotettjen. 

SRad^ göltet II § 17 bcjcid^net btc ©iffcrcnjctis^potcnj 
fj^mr-n j)gj| Quotienten — • SRan Benennt im aHaemeinen iebe 

5ßoten8 nad^ il^ren Sjponenten; je nad^bcnt bie ©iffereng ber 
®X^onenten m — n eine pofitiöe ober negatiöe gonge ßol^I ober 
9iuU bejeid^net, l^ei^t bie ?ßotenj felbft pofitiö ober negatit) 
ober bie SRuHpotenj. 3)ie pofitiöe unb bie 9iuQ))otenj finb 
in ben §§ 17, 41 unb 42 bel^anbelt toorben. (£i5 erübrigt 
nun nod^, bie 9lcd^engefc|e für negative ^ßotenjen aufjufteHen 
unb bereu Slic^tigfeit ju betoeifen. 

S)ie § 42 (Seite 118) gegebene ©efinitioni^formel ber 
negativen 5ßotenj, nämlid^: 

iann naä) Äenntni^ ber Srüd^e in folgenber SBeije au^gejprod^en 
»erben: 

Sebe negotibe ^ßotenj ift gleid^ beut SBerte be^ au^ 

ber SSafig a gebilbeten ©tammbrud^eS - potenjiert mit 

bem pofitiöen ©jponenten. 

11* 



_^ 1^ /i\» 



164 . Dritter «bfc^nitt. Der »rud^. 

3n bicfer äuffaffung crfd^cint ouc^ bic negative ?ßotcnä 
afö ein ^robuft glcid^er göttorcn (§ 14). (gg ift nämlid^: 

«"" = Q"-^^5 l (ngaftoren). 

3ft bic JBafi« ein Quotient (SSruc^) |, fo gut bic gormcl: 

©"■-©•• 

3RaK lann alfo allgemein btn ©jponcntcn cntgegcngcfc^t feftcn, 
ttjcnn bie ©runbäal^I bcn untgclel^rten SBcrt crl^ält. 

Äu8 bcr ©cfinitionSformel «-" = — crgiebt fic^ burd^ 

a 

aSertaufd^ung beg ©iöifor^ mit bem Quotienten (§ 12, @. 41) 
o*» = -— • SRit ßUfe bief et beiben ©Icid^ungcn lann man 

a 

iebe ^ßotenj aug bem Slcnner in ben 2&^Ux (unb umgcfel^rt) 
fd^affen, toenn man bem ffijponcnten bag entgcgcngcfe|te SSor« 
jeid^en giebt, 5. fb.: 



^ = a^b-^ : ^ = -ta;*y"^ ; 5- — ^- = — -nr- • 

®ic in ben §§17 unb 41 für ^potcn^cn mit natfirlid^en 

©Eponcnten betoicfencn ©efefee l^abcn aud^ für ncgatiöe 

^Potenjcn ©citung. 3)iefe SBalirl^cit gel)t fd^on barauS ]^ert)or, 

ba§ bie SScbeutung ber negatioen ?ßotenjform au^ ber pofitiöcn 

?ßotenj ^crüorgel^t, wenn ttJir gormd II § 17 für äße ganje 

Sa^Icntoerte gelten laffen unb n>m ift. SRan l^at atebann: 

1 



a**-"* 



^an lann biefe 9ied^enge{e^e aber aud^ für negatioe 
5ßotenjen auf ©runblage il^rer ©cfinitionsformcl nod^ befonberg 
betoeifen. ®ie Setoeife werben in ber S33eife gefül^rt, ba§ man 
bic negatioe $ßotenj burd^ bic gleid^wertigc pofitiöc erfc|t, auf 
biefe bie $Potenxgefc|c anwenbct unb fd^üe^Iid^ bag gewonnene 
©rgebnig in gorm einer negativen ^ßotenj augbrüdft 

aSir laffen l^icr bic gormeln für bic SRcd^nung mit nega- 
titjen ^ßotenjen ncbft bcn SSetoeifen folgen: 
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I. 



2) a-"» • a-" = a-("»+*) . 
S9ctt)cifc: 

1) a"» • a-» « a»» • — = — = a»«-«. 



2) a"~^ • ar^ = 



a™ a" 



^ = _i— = a-(m4-«), 



a 



m-^n 



1) a*" : a-^ = a'»+» . 
II. 2) a-"» : a" = a-("»+«) . 
, 3) a-^ : a-» = a-"»+" . 

SBctDCtfc: 
2) a"-"» : a" = — : a'» = 



a"*- o" 






3) a-"» : a-« = 4r : — = — = «"~^. 

III. a-».6-» = (aft)-''. 
SBctocig: 

IV. „-.:»-._©--©■• 
aSetoeiS: 

« X « 11*) 1 /a\-» 



V. 



1) (a-*»)"» = a-»"» . 

2) («'»)■"''* = a-'»'". 

3) (a-'*)-"» = a^"*. 



* 



) Ober 
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SSctocifc: 



— nm 



§ 63. 8rttdi|iiiim)ett. 

S3ig]^er l^obcn wir uni^ mit ^ßotenjcn Bcfd^äftigt, bcren 
SEponenten ganjc Saldiert finb. Siad^ bet jtpciten Smciterutig 
bcg S^^Icttbegriffg muffen wir ung aud^ bic S3cbcutung öon 
^otcnjformcn flar legen, bercn Sjponenten SSrüd^e finb. ^\x 
ber m. gormel bcg § 27 ift (®. 86) bie »emerfung gcmad^t 
worben, ba^ bcr ^ßotcttjejponent m:n eine natürlid^e ^a^ 
bcjeid^nen foQe unb bal^er m ein SSielfad^eg Don n fein muffe. 
Saffen wir \t%i bicfe Sinfd^ränfung fallen unb bie Bejeic^nete 
gormel für beliebige pofitiöe ß^^tcnwerte öon m unb w gelten, 
fo fliegen aus biefer ©leid^ung, wenn n in m nic^t aufgellt, 
^otenjen mit getroil^eiteit @£))onenten ober 93 r u d^ ))oten}en. 
@o ift j. S3. jufolge biefer gormel: 

V^64^ = 64*; y'8P = 81*; 1^27"^ — 27^; 
aKgemein: 



m 
n 



a"'z=.a"'"'=^a' 



aSrud^potenjen entftel^en burd^ Slabijierung einer 
^otenj, wenn ber SBurjeleEponent im ^ßotenjejpo- 
nenten nic^t aufgellt. 3^^ Unterfd^eibung nennen wir t)on 
jie^t an jebe ^ßotenj, bereu @jponent eine ganje 3^1^! ift^ «ine 
ganje ^otenj. ®a bie SSilbung eines 5ßrobuIteS aus 4^, \j 

*) siiodj § 15, 4 unb § 17, 7. 

**) Siifolöc bet gormcl: 



©"-©■■ 



§ 63. »rud^jjotcnacn. 167 

h ~ gWd^ett fjaltoren tcincn ©inn gicbt, finnlog ift, oljo 

Mefc neue 5ßotenjform burd^ ben urfptüngUci^ctt ^ßotenjbegriff 
(§ 14) nid^t gebeutet werben lann, \o finb bie für ganje 
^ßotenjen beroicfenen ®e{e|c auf SBrud^potenäen nid^t ol^ne 
weiteres antoenbbar. hierin liegt nun no^ fein ®runb, 
^oteujen mit Srud^eEponenten au^ ber aßgemeinen Slritl^metil 
ouSjujtd^Iie^ett. SSielmel^r erforbert bie oQgemeine ©ültigteit 
ber aritl^metifd^en Sled^engejefee aud^ bie S3etrad^tung biefer 

neuen ^ßotenjf orm, ba bie obige Sebingung, bafe - eine -natura 

lid^e ^af)i bejeid^nen ]oUt, ben Slcd^ner bei Slntoenbung ber 
^otenjgefe^e burd^ bie jebegmalige Unterfud^ung , ob ber 
Öuotient m:n n^irflid^ eine ganje 3^^^ bexeid^nc, l^emmen 
tDürbe. Snbem toir aber biefe SSebingung je|t aufl^eben, er* 
tneitern mx ben 5ßotenjbegriff bal^in, ba| ber ©jponent jebe 
beliebige Qaf)i ber erweiterten S^^^^nrei^e (§ 58) fein fann. 

a) ^ßotenjen mit pofitiöen S3rud^ejponenten. ®{c 
iBebeutung einer ?ßotenä mit gebrod^enen pofitiöen ©jponenten 
toirb burd^ bie Umlel^rung ber gormel III, alfo burd^ bie 



m 

n 



S)efinitionSformeI I: a*» = ya^ 

feftgefe^t. ©iefelbe befagt, ba§ burd^ eine SSrud^potenj jtoei 
inüerfe Operationen britter ©tufe angezeigt toerben, nämüd^ bie 
^ßotenjierung burd^ btn Saldier m unb bie SRabijierung burd^ 
btn 9ienner n beS SSrud^eEponenten. 

SBorftel^enbe ©leid^ung fprid^t folgenbe Definition (geft= 
fteHung) auS: @inc SSrud^potenj ift berjenigen SBurjeI= 
grö^c gleid^, ttjeld^e bie mit bem gäl^Ier potenzierte 
©runbjal^I jum ?ftabifanben unb ben SRenner bcg 
^otenjejponenten jum SBurjelejponenten l^at. 3)a 
na^ gormel IV § 27 

ift, fo l^at man ferner 3)efinition8formeI II: 
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®inc 3öl^I mit einem Studie ~ potenjieren fiei^t, 

biefelbe burc^ ben Slenner n rabijieren unb bie er^ 

^alterte SButjel ya mit bem Q&f)Ux m potenjicren. 

?lu8 ber ©efinitiongf ormel I folgt für w = 1 , 

i_ 

es ift ballet j. JB.: 
64* ^ /64 = 8; 125* = >/64« = (>/64)' = 4« = 16j 

81^ = }/SV = (>/8l)' = 3» = 27. 

S)a8 ®efe^ über bie SBertbeftänbigleit eines SSrud^eS (§ 53) 
gilt aud^ für bie Srnd^potcnj; benn eS ift: 

mx 

^x ^Y^x ^ y~^i (j^Q^ § 26) . 

%ixl SRed^nen mit SSrud^potenjen unterliegt benfelben 
®efe|en, njeld^e für gonje ?ßotenjen beftelien. S)ie gormcln^ 
tt)eld^e bie fRed^engefe^e für gebrod^ene ^ßotenjen auSfpred^cn, 
»erben mit §ilfe ber ©efinitionSformel I beriefen. SKon 
brüdtt bie Srud^potenjen in SBurjelgrö^en aus, giebt bie[cn 
nad^ § 26 gleid^c SBurjelejponenten, wenbet auf biefe ÄuS- 
brüdEe bie entjpred^enben SBurjelgeje^e (§ 2?) an unb brüdEt 
\i^l SrgebniS in Srud^ejponenten aus. 



vfi p m I p 

I. a"" ' di ^== a"" « 



S3ett)eiS: 



m p*^ 

— ~ J «/ <?/ — wj/ nq / nq . -. 

a"" ' a^ = ya"' • ya^ «= ya"^^ • ya'*^ = ya'^^+np 

m g-f- np m j^p 

m p m p 

II. a" : a^ = a»* ^. 



''°) äJ'^an tanti ouci^ ^uerft bie ^xuä^tipomnttn gleid^namtg mad^en: 



m p r/jg njt) 



— — — nq. nq , »9/— ; 



m. 



§ 63. 93tud^^otenaen. 169 

SBctPcig: 

— - n, q, — nq . nq, nq . 

a« : a« = ya^ : ya^ = yar^'^ : ya^'^ = ya*»«-"-? 

mj — np m p 

mm m 

III. 0^ .h^ = {ahy . 
®ett)cig: 

mm m 

m m . m 

IV. «^ : J» — (I) • • 
SSetoetS; 

m m **/"/ — \ — / \ ''^ 

o» . j« _ ^ . j^ = |/(«)"* (I 27, 4) = (f )« . 

(^\£ mp 

®ctt)cig: 



(a^)f = j/p)'' = F(]^^^ (§27,7) 



mp 
nq 



= y«^ (§ 27,8) =a'*«. 
9{ad^ ber IL 2)efttittiondformeI ber ^ruc^potenj: 



m 



ift unter bem ^uSbrud a** ein $robuIt aui^ m gleid^en Sfaltoren ju Det^ 

ftel^en, t)on benen ieber gleid^ ya ift. ^urd^ biefe ^uffaffung ift dfo bie 
gebroti^ene ^otenj ber urfprünglid^en Srllärung (§ 17) unterworfen, unb 
folglid^ muffen alle )Bel^rfä^e über gan^e ^otenjen, \Delä)t j[a auf biefer 
3)eftnition Berul^en, auc^ unmittelbar für SBrud^poten^en gültig fein. 
äJlan !ann mit §ilfe obiger ^efinitionSformel aud^ bie älid^tigleit biefer 
$e]^au:|)tung für iebe ber tiorl^in betoiefenen V Formeln nod^ befonberi^ 
barlegen. @o ift 5. 83.: 

m p mq np .. . , . 

— - —^ — /nq^\mq (nq \np 
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2)iefe beibeti )u multiplizier enben 9(udbrflde ftnb $oten§en, toelc^e bie 

SSur^el ya ^ut JBaftd l^abett. SBettbet man auf biefe 3a]^lDednü))fun0 
ben 1) Bel^rfal § 17 an, fo ift: 

(nq \mq Jnq \np /nq Xnp-^mq 

t^ür ben leiteten StuSbrud aber !ann man bie IBrud^poten^ a "^ 
fe|en, meiere gleich a^ ^ ift. 

b) ^otcnjcn mit negativem Stttd^ejponentcn. ®ie 

a» : a« «= a» « 
fül^rt aufbicnegatiöegcbrod^cne ^otcnj, tocnn bie 2)iffcrenj 

bcr Srud^CEponenten - — ^ eine negative ^afjH giebt ©o 
ift h^ 85.: i6i : 16^ = i6-i; 8* : 8* - S^i. 

Um ben SEBert für 16~"1 ju beftimmen, fefeen toir nad^ ben 

Seigren unter a) ftatt ber SBrud^potenjen 16^^ unb 16* bie 
gleid^ wertigen SEBurjeln, bann ift: 

16-i = Vl6:T/l6 — i. 

yiaä) bem SSegriffe be8 Srud^eg ift — ^ = (— i) : 4 unb 
bal^er nad^ ber 2)efinition8formet I unter a): 



16-i = yi6^. 



©rfefeen toir ben SRabifanben 16 ^ nad^ ber formet: 
butd^ eine pofttiöe 3^^^/ \^ ift* 

J^ei^t ber gebrod^ene ©Eponent — ~, fo ift allgemein: 



^ a 



§ 63. ^xvi^pottnicn. 171 

X 

3u bcrfclben S3ebcutung bcr ^otensform a~"y gelangt man 
iux6) folgcttbc Überlegung. 9lad^ § 62 ift: 

1 

£ä^t tnan biefe @Ieid^ung aud^ für aQe negatit)en 93räci^e beiS 

SEponenten gelten unb jefet — n = — -, fo erl^ält man bie 
S)efinttionSformel: 

Sn SBorten: Sebe ^otenj mit negativem Srud^:: 
ejponenten ift gleid^ bem umgefel^rten SEBert ber 93afi8 
potenziert mit pofitiöem Sjponenten. 

68 ift alfo 5. S.: 

27^ (>/27) 

9lad^ ber S)efinition8formel einer ^otenj mit negativem 
Srud^ejponenten lann aud^ biefe ^otenjform al8 ein ^robuft 
im ©inne be8 urfprüngtid^en ^otenjbegriff« aufgefaßt »erben, 
e« ift nämlic^: 

-''^^ = & = VlYlVl-''^^ (.gaftoren). 

gür bag praftifd^e SRed^nen mit negatitjen SSrud^potenjen 
werfe man nod^ folgenbe 

gotmet: ©"" = ©'• 

ÜÄan lann alfo ben negatitjen Srud^ejponenten ftet« 
jJojitiö fe|en, loenn man bie ©runbjal^l in ben um^elel^rten 
äal^lentoert üertoanbelt. @o ift j. 33.: 
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(1) =4i«>^4 = 2; 



S)ic für ^otcnjcn mit :po[ittt)cn gebrod^cnen ©Eponcnten 
bctüicjcttcn aicd^cngefcfec l^abcn anä) für ^ßotcnjcn mit negativem 
Srud^cjpottcntcn ©ültigleit. SEBic bic testen SBeifpicIe jeigen, 
lann man im praltifd^en Stcd^ncn burd^ Slnwenbung bcr t)or- 
ftel^cttbctt gormein negative ©jponcntcn öermciben. 

§ 64. SBtttjeln mit negaiiben ttnb gelito^enen ütP^ntnitn. 

SiÄl^cr l^aben toir nur SEBurjcIn betrad^tet, bcrcn 6p 
poncntcn ganjc natürlid^e Qa\)Un finb. (SKan fcl^c ben 
«bfafe ,,ertt)citeruttg bc8 SBurjelbcgriffg" ©.119.) Sfladjim 
ber ^otenjbcgriff in § 63 burd^ bie ©infül^rung beliebiger 
3ö]^tentt)erte ber relativen j^a^Unxd^t (§ 58) für ben ^ßotenj- 
ejponenten eine ©rweiterung erfal^ren l^at, muffen wir nun 
aud^ bie unter VI (@. 119) gefteHte SSebingung, bafe ber 
SEBurjelejponent eine abfolute 3^^^ bejeid^nen foQe, fatten 
laffen. 2)a nämlid^ bas aiabijieren bie Umlel^rung beg 
$ßotenjieren8 ift, toobei ber 5ßotenjejponent jum SBurjcI- 
ejponenten wirb, fo mu| bic @. 120 gegebene Definition ber 

SBurjet y^ bal^in erweitert werben, ba§ aud^ ber SBurjel- 
ejponent n jebe beliebige pofitiöe unb negatiöe ganje 
ober gebrod^ene 3^^^ ^^^ erweiterten 3^^^^^^^^^^ 

bejeid^nen lann. @8 ift j. 33. ''\^Ä = \, weil (^)~^ mä) 

§ 62 ben «abifanben 4 giebt; "1^27=^, weit Q)~'=33«27 

ift; ferner ift |^=16*, benn 16* mit bem SQSurjel^^ 
ejponenten | potenziert liefert jufolge § 62 gormel V 

(16*)*=16; enbtic^ ift ""V64=64-*, weil (64-*)-*«64 
liefert. 

SRad^ bem öorl^in erweiterten SEBurjetbegriff bejeid^net bet 
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Äu^brud "ya btejcnigc Qai)l, beten (— n)tc ^otenj beii SRabi« 
fanben a giebt. Um bicfc SBurjelform in einen gleid^wertigen 
äugbrud mit |)ojitit)em SEBurjelejponenten ju öemanbeln, lann 
man öerfd^iebene SBege einfd^Iagen. ®in je^r einfad^eS SRittel 

jur SBeftimmung beg SBerte« ber SEBurjet "y^a bietet bie in 
§ 63 gegebene gormel: 

i/a = - • 
^ n 

ßufolge biefer ®Ieid^ung ift: 

Ya = a - = -^ = — . 

3u bemjelben ©rgebnis gelangt man burd^ fotgenbe (Snt= 
toidfelung: 

ya == l/^ (nac§ § 26) = Va=i = J/i = i. 
S)ie 9iid^tigleit ber S)efinition8formeI: 



•n /— . n /— 



y a = 1 : >/a 

crgiebt fld^ aud^ baranS, ba§ ber Siabifanb a entfielet, wenn 
man beibe SlnSbrüdEe mit (— w) potenjtert. SJorftel^enbe 
©leid^ung fprid^t folgenbe Siefinition anS: 

3ebe SBnriel mit ganjem negativem SBnrjeI= 
ejponenten ift gteid^ bem nmgelel^rten SBert berfelben 
mit abfotntem ©jponenten. 

S)it)ibiert man nad^ bem Oejefe ber SBertbeftänbigfeit einer 

SBurjcI (§ 26) beibe (Sjponentcn beS ?ln§brudg l/8* bnrd^ ben 

^otenjejponenten, jo entfielet bie neue SBurjelform yS. Sine 
SBurjel mit gebrod^enem SBurjelejponenten entfielet 
au§ einer SBurgel, bereu 9labilanb eine ^otenj ift, 
toenn man fotool^I ben SBurjel- als ben $ßotenä= 
ejponenten burd^ lefeteren bitjibiert unb biefe S)it)ifion 
nid^t aufgellt. ®ie Sebeutung biefer SBurjelform fliegt au8 
ber gormel III § 26, wenn wir bereu SKd^tigfeit aud^ für 
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biefen gaÜ gelten laffen. Unter biejer Slnna^me ift: 



n 



•/8* = )/8 , allgemein >/a'« = }/a . 
S)ie Umlel^rung biefer ®Ietc^ung liefert bie 



n 



S)eftnition8fDnnet: y^a = ]/ar> = (^0) . 
®8 ift bol^er: 

f^8 = (v^)' = 2* = 16 ; 

1^16 = (j/Ie)' = 4» = 64 . 

©ine 3ö^t ö burifi einen 93rudb - rabiäieten 6ei§t, 

biejetbe burd^ ben Qix\)Ux n rabijieren unb bie erl^aücne 

SBurjet y^a mit bem 9lenner m beS 35rud^e8 potenjiercn- 
Ää^t man bie gormel: 

-n.- 1 

i/a = — 

aud^ für ben gaü Oettung l^aben, wenn ber SEBurjeleEponcnt 
— n ben JBrud^ — - bejeid^net, fo ift: 

X 

"y/- 1 i_ 

f ' X X / — 

3u bemfelben 9lefultat gelangt man burd^ Senu^ung ber 

formet: ^ _ i 

unb mit ^ilfe ber ®efinition§formeI: 

n 

' m .— n i 

ya = yaT' , 



wenn bie SBurjelf orm Va biefen ©leid^ungen unterworfen wirb . 
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®ic in biefem 5ßaragrap]^cn bejprod^enen SBurjelformen 
getoäl^rcn tnbeS für baS praftijd^c Sled^nen feinen SSorteil. Sic 
fönncn aud^, tote einjelne JBeijpiele Seite 172 jeigen, in ber 
iRed^nung ftets baburd^ t)ermieben toerben^ ba^ man baS 
SRegatiüe auf ben ^ßotcnjejponenten überträgt unb an ©teile 
ber S33urjet mit gcbrod^enem SBurjeleEponenten bie gteid^tpertige 
S3ruci^|)otenj fefet @g ift nämttd^ ftet«: 



"Yä = a *• , "j/a «= a^ 



unb 



ya 



a * 



^nmerfung. 2)ie ^uffaffung ber SBurjeln als JBrud^^otensen 
rül^rt öon ©tcöin (1686) unb »letoton (1707) l^er. 



SBicrtcr SlBf^nitt. 

§ 65. SRag her Spülen.**) 

1) SBcgrtff beg ÜÄa^cg. Unter ;,2Ka§" im weiteren 
©inne begreift man jcbe ®rö§e, ttjeld^e jum SKeffen einer mit 
il^r gtei^artigen ®rö§e benufet tnirb. 2)ag SKeffen befielet 
barin, bai man unterfud^t, inie oft bie ate 3Wa§ angenommene 
®rö§e in ber anbern entl^altcn ift, gleid^öiet ob bei biefcnt 
SJerfaliren ein Sieft bleibt ober nid^t. 2)ie 3^^^, toeld^e ba^ 
©rgebnig ber SReffung angiebt, l^ei^t bie 9Ra§jal)I ber 
gemeffenen ®rö§e inbejug anf ba^ 2Ka§.***) 3ebe SRaljal^l 
ift il^rem Segriffe gemä§ eine unbenannte Qa^t 3m engeren 
©inne nennt man eine ®rö§e baS 3Wa| einer anbern mit il^r 
gleid^ benannten, toenn bie aWa^jal^I eine ganje 3^^^ ift, mit 
anbern SBorten, ttjenn bie ju mejfenbe ®rö§e ein ganjeg SSieU 
fad^eg öon il^rem SKa^e ift. SRac^ § 14 ift baS SKeffen eine 
befonbere gorm ber Siiöifion, bie ju meffenbe ®rö§e ift ber 
S)it)ibenb unb ba8 2Ka§ l^ei^t ®it)ifor. 3ft a ein SSielfad^eS 
t)on &, fo giebt e§ ftetö eine ganje 3^1^^ ^f \^ ^ö§ « = ^^ 
ift, unb ber Duotient a : h bejeid^net eine ganje 3^^I- 

aSon ben beiben 3ö^l9^ö§^n 12 unb 16 ift bie größere 
fein aSielfad^eS ber Heineren, aber jebe oon itinen l^at biefelbe 

*j "man fel^e „S3c9rtff ber ^Iritl^metil" 6. 2. 
**) 3n bicfcm unb bcn §§ 66 unb 67 fott unter Sal^I ftctS bie 
nattirlid^e gal^I bcrftanben »erben. 

***) Stt» aUgemcinften ©inne lann bie SJ^agja^t eine ganje 8a% ein 
ÖCiööl^nUd^er S3rud^, ein jcl^nteiliger ^rud^ unb eine grrationatja^I fein. 
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Sal^I, nämlid^ 4, jum SKa^e. SBcnn gtüei ober mehrere 3al)ten 
(iibcrl^aupt ®rö§en) fid^ gcmcinjd^aftüd^ burd^ eine anbete ßal^I 
(®rö§e) meffen laflen, jo l^ei^t leitete ba^ „gemeinjd^aft^ 
Ud^e 9Jia§" jener Otogen. @inb bie ju meflenben Oröfeen 
Bohlen, fo nennt man x^x gemcinfd^aftli^eg 3Ra§ aud^ ^äufig 
ben ,,gemeinfd^aftUd^en Leiter" berfelben. Die ßal^Ien 24 
unb 36 l^abcn 2, 3, 4 unb 12 jum 2Ka§e, 12 ift bag größte 
gemein jd^qftlid^e 9Jia| öon 24 unb 36. 

2) Äelirfä^e über bag gemeinjd^aftlid^e SRa^. Die 
Sa^I 6 ift ein ÜÄa^ ber ßa^Ien 30 nnb 18; fie ift anc^ 
gemeinfd^aftüd^er Steiler ber ©ummc 30 + 18 nnb ber 
Differenj 30—18. 

©ei^en bie Qa\)Un allgemein Ä unb B unb bejeid^net 
man il^r gemeinfameg ÜÄa§ mit M, f o flnb nad^ 1) Ä unb B 
SSielfad^e tjon M. @8 fei: 

A^^m- M unb B ^^^n- M, fo ift: 

A + B = {m + n)' M unb Ä — B = (m — n) 'JH, 

b. f). fottJol^t bie Summe als bie Differenj A + B ift ein 
aSielfa^eS üon M. SRitl^in beftel^t ber 

1) Sel^tfa^: 3ft eine 3^^^ ^tn SRa^ öon jmei anbern 
Belgien, fo ift jie aud^ ein SDia^ t)on ber Summe unb 
öon ber Differenz beiber ß^^ll^^- 

Sttfa^e: SluS biejem Äel^rfa^e folgt unmittelbar: wenn M 
ein SRai öon A ift, fo ift biefe ßal^t aud^ ein aRa| t)on: 

A + A + A-] \-A, 

{X) 

b. l öon a;- A\ in SBorten: a) 3ebe8 2Ka§ einer 3<^t|l ift 
aud^ ein Steiler öon einem beliebigen SSielfad^en ber^^ 
felben. Folgerung: b) Sft ein ^robuft SRal einer 3^^'^^/ 
fo ift aud^ jeber gaftor begfelben ein SRa^ biefer Qa\)L 
@8 läfet fid^ leidet jeigen, ba§ M aud^ ein 9Jia6 öon 

m ' A + n ' B 

ift, b. t|.: c) Das gemeinjame SWa^ jweier 3ct^lett ift 
aud^ ein 3Ra§ öon ber Summe unb ber Differenj 
beliebiger SSielfad^e biefer 3^^^^^- 

©«^filier, «rlt^metif. 12 
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Die 3a]^I 12 ift Da« größte aRa§ ber ßa^Ien bcS 
Dttotictitctt 84 : 24. SKt^t man 84 burd^ 24, jo crgicbt fid^: 

84 — 3 . 24 = 12 

atö aieft; t)on biefcm ift 12 cbcnfaßi^ bcr größte Steiler, 
Sejeid^tiet man bic ßal^Ien bc8 Duotienten mit J. unb J?, il^r 
gemcinfd^aftlid^cS 2Ka§ mit M utib ift: 

^ = 2.J5 + JR, mithin Ä — qB^B, 

fo mtt| nad^ Sel^rfafe 1) M an6) ein Steifer üon B fein; in 
SBortcn: 

2) Cc^tfa^: Scbe ßa^t, bic ein 2Ka§ beg S)it)ibenben 
unb beg S)it)iforg ift, ift aud^ ein Seiler öom SRefte. 

Sft umgelel^rt M ein 3Ra§ beg S)it)iforg B unb be^ 
Siefte» B unb ftedft B jmat in Ä, fo ift: 

SRad^ bem 1) Sel^rfa^e mu§ M ein SKaß t)on g • J5 + E ober 
üon Ä fein, ^ieraui^ folgt: 

3) fiel^tfa^: 3ebe8 gemeinfd^aftUd^e SRafe öon ®i^ 
üifor unb aieft ift aud^ ein Steiler beg 2)it)ibenbcn. 

4) Slufgabe: S)aS größte gcmeinfd^aftlid^e 3Ro§ 
ber ßal^Ien 1728 unb 6336 ju ermitteln. 

Sluflöfung: ®ie 3at|I 6336 »erbe burd^ bie ©tredEe AB 
unb bie anbere burd^ bie ©tredEe ah üerfinnttd^t. SKan tröge 
bie Heinere ©tredEe auf ber größeren fo oft aU eS angelet öon 

gfifl. 28. 

G 
A I ■ 1 B 

c 
a\ i — \h 

A aus ab. 2)a8 fann breimal gefd^elien, fo ba§ 

AC=^3xah 

ift. SJen SReft BC trage man auf ber ©tredfe ah ab, toa^ nur 
einmal ausgeführt werben lann-, e§ ift: 

ac = l'BC. 
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3lm trage man bcn SRcft 6c fo oft afö cg ausführbar ift auf 
BC ab, ba bicS gerabc jtDcimal gcl^t, fo ift: 

BC = 2'bc. 

S)arftcQung beS SScrfal^renS: 

ab -^ AB = 5 
AG 

Bü---ab= 1 
ac 

bc^BC=2, 

S)aS SJcrfal^rett mit 3^^^^^ ^f S^^au basfclbc. 

1728 -r- 6336 = 3 
5184 

1152 -f- 1728 = 1 
1152 

576-^1152 = 2. 

Regel: Um ba§ größte gemcinfd^aftttd^c aRa§ jtücier ^oX)\tn 
ju finben, bitjibtcre man bie tteinere ^^a^ B in bic größere A, 
®e^t bic »iöifion (SReffung) auf, fo ift B felbft ba8 größte 
3Ra§ t)on A. 3m allgemeinen toirb iebod^ ein 9left R^ bleiben. 
SJiefen bitjibiere man in ben tjorl^ergel^enben S)it)ifor B unb 
fe^e biefeS SSerfa^ren fo lange fort, big ein SReft entftel)t, ber 
flleid^ Jiutt ift. 2)er lefete Diüifor ift ba» gefud^te größte 
gemeinfd^aftlid^e aWa§. 

Settjeig. S)ie 93egrünbung bcr SRic^tigleit beS SJerfal^renS 
^at 1) gu geigen, ba^ ^r lefetc Diöifor bc = 576 ein SRafe 
ber ©treden AB unb 06, bejtt). ber ßol^len 6336 unb 1728 
ift; 2) ift ber SRa^wei^ ju fül^ren, \>(i% bc = 576 ha^ größte 
3Ra| biefcr ©treden bejtt). ber t)on il^nen öerfinnlid^ten 
galten ift. 

SluS ben burd^ \>a^ Sered^nungS - ©d^ema angejeigten 
S)iöifionen (3Reffungen) ergeben fid^ folgenbe Oleid^ungen: 



1) ^J5 = 3 . a6 + BC. 

2) a6=l.£C+6c. 

3) J5C = 2 . bc. 



1) 6336 = 3 . 1728 + 1152. 

2) 1728 = 1.1152 + 576. 

3) 1152 = 2 . 576. 

12* 



n 
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3ufotgc bcr ©tcid^ungcn unter 3) ift hc = 576 ein 2Ka§ tjon 
BC= 1152, unb ballet nad^ bem 1) Sel^tfa^ an6) ein 3Ra§ 
t)Ott BC+hc ober tjon a6, bejtt). t)on 1152 + 576, b. t 
t)on 1728. SluÄ bemfelben (Srunbe ift 6c = 576 aud^ ein 
aRafeöon: 3a6+i?C=3. 1728 + 1152, alfo t)on ^J5=6336. 

S)ie jttjeite Se^auptung, ba§ &c = 576 bag größte 3Ra| 
t)on ^J5 unb ah ift, beweife man inbirelt. ©efefet, biefe 
* ©tredcn l^ätten ein größeres gemeinfd^aftlid^eg 2Ka§ al8 hc, 
ettoa bie ©trede p^ (bie Qa^ 576 + w), fo mü^te biefeg aud^ 
nad^ bem 2) Sel^rja^e ein 2Ka§ t)om erften aiefte BC (ber 
3a^t 576) fein, ßufolge begfelben Sel^rfa^eg mü|te pq 
(576 + n) aud^ ein Seiler bei8 iWeiten SRefte§, nämttd^ üon 
bc (576) fein. S)ag ift aber nid^t möglid^, weit eine größere 
©tredfe nie baS SRa^ einer Heineren, bei». 576 + n lein 
2:eiler oon 576 fein lann. 3Ritl^in ift hc toxxtiiä) bag größte 
2Ka§ öon ben ©tredEen AB unb 6c, bejtt). 576 bcr größte 
gemeinjd^aftlid^e leiler ber 3al)Ien 6336 unb 1728. 

S)a8 gcmeinfd^aftlid^e ÜÄa§ bitbet einen Ocfid^tgpunft jur 
©inteilung ber natürlid^en ßal^Ien. ©rgiebt fid^ burd^ obigem 
SJerfal^ren aU lefeter ®it)ijor bie Qa^ 1, fo ift biefe iai 
größte gemeinjd^aftüd^c 2Ka§ ber gegebenen Qa^Un. 

QxDÜ ober mel^rere ßal^Ien, bie au^er 1 fein gemetufd^aft« 
lid^eg 9Jia§ liaben, l^ei^en in JBejieliung ju einanber relative 
^ßrimjal^Ien, ^ßrimjal^Ien unter fid^, j. 93. 9 unb 17, 16 unb 25. 
SJian bejeid^net 3^^^^^ ^^^ ^i^l^^ ©igenfd^aft burd^ 9 ^ 17. 
Wit Qaf)Un, bie fid^ nur burd^ 1 unb fid^ fetbft meffen laffen, 
nennt man abfolute ^ßrimjal^Ien, ^ßrimjal^Ien an unb für fid^, 
j. 33. 1, 2, 3, 5, 7 u. f. xo. 

aSon ben abfoluten ^rimjal^Ien 2 unb 3 ift jebe ein Steiler 
t)on 24; il)r ?ßrobuft 2-3 = 6 ift ebenfalls ein 3Ra§ üon 
24. Sebe ber relativen ^ßrim^al^Ien 5 unb 7 ift ein 2Ra§ 
tjon 70; ba^ 5ßrobuft 5 • 7 = 35 gel^t aud^ in 70 auf. ^ierau^ 
folgern toir ben 

5) Sel^tfa^: SBenn jloei (abjolute ober relative) 
^ßrirnjal^Ien a unb 6 einjeln in einer britten 3^^! c 
aufgellen, fo ift aud^ il^r $ßrobuIt ab ein Steiler öon c. 
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SSetociS. @S fei c:a = fn unb c:h = n, alfo c = am 
unb c = &n, fo ift aw = 6w. §icrau§ folgt: 



m 



n = aw : 6 = a • -r- 



S)a nun n eine ganje 3^^^ ifr ^^^ « ^^^ ^ 5ßrimäa]^Ien 
ftttb, fo mu^ in bem SluSbrud a • ^ ber Duotient m : 6 eben= 

fang eine ganje 3^^^ bejeid^nen. SS fei nun m:b = x, 
alfo w = &a;, fo ift, ba c = am, aud^ c = a6a?; mitl^in 
ciah^x, b. \). c ift burd^ bag 5ßrobuft ber ^rintjal^ten 
teilbar, mit anbcren SBorten: ah ift ein 2Ka§ öon c. 

3m ®egenfa| ju ben abfoluten ^rimjal^Ien ^ei^en alle 

übrigen 3^^^^^^ äufammengefe^te 3^^^^^^ ^^i^ fi^ f^ i^ 
5ßrobufte jerlegen laffen, beren galtoren ^ßrimjal^Ien finb, j. 85. 
4, 9, 12 u. f. tt). Sine jufammengefefete Qa\)i loirb in ein 
Sßrobult aus 5ßrimjal^Ien jerlegt, inbem man fie burd^ bie 
Heinfte ^ßrimjal^I, tt)eld^e in i^r aufgellt, biöibiert unb bie 
Siöifion bur(^ $ßrimjal^Ien fo lange fortfefet, bis ber lefete 
Duotient fetbft eine ^ßrimjal^t ift. 

®ie ^^xUQUxiQ in ^rimfaltoren bietet ein jtoeiteS SKittel, 
ba§ größte gemcinfd^aftlid^e 3Ra§ öon ätoei ober mehreren QafjUtn 
jufinben. ®aS?ßrobuIt ber gemeinfd^aftlid^engaltoren, 
toeld^c bie StxUQnuQtn entl^alten, giebt ben größten 
Xeiler ber 3öf|Ien. @8 fei burd^ biefeS SSerfal^ren ber größte 
Seiler öon 6336 unb 1728 ju fud^en. 

©arfteßung be« SSerfa^renS: 

6336 1728 



2 


3168 


2 


1584 


2 


792 


2 


396 


2 


198 


2 


99 


3 


33 


3 


11 


11 


1 



2 


864 


2 


432 


2 


216 


2 


108 


2 


54 


2 


27 


3 


9 


3 


3 


3 


1 



(Sä ift alfo 6336 = 2« -3» 11. 



1728-= 2« -3'. 
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Sinter Stbfd^nitt. Ser^^SItniffe unb Proportionen. 



gtg. «4. 

B C 



I) 









m 

L 






n 





S)a in beiben Scrtegutigcn baS 5ßtobuft 2® • 3^ üotfommt, fo 

i[t 2ö.3» = 576 ha^ größte aRa| bcr ßa^Icti 6336 unb 1728. 

Um baS größte gemeinfd^aftlid^e 3Wa§ öon mcl^rcren Sal)Icn, 

Ä, B, C, B M. j. to., nad^ bcr erftcn SWetl^obc ju finbcn, fud^e 

man junäd^ft ben größten gcmetnfamen 

%t\\vc üon A unb J5, er l)et§e m\ 

bann bered^net man n)ie üorl^in bQ§ 

größte gemcinfamc SKa^ bcr ^a^tn m 

unb C, u. \. f. 3)cr julcfet gcfunbene 

leilcr q ift baS größte S0ia§ bcr ge^ 

gebencn ^a^tn A, B, G unb D. — 

2)ag jwcitc SScrfal^rcn gilt unmittelbar 

für eine beliebige Slnjal^I t)on ßal^Ien. 

q ?luf biefe SBeife finbet man j. S3. al§ 

größten gemeinfd^aftlid^en leiter t ber 

3al)Ien 4061, 4619 unb 4867 für t ben SBert 31. ©imbiert 

man biefe Qo^ltu burd^ il^r größte» SKaB, fo finb bie Quotienten 

131, 149 unb 157 relative ^rimgal^Ien. 

2)en größten gemeinfd^aftlid^en Xeiler ju algebraifd^en 
Summen finbet man burd^ baSfelbe SJerfal^ren, ttjeld^eg für 
numerifd^e ßal^ten angegeben worben ift. @S fei j. SB. ba§ 
größte Wla% t)on ben ©ummen: 

8x^ + 6a; + 1 unb 16a? + Uar + 3 
JU bered^nen. 

16Ä;^ + I2a? 



2x+l-^8x^+6x+1^4x 

8X^ + 4:X 

2a:+l-^2a?+l 
2rr+l 



= 1 



S)a§ gemeinfd^aftUd^e 3Ra§ ift 2a; + 1. Um »rüd^e ju t)er 
meiben, empflel)It e§ fid^ mandEjmal, t)or SluSfülirung einei 
Dit)ifion ben ®it)ifor ober ®it)tbenben mit einer Qa^i ji 
multiplijieren ober ju biöibieren. SJurdEj biefe SJeränberuni 
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baiff inbeg fein gemcinfamer galtor im ©teifor unb jcincm 
S)it)ibenben entfielen. 

S)a8 ©ttd^cn be8 gcmeinfd^aftlid^cn leilcr» toirb mit SSor^ 
teil Qttgetoenbet jum ^ürjen t)on Duotienten unb S3rüd^en 
(§ 48, b). ©0 ift j. JB. bcr Duotient aui8 obigen algebtaijd^en 
Summen: 

8a?» + ex + 1 _ (4a; + l)-(2a; + 1) ^ 4a; + 1 
lex* + 14a; + 3 "~ (8a;^ 3) • (2a; + 1) 8a; + 3 * 

S)cn Duotienten: 

2a;' + 9a;» + 10a; + 3 



4a;» + 16a;» + 17a; + 6 

öttf ben fürjeftcn Stu^brud ju bringen. 

Äuflöfung: SKan fud^e wie tjorl^in ben größten gemein= 
fd^aftlid^en Steiler beS ©ioiforS unb be8 SJioibenben. ©ejeid^net 
man benfetben mit. ^, jo ergiebt [xä): 

®§ ift: 

2a;«-f-9a;» + 10a; + 3 (— a; — 3)'(— 2a?» — 3a; — 1) _ a; + 3 

4a;» H- 16a;* + 17a; + 6 (— 2a; — 6).(— 2a;» — 3a; — 1) 2a; + 5 * 

§ 66. Som Ileinflen gemeinfdjaftlidien Sielfadjen 

(2)iliibenben). 

89egriff. SKan öerftel^t unter bem Heinften gemein jd^aft= 
lid^en SSietfa(i^en(2)it)ibenben, Dioibuug) jweier ober mehrerer 
Qa^Un a, l, c ble fleinfte 3^t|l, in toet^e fämtlid^e gegebene 
3at)len of)nc Sieft bitjibiert ttjerben fönnen. ©o ift j. 83. ber 
Keinfte ©iüibenb öon 24 unb 60 bie ßal^I 120. 3n ber »rud^* 
(Duotientens)9ied^nung filiert \>a^ Ileinfte gemeinfame SSielfad^e 
ber SRcnner (SJiüiforen) ben SRamen Hauptnenner ($au|)ts 
biöifor). (SKan üergleid^e § 48, a unb § 54.) 

S)er Wcinfte Diüibenb üon 24 unb 60 ift 120; biefcg 
Meinfte SJielfad^e ift offenbar ein 3;eiler t)on: 

2- 120, 3. 120 w. 120. 

Säejeid^nen toir \>a% Ileinfte gemeinjame JBielfad^e ber ^oijlizxi 
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üf b, c mit V, jo tft V ein Steiler t)on 2 -v, 3 • v • • • • n • v; 
b. 1^.: 

1) Sel^tfa^: S)er flcinfte SJiüibcnb t)on jtoct ober 
meisteren Sa\)Un tft ftet« ein leitet öon beliebigen 
anbetn SSietfad^en biefer QaifUn. 

S)ie Saluten 24, 60 unb 90 l^aben 720 jum gemeinjamen 
S)it)ibenben; bie einzelnen Quotienten oug 720 unb biejen 
Ballen, nämtid^ 30, 12 unb 8 l^aben baS gemein jame SRa^ 2. 
S)er Duotient 720:2, aljo bie gal^l 360, i[t ebenfalls ein 
gemein jameg SSielfad^eg öon 24, 60 unb 90. Die je« SBeijpiet 
ieigt: 

2) Sel^tfa^: ^ahtn bie Qaf)Un a, 6, c \>a^ gemein^ 
jd^afttid^e SSielfad^e v unb bie Quotienten t?:a, v\h 
unb t; : c ein gemeinjd^afttidEie« 3Ra§ m, fo ift aud^ v:m 
ein gemeinjd^aftlid^er ©iöibenb ber ßal^Ien a, 6 unb c. 

S)a§ Ileinfte gcmeinjame 95ielfad^e öon 24 unb 60 ^ei^t 
120; bie Duottenten 120 : 24 unb 120 : 60, alfo bie Satilen 
5 unb 2 finb relatitj |)rim. ^ierau« ergiebt fid^: 

3) fie^tfa^: 3[t bie ßa^t D ber flcinfte ©iöibenb 
tjon a, 6 unb c, fo bejeid^nen bie Duotienten au8 D 
unb ben gegebenen Saluten, alfo D:a, D:& unb D\c 
retatiüe $ßrimjaf|ten. 

JBewei«. ®efe^t, bie Duotienten D:a, D:l unb D : c 
ptten einen t)on 1 oerfd^iebenen gemeinfd^aftlid^en Sieiler t, 
fo müftte oermöge be« tjorigen Sel^tfafee« ber Quotient B\t 
ebenfaÜ« ein gemeinfamer ©ioibenb ber ^oijitxi a, h unb c 
fein. aJiitl^in wäre D:^ ein Heinere« SSielfad^e«, toa« gegen 
bie SSoraugfefeung ftreitet, ba§ D ben Iteinften ©ioibenben 
t)on a, 6 unb c bejeid^nen foH. 

4) Sel^tfai^: SBenn bie Duotienten D:a, Dil unb 
D:c retatiüe $ßrimäal)Ien bejeid^nen, fo ift B ber 
Ileinfte gemeinfame ®it)ibenb oon a, h unb c. (Um- 
fefirung oom 3) Sel^rfa^.) 

Setoei«. ©efe^t, nid^t D fei ber Heinfte gemeinfd^aftlid^e 
S)it)ibenb ber 3^t|Ien a, h unb c, fonbern eine anbere 3al^I, 
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ctoa M, fo tnü§te m6) bcm 1) Sd^rfa^e D ein ganjc« SBicI* 
fad^eg öon -Äf, alfo ctoa: 

1) D = M't 

fein. Sßaij^ bem Segtiffe be« fleinften gemeinfamen SSielfad^en 
mfißtcn fetner folgenbe ©leid^ungcn beftel^en, toenn m, nnivb p 
bie SBette ber Duotienten aug M unb ben gegebenen Qai)Un 
bejeid^nen : 

2) M:a = m , M:b = n, Mic^^p. 
SSermöge ber erften ®Ieid^ung mü^te: 

3) D:a=^mt, D:h=^nt, Dic^^pt 

fein, b. i)., bie Quotienten aus bem fleinften Diöibenben D 
unb ben Qaf)Un a, b, c l^ätten ben gemeinfamen Seiler t, 
Dies toiberfprid^t ber 9Soraugfe|ung , toeld^e bie SBebingung 
entl^ält, ba§ biefe Duotienten relative ^rimjal^Ien fein 
foBen. 

3ufa|. Der 4) Sel^rfa^ bietet ein aKittel, bie SRid^tigfcit 
eines burd^ SRed^nung gefunbenen fleinften SJiöibenben gegebener 
Sol^Ien nad^jutoeifen. (©iel^e unter 6.) 

©iöibiert man nad^ § 13, 5 ba« ?ßrobuft 60 • 24 burd^ 
ben größten Seiler ber gaftoren, alfo burd^ 12, fo erl^ält 

«tan: £2^ = 5-24 = 120, 

alfo ba^ fleinfte gemeinfd^aftlid^e SSielfad^e ber ßal^ten 24 unb 
60. S)iefeS SSeifpiel jeigt: 

5) Sel^tfai^: 3Ran erl^ält ben fleinften gemeinfd^aft^ 
lid^en SJiöibenben jtoeier Sa^Un, inbem man ben 
Quotienten auS einer ber Qai)Un unb bem größten 
Seiler beiber ßal^Ien mit ber anbern Qa^l multi^ 
:()Häiert. 

• SBetoeiS. @S fei t ber größte gemeinfd^aftlid^e Seiler 

ber Saluten m unb n, fo ift ju jeigen, ba^ ~ • n ober m • | 

baS fleinfte gemeinfame SBielfad^e öon m unb n giebt. S)aS 
5ßrobuft mn ift offenbar ein gemeinfamer SJiöibenb ber Qcif)Un 

m unb n. S)a nun w= — unb w = — , fo muft t aud& 
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ba« größte gemeinfd^aftlid^c SRa^ bcr Duoticntcn — unb — 

fein. SBctt ferner na6) ber 8Sorau8je|unfl t ber größte gemein- 
fame Ztikx öon m unb n ift, fo bejeid^nen jufolge Sel^rfa^ 3) 
mit unb n:^ rclatiöe ?ßrimäa]^Ien. Die biefen Duotienten 

gleiten Slu^brüde ^^J_ unb ^**' bejeid^nen aljo gleid^faUg 

relatiöe 5ßrimjaf)Ien, unb ba joiool^I w ate n in mn:^ o^ne 

tReft entl^alten ift, fo mu^ w • n : ^ ober j • n ober w • ^ ben 

fleinften gemeinfd^aftlic^en Diöibenben ber ^afjUm m unb » 
liefern. 

6) Sel^rfa^: SDZan flnbet ben fteinften gemeinfc^aftlid^en 
2)iüibenben üon brei unb mel^reren ßal^len, inbem man baS 
unter 5) angegebene SSerfal^ren juerft ouf jioei 3at)ten a unb b 
anioenbet — ber gefud^te SJiöibenb l^eifee D — l^ierauf für D 
unb bie britte ^aifi c baS gemeinfame SJielfad^e ermittelt, u. f. lo. 
S)ie jule^t gefunbene ßal^I ift ber Ileinfte gemeinfd^aftUc^e S)iüi= 
benb aller gegebenen Saluten. 

@g fei j. S3. bog Keinfte gemeinfame Sielfad^e öon 72, 
120 unb 540 ju fuc^en. 

S)a 24 bag größte gemeinfd^aftticl^e 3Ka§ öon 72 unb 
120 ift, fo beträgt il^r tteinfter gemeinfc^aftlid^er SJiöibuu« 



^ • 120 = 360. 

24 



3)iefe Qa\)l unb 540 l^aben 180 jum 

größten gemeinfamen 2ieiler; mitl^in ift il^r KeinfteS Sietfad^el 

?|J . 540 = 1080. 3)er lefete S)it)ibenb 1080 ift bag Ileinfte 

gemeinfd^aftlid^e SSielfad^e öon 72, 120 unb 540; benn nad^ 
Sel^rfa^ 4) finb bie Quotienten au2 1080 unb ben einjetnen 
gegebenen S^^^en, nämlid^ 15, 9 unb 2, relative ^rimjal^len. 

7) 3^^ S3erec^nung be« fleinften gemeinfd^aftlid^en SSiefc 
fad^en bebient man fid^ aud^ ber folgenben 

Wcgcl: 3Ran jerlege fämtUd^e gegebenen S^a^Un in 
if)re $ßrimfaftoren unb fd^reibe bie in einem 5ßrobuIt 
loieberl^olt öor!ommenben gaftoren in 5ßotenjform. 
S)ann ift baS ?ßrobuIt aug ben l^öd^ften ^ßotenjen aller 
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öcrfd^icbctten fjaftorcn bcr ftcinftc gcmcinfotne S)iüis 
buud aller gegeBenen 3^^^^^- 

6s fei j, 85. nad^ btcfer Siegel baS fleinfte gcmeinfame 
Steif ad^e öon 8, 12, 16, 24, 32, 36 unb 256 }u fud^en. 



8 = 2-2 


•2 = 2». 




12 -= 2 • 2 


3 = 2» . 3. 




16 — 2 • 2 • 


2-2 = 2*. 




24 — 2-2 


2 - 3 = 2» - 3. 




32 = 2 • 2 


2 • 2 • 2 — 2». 




36 — 2 • 2 • 


3 • 3 — 2* • 3*. 




256 — 2 • 2 ■ 


2-2-2-2.2-2. 


= 2». 



SIeinfter gemein jamer ©iüibenb: 2» • 3^ = 256 • 9 = 2304. 

S)ie praftifc^e ÄuSred^nung beg Ileinften getneinfd^aftüd^en 
SSielfod^en gejc^iel^t getoöl^nKd^ in folgenber SJarftellung : 
©egeben: 9, 12, 16,' 21, 24, 54, 60, 84. 

SSered^nung: 





9, 


42, 


16, 


M, 


24, 


54, 


60, 


84. 


2 






8, 




12, 


27, 


30, 


42. 


2 






4, 




6, 


27, 


15, 


21. 


2 






2, 




3, 


27, 


15, 


21. 


3 






2, 






9, 


5, 


7. 


3 






2, 






3, 


5, 


7. 



2)0^ fteinfte gemeittjame SBielfac^e ift: 

2. 2. 2. 2. 3. 3. 3-5. 7 = 2*. 3». 5. 7 = 15120. 

SRan öerfäl^rt l^ierbei mä) folgenben 

Kegeln: a) SSeim Silben beS Ileinften gemeinfamen 
S)iüibuu8 barf man aUe ßa^Ien in einet S^iU, bie in 
einer anbern aufgellen, ftreid^en. ©o finb j. S3. in ber 
erften ^ttlt bie ßol^Ien 9, 12 unb 21 burd^ftrid^en, »eil fie 
bejügttd^ Seiler öon 54, 24 unb 84 finb. 

b) §aben einige ober alle ßal^ten einen gemein* 
fd^aftlid^en Seiler, fo biöibiert man biefelben burc^ 
Ie|teren unb muItipUjiert (jule^t) ftatt jener Qa})Un 
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bie erhaltenen Cnotienten mit bem gemeinfamen 
leiler. 

c) 9Ran fe^e bie StxltQunQ ber 3^^^^^ f^ lange 
aU mögtid^ fort nnb f^eibe hierbei nnr abfolute 
l^tiwLiü^Un and. 

Xnmenbnng bed Sor^erge^enben. 2)te üorfie^enben 
Se^en ftnben and^ anf algebraifc^ Sndbrüde Xnioenbttng. 
Sßenn eine algebroifc^ @nnnne fu^ in ^foftoren jerlegen Ia|t; 
bie jtd^ loeiter mäft jerfollen laufen, fo fann man biefe i^altoren 
be)ie^ft^ aU einfädle Xni^brude bejet^nen. SHefer (Srflänmg 
gem&l ^vb atfo bie ^^aftoren ber algebraifc^ ©nmme: 

ir* — 3x — 6, 

nomli^ x + 2 nnb x — 3 mit Sejie^nng anf i^ ^robnft^ 
bejm. bie entffirec^enbe @nmme, einfädle gfottoten, obgteid^ fte 
an nnb für {t^ jnf ammengef e|te fbiibt&dt jtnb. S)er fleinfte 
gemeinfame SHmbnnd ju algebraifc^ Summen toirb nac^ ben^^ 
felben äRetl^oben berechnet, meb^ üor^tn für nnmerifc^e ßal^Ien 
angegeben toorben finb. ©o ift ). S. bad fleinfte gemeinfame 
Sielfa(!^e ber @nmmen: 

x^-^lx+10 nnb a^—Gx-^ie 

na^ bem 5) fie^a^e: 

9lac^ ber SRetl^obe mittele QttltQnnQ ift: 

a;* + 7a; + 10 « (a; + 2) . (x + 5). 
a:* — 6a; — 16 = (a; + 2) . (a; — 8). 

ftlrinfter SHöibnng: (x + 2) • (a; + 5) • (a; — 8). 

(Sergleid^e § 48, a.) 

S)ad Snffuc^en bed fleinften gemeinfc^aftlid^n SHmbnuS 
finbet Snloenbnng bei ber SSereinignng nngleic^amiger dno^ 
ttenten nnb SSrüc^e, nm ben üeinften ^nptbii^ifor ober ^tt))^ 
nenner jn berechnen. 
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§ 67. Zeiliatfeit bet 3a|Ieit. 

1) Unter 2:cilbarfctt ber Qai)Un öerftel^t man bie ®efc|e, 
tDel^e au^fpred^en, unter loeld^en SBebingungen S^f)Un burc^ 
eine anbere teilbar finb, alfo eine Diüijton a : b ol^ne SReft 
oufgel^t. aSemiöge beg § 66 ift eg Har, ba^ eine Qafjii N, 
toeld^e ein gemeinjameg SJielfad^e« üon a, b, c • • • ift, bnrc^ 
biefe Qai)Un teilbar ift. 

2) a)ie »eroeife für bie Se^rfä^e über bie Zeilbarfeit 
numerifd^er Saluten beml^en auf bem bcfabifd^en ßal^Ienf^ftem. 
Ätte belabifd^en ßal^Ien laffen fid^ burd^ eine ©umme barfteßen, 
bereu einjeltie ©ummanben 5ßrobu!te aug ?ßotenjen ber ©runb- 
ja^I 10 unb ben ßiffem (Sinleitung 6) finb. 3)a festere 
ongeben, loie öiel ©inl^eiten öon einer Drbnung (Sinleitung 7) 
öorl^anben finb, fo lann man fie in einer numerifd^en 3^^^ 
paffenb mit bem Slamen „Drbnunggloeffijienten" bejeid^nen. 
9lad^ bem belabifd^en ßal^Ieugefe^ ift: 

79584 = 7 . 10* + 9 . 10» + 5 . 10« + 8 . 10^ + 4 . 10^ 

Sejeid^nen mx bie „Drbuunggloeffijienten" mit ben allgemeinen 
ßeid^en a, b, c, d, e--- unb bie belabifd^e Qa^l mit N, fo 
ift bie allgemeine gorm einer 3^^^ ^^^ belabifd^en ©^ftem^: 

j\r = . . . . c . 10* + d • 10» + c . 10« + 6 . 10^ + a. 

S)ie ©umme ber Qxf(ticn einer 3^^I ^^tie 8flüdEfid^t auf ben 
Slang ober ©tellentoert ber S^^Iieid^en, alfo bie ©umme ber 
DrbnungSloeffijienten nennt man Duerfumme ber 3^^^- ®ö 
ift }. 85. bie Duerfumme öon: 

79584 = 7 + 9 + 5 + 8 + 4 = 33. 

S)ie Qa^kn: 

2, 4, 6,8 

fönnen auc^ burd^ folgenbe 5ßrobu!te bargefteöt werben: 

2-1, 2-2, 2-3, 2-4 2-w. 

tttte Qafjlltn, toeld^e burd^ ba8 S^(S)tn 2'n (unter n eine 
beliebige natürlid^e Qdf)! öerftanben) auSgebrüdtt werben lönnen, 
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feigen gerabc ßal^Ictt. S)cr Äugbrucf 2 • n ift btc allgemeine 
gorm berf elften. 6^ ift: 

3 = 2.1 + 1; 

7 = 23 + 1 tt. f. f, 

3 — 22 - 1; 

7.= 2 -4—1 u. f. tt). 

3ebe Qoi)!, toclc^e bte gorm 2n+ 1 l^at, l^ei^t ungerabc. 



|1 = 2.0 + 1 
*M5 = 2.2+1 

|1 = 2. 1 — 1 
^) 15 = 2.3-1 



3) &tm}t\ittn Her Setlbartt^tt 

a) Xeilbarleit burd^ 2 unb 5. 2)a aKe geraben ßal^Ien 
bie gönn 2 • n l^aben, \o ift e^ flar, ba§ bief elften fämttid^ 
burc§ 2 teilbar finb. 8lu8 biefem ®runbe toerben bie geraben 
ßal^Ien l^äufig afö fold^e befiniert, toeld^e fid^ burd^ 2 ol^ne 
SReft teilen laffen. ig^ingegen erftärt man bie ungeraben als 
fold^e, bie burd^ 2 biöibiert 1 aU äleft geben. äWit Senn^ung 
oftiger aKgemeinen gorm einer befabifd^en j^df)! toirb baS ©efe^ 
über bie Seilftarfeit burc^ 2 unb 5 in folgenber SBeife ent^ 
widteft. S)a äße ©ummanben tjon N mit ÄnSnal^me öon a 
ben galtor 10 l^aften unb bie 3<i^l^w 2 unb 5 Zeiler öon 10 
finb, fo müfjen lefetere aud^ in aßen DrbnungSeinl^eiten unb 
ftelieftigen SSielfad^en berjelften aufgellen (§ 65, 1, Suja| a). 
Dffenftar toirb bie ganje QäfjH N burd^ 2 ober 5 teilbar fein, 
tt)enn bie @iner a eine burd^ 2 ober 5 teitftore Qai)l ftejeid^nen. 
SBeim 3;eiler 2 mu§ atfo a eine ber S^^tn 2, 4, 6, 8 ober 
SRuQ, beim SJiöifor 5 enttoeber ober 5 fein, ^ieraug ergieftt 
fid^ ber 

1) Sel^rfa^: Sine ßal^I ift burd^ 2 ober 5 teilbar, 
wenn bie Siner burd^ 2 ober 5 teilbar finb. 

b) Zeitbaricit burd^ 4 ober 25. Slöe ©ummanben 
ber numerifd^eu ßal^I N mit ?(u§jd^tu§ ber beiben b • 10 unb a 
finb ftets burd^ 4 unb 25 teilbar, weit jeber berfelben btn 
ga!tor 100 entl^ätt, in toetd^em beibe 2)it)iforen aufgeiien. 6g 
fommt alfo barauf an, ba§ bie ©umme 6 • 10 + a eine burd^ 
4 ober 25 teilbare belabifd^e Qaf)i barfteöt, toenn bie S)it)ifion 
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bcr ganjcn Summe ben SReft SluII liefern foß. SSSir l^abcn 
alfo ben 

2) Sel^tfa^: Sine befabifd^e Qa\)l ift burd^ 4 ober 
25 teilbar, wenn bie ßefiner unb Siner eine burd^ 
4 ober 25 teilbare ßal^I bejeid^nen. 

c) leilbarfeit burd^ 8 ober 125. ©iel^t man öon 
ben ©ummanben, tt)eld^e bie brei niebrigften ßal^Iorbnungen 
t)on N bejeid^nen, ab, fo finb aCe ©ummanben öon N jott)o]^I 
burd^ 8 a(§ burd^ 126 teilbar, todl fie 1000 jum gaftor 
l^aben, bag ein gemcinjamei^ SBielfad^eg öon beiben Steilem ift. 
S)a§ Äennjeid^en für bie Zeilbarfeit ber ganjen ©umme ift 
olfo in bem «ugbrudE c • 10» + 6 • 10 + a }u fud^en. ©teUt 
Unterer eine burd^ 8 bejto. 125 teilbare ^äi)l bar, fo fann 
man bie ganje ©umme burd^ biefe ßal^ten bioibieren. SRitl^in 
befielet ber 

3) Sel^tfai^: Sine numerifd^e Qa^ ift burd^ 8 ober 
125 teilbar, wenn bie niebrigfte breijifferige Ätaffe 
burd^ biefe ßal^Ien teilbar ift. 

d) Seilbarleit burd^ 9 unb 3. Sg ift: 

101 = 9 + 1 ; 10« = 99 + 1 ; 10» = 999 + 1 ; 

allgemein: 

10« = 9999 + 1. 

^ieraug folgt: S)ie ®runbjal)l 10 beg belabifd^en ©^ftemg unb 
il^re $ßotenjen, lO**, liefern bei ber S)iüifion burd^ 9 ben 
fRcft 1. SJiöibiert man bie 3^^!^^- 
20 = 2 . 10, 200 = 2 . 10% 2000 = 2 • 10» U. f. tt). 

burc^ 9, fo entfielet ftet« 2 als Steft. S)ie ©iöifionen ber 
Sötten: 

30 = 3 . 10, 300 = 3 . 10% 3000 = 3 • 10» u. f. f. 

laffen ftetg ben 9ieft 3 übrig. SSejeid^nen unb n beliebige 
natürlid^e ßal^Ien, fo ergiebt fid^ burd^ bie ©iöifion aller 
QafjUn üon ber ^Jorm • 10« bur^ 9 berfelbe Sleft, ber burd^ 
leiten öon burd^ 9 entftelit. S)it)ibiert man alfo jeben 
©ummanben ber Qaf)U 
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N= c . 10* + d • 10» + c • 10» + 6 . 10^ + a 

burd^ 9, fo crl^fitt man bic SRcftjumme: 

a + 6 + c + d + c*-'-^ 

b. t bic Ducrfummc öon N. 

Äug üorftc^cnbcn Sntoicfclungcn folgt ber 

4) 8c|tf«<f: 3ebc 3a^I liefert bei ber S)it)ifion 
burd^ 9 benfelben 8flcft, ben boi^ Seilen il^rer Ouer* 
fumme burd^ 9 ergiebt, ober xoa^ ba^felbc ift: 2ebe 3^^! 
ift ein SSielfad^e« öon 9 ncbft bem 8flcfte, ber burd^ 
S)iüifion il^rer üuerfummc burd^ 9 fibrig bleibt. 

ßg ift nun Mar, bafe ber le^te SReft bei Diöifion einer 
befabifd^en ßal^t burc^ 9 gleid^ SRuC ift, toenn i^re üuerfumme: 

a + ^ + c + ^+ß*** 

eine burd^ 9 teilbare ßal^I bejeid^net. Da nun bie 3<i^t 3 ein 
ga!tor öon 9 ift, fo muß jebe burd^ 9 teilbare Qaf)i fid^ ani^ 
burd^ 3 o^ne SReft teilen laffen (§ 65, 1) 2el|rfa|, 3ufa| b). 
SRitl^in gilt für bie leilbarfeit einer QafjH burd^ 9 unb 3 ber 

5) 8el|rfa<f: @ine 3a^I ift fowol^I burc^ 3 aU burc§ 9 
teilbar, toenn il^re Duerfumme burd^ biefe 3^^^^^ 
teilbar ift. 

e) 2;eitbarfeit burd^ 11. Um ein Äennjeid^en für bie 
leilbarfeit einer Qa^ burd^ 11 ju finben, jerlegen toir bic 
©ummanben ber 3^^^ ^ ouf eine fotd^e SBeife, ba§ eine 
möglid^ft grofee Slnjal^l berfelben ben Seiter 11 er^lt. S)a§ 
3Rerfmal für bie Seilbarleit öon N liegt aföbann in ber 
©umme ber übrigen ©ummanben. S)ie 3^^l ^ ^^^^ ^ta^ 
gerabe Slnjal^l öon ©ummanben, eS fei ettoa: 

i\r= d . 10» + c • 10» + 6 . 10^ + a. 
eg ift: 6.10 = 6(11 — 1); c • 10» = c(99 + 1); 

d . 10» = d(1001 — 1). 

©e|en toir bie SBerte auf ber redeten ©eite biefer ÖJleid^unc n 
in N, fo entftelit: 

N=(d' 1001 + C'99 + b ' 11) + [a + c — (b + d)] 
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®a 11 ein galtor aßcr ©ummatibcn bc3 erftcn jufamtncn^ 
gefegten ©lieber ift, fo ift biefe« burd^ 11 teilbar, ©oll bie 
ganje ©umme ben Steiler 11 l^aben, mu§ bag jtoette ®üeb 
(a + c) — (J + d) oud^ burd^ 11 teilbar fein. S)a ber ÄuS^^ 
brudf a + c bie ©umme ber an ungeraber ©teCe ftel^enben 
Siffem, bagegen 6 + d bie ßiff^nifumme ber geraben ©teilen 
öon N beäeid^net, fo beftel^t ber 

6) ßcljtftt^f: eine befabifc^e ßa^I ift burc§ 11 teil^ 
bar, tt)enn bie S)ifferenj aus ben Duerfummen ber 
ungeraben ©teilen unb ber geraben ©teilen ben Steiler 
11 ^at. ©0 ift 8. S3. bie ßa^I 465738 burc§ 11 teilbar; t^ 
ift natnlid^: 

8 + 7 + 6 — (3 + 5 + 4) = 11. 

Sei ber 3at)I 448360 ^at man: 

+ 3 + 4 — (6 + 8 + 4) = — 11, 

biefelbe ift alfo burd^ 11 teilbar. 

7) Sttftti^. ?tu§ § 65, Se^rfafe 5 folgt unmittelbar: (Sine 
3at)I ift burd^ 6, 12 teilbar, toenn fie fotool^I burd^ 3 al§ 
burd^ 2, bejtt). burd^ 4 unb 3 teilbar ift; burd^ 15, toenn fie 
bie 2:eiler 3 unb 5, burd^ 18, tt)enn fie bie 2ieiler 2 unb 9 l^at. 

§ 68. Sü^tnUnixutnitn. 

1) S3egriff ber ßal^Ienfongruenj. Sebe :pofitiöe unb 
negative ganje 3at)I'^ ber relativen ßa^Ienreil^e (§§ 31. 32) 
lann burd^ ein ganjeS SBielfad^eg + k einer abfoluten ßal^I m 
t)erme]^rt um eine 3<il)I ^ ^^^ SReil^e 0, 1, 2, 3 • • • m — 1 
bargefteßt werben, j. 95.: 

5 = 1-5 + 45 =.7. 6 + 3 

10 = 2. 5 + 57 = 9. 6 + 3 

31 = 13 . 2 + 5 — 40 = — 14 . 3 + 2 

• —29 = — 17-2 + 5 —43 = — 15-3 + 2. 

Mgemein lann eine 3^^^ + ^ ^«t^^ ^^^ S^^wi Jfc • m + r 
auggebrfidtt toerben. Xritt ju Ä eine jweite 3^^^ ^t tt^rfd^c 

©d^ültcr, «ritl^metll. 13 



^ 
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btc ©iflcnfd^aft ¥- w + r crfüKt, fo nennt mon bic QoSjiltn 
A unb £ inbejug auf ben jogenannten SDZobuI m fongruent. 
3n öorftc^cnbcn a5cif:pidcn finb je jtt)ci untcrcinanbcr ftcl^cnbe 
3cil^Ien fongruent. @o ift }. 85. bag ßal^Ienpaar 45 unb 57 
fongruent inbejug auf 6. 3n ber S3ejeid^nung ber 3^^! ^ 
burd^ ben Äu^brutf A; • m + r l^ei^t m tote gefagt ber 3RobuI*) 
unb r ber 8flcft oon A inbejug auf ben SKobuI m. 2)a8 
ßcid^en ber Äongrucnj ift ^, ftatt ^obul fc^reibt utan furj 
mod. Die Äongruenj üon 45 unb 57 wirb „45^47 (moi6)" 
oßgeniein ber ßal^Ien A unb B burd^ \, J. ^ JB (mod. m)'' 
bejeid^net. 

Snie mit A bejüglid^ beS 9)tobute m fongruenten Z'^tv^ 
l^oben bie gorm A + äw, in '^tvS^vai 

Umgefel^rt: §at eine 3^^! -B ^it SSejiel^ung auf eine gegebene 
3a]^I A bie gomt J. + äjw , fo befielet jtoifd^en beiben 3^^^^^ 
Äongrueuj. gür bie Äongruenj A^B (mod. m) finbet ate- 
bonn bie ®Ieid^ung ftatt: 

Umgcfelirt fd^Iie^t man,aug biefer ®Ieic^ung auf bie Äongruenj 
J.^^(mod. w). SBenn j. 85. bie ©leid^ung: 

63 = 39 + 2 . 12 
oorliegt, fo ift: 

63 = 39 (mod. 12) . 

2n ber X^at ift: 

63 = 5-12 + 3 unb 39 = 3-12 + 3, 

b. \ bie Äongruenj ift öorl^anben. S)ie 3^^!^^- 

45 = 7-6 + 3 unb 58 = 9-6 + 4 

finb nid^t fongnicnt (infongruent), toeit bie SBerte für r w,- 

fd^ieben finb. 85efte]^t jtoifd^en jwei 3ö^Ien bie 85ejiei|un8 ber 

Siid^tfongruenj, fo l^at bie eine 3^^^ -B i>^^ SSSert Vm + r'. 

Sttlatung: 3^^^ d^nje 3^^^^^ ^ ^^^ -^ l^eigen 

*) a)erfclbc ift otfo jlctg eine natürlid^e Sol^I, ebenfo r. 
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fongrucnt, wenn fte tnbejug auf bcn SRobuI m ben^ 
felBcn afleft r l^abcn. 
8lu8 bcn ©Icid^unflcn: 

45 = 7.6 + 3 unb 57 — 9.6 + 3 
fofgt: 

!^ = 7 SRcft 3 unb y = 9 SReft 3. 

Allgemein ergiebt fid^ aug: 

A=^Jcm + r unb B = k'm + r 

^ = J + r unb ? = *'+r. 

SKan !ann bal^er bie Äongruenj ftatt tote öorl^tn aud^ in fot 
genber SBeife etlläten: 3^^^^ S^i^Ien Ä unb JB l^eifeen 
bejüglid^ einer brüten ßal^t w fongruent, tt)enn bie^^ 
felben, burd^ m biöibiert, benfelben 8fleft r übrig laffen. 

2) Se]^rfä|e über S^^I^t^^ongruenjen. a) SBenn 
man bie für bie Äongruenj Ä^B(mod.fn) beftel^enben 
©leid^ungen: 

A = hm'}- r unb B = Jc'm + r 

fubtral^iert, fo entfielet: 

A^B = (lc — r)m; mithin (^ - £) : m = ä - Ä', 
in SBorten: 

1) 8el|tfa^: S)ie JDifferenj jtoeier !ongruentcn 
Qa^Un ift ftetä burd^ ben SKobut berfelben teilbar*) 

Umgefel^rt fd^üe^t man: 

2) Seljtfai^: 3ft bie SJifferenj jtueier Qaf^Un 
Ä unb B burd^ m teilbar, fo finb biefelben l^in^ 
jid^tlid^ m fongruent. 

^at ber 3RobuI m ber Äongruenj A unb B bie 2ieiler 
< unb X, fo ba§ alfo m = ^a; ift, unb fe^t man in bie obigen 
aug bem begriffe ber Äongruenj folgenben ©leic^ungen tx an 
©teile öon m, fo entfielet: 

A = Jc't'X']'r unb B^k'-t-x + r, - b, 1^. 
*) Ttan fteHt biefen @a$ auc^ aB 3)eftnttion auf. 

13* 
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3) 8el|tfa^: ®ic ga^Ien A unb B jinb auc^ für 
icbcn heiler beg 2ÄobulS m fongruent. 

b) 8lu2 bcn Äongruenjcn : 

57 = 45 (mod. 6) unb 35 = 29 (mod. 6) 

ergeben fid^ nad^ ber g^i^^^I A^A + Jcm (unter 1) bie 

@Ieid^ungen: 

57 = 45 + 2 . 6 

35 = 29 + 1 . 6 

S)ur(l^ Slbbition unb ©ubtraltion berfelben erl^ält man: 

57 + 35 = 45 + 29 + (2 + 1)6 .*) 
9lun ift: 

92 = 15.6 + 2 unb 74 = 6-12 + 2, 

mxtf)xn finb bie &af)kn 92 unb 74 nad^ beut 3Robul 6 fon^ 
gruent. gerner ift: 

57 — 35 = 22 = 3-6 + 4 unb 45 — 29 = 16 = 2.6 + 4, 

b. f). bie ßal^Ien 22 unb 16 finb fongruent inbejug auf ben- 
fclben 3RobuI. SWit SSejeid^nung ber ©nttoidtelung ift alfo: 

57 + 35 = 45 + 29 (mod. 6) . 

©inb allgemein bie Äongruenjen -4 unb jB, C unb D na6) 
bemfelBen 9)tobuI m gegeben, fo l^ei^t baS (Srgebnid t>ox^ 
ftetienber ©nttoidtelung: 

A±C=(B±D) + (k + V)m 

unb balier ift nad^ bem unter 1) ©efagten: 

A + C= (B + D) (mod. m). 

3u bemfelben ©rgebni^ gelangt man burd^ folgenbe Überlegung: 
Sufolge beg 1) Sel^rfa^eS ift ber SWobuI m ein Seiler fowol^I 
öon A — B ate aud^ öon C — D. 2)ann mu§ m aud^ ein 
gemeinfd^aftlid^er Steiler üon {A — B) + (C — B) fein {y^ixS) 
§ 65, 1) Se^rfal). SRun'ift aber: 

{A — B) ±{C — B) ^ A ±C — {B ±D) , 

*) %\A biefer @^Iei(^ung lann man aud^ birelt auf \i\t ^ongruen^ 
67 ± 36 = 45 ± 29 fcftlieöcn. 



1) 
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ttttb ba btefer ^uSbrud aud^ burd^ m teilbar tfi, fo ntu^ nad^ 
bem 2) Sel^rfafec Ä + C=JB±D (mod. w) fein, 
^ieraug ergiebt fid^ ber 

4) Sel^tfa^: ©inb bie Qai)Un)j>aaxt Ä unb B, C 
nxtb D nad^ betnfelben 3RobuI fongruent, fo finb aud^ 
bie ©ummeti unb bie ©ifferenjen Ä + B unb C + D 
itibejug auf benfelben 3RobuI fongruent. 

c) e§ ift: 

57 = 45 (mod. 6) unb 35 = 29 (mod. 6) . 

5E)ag ^robult 35 • 57 = 1995, burd^ 6 biöibiert, giebt r — 3, 

unb 29 • 45 = 1305, burd^ ben SRobuI biöibiert, liefert eben^ 

faßg r = 3; mitl^in ift 35 • 57 = 29 • 45 (mod. 6). SBenn 

attgcmein: 

A^B (mod. m) unb 

C=D (mod. m) 
fo ift aud^ 2) AC = BD (mod. m). 

Setoeig. SWuttipIijiert man bie ben gegebenen Äon^ 
gruenjen entfpred^enben ®teid^ungen: 

A = B + km unb C=D + km 

miteinanber, fo entfielet: 

3) • AC=BD + {Blc' + Dk + 1c1cm)m; 

folglid^: 4) AC=BD (mod. m) . 

§ierau8 folgt ber 

5) Sel^tfa^: SSSenn jtoei (ober mel^rere) Qa^Un^ 
|)aare A unb B, C unb D bejügüd^ benfelben 3RobuIS 
fongruent finb, fo finb aud^ bie $ßrobufte ACnnb BD 
nad^ bemfelben 3RobuI fongruent. 

3ft im befonbern gaße C=A, alfo D=B unb äj=ä', 
fo gel^t bie üorftel^enbe ©leid^ung unter 3) in bie folgenbe über: 

^2 „ £2 ^ ^2Blc + Wm)m*, 

folgüd^: A^ ^ B^ (mod. m) . 

^otenjiert man bie ®teid^ung A = B -{-km mit bem ©j- 
))onenten n, fo entftel^t: 



^ 
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^« = (B + Jcmy = -B» + S . m*) ; 

ba^er: ^^ = .B» (mod. m) . 

6) 8e|tfa^: ©inb jtoci ßa^Icn A unb J5 fongruent, 
fo ftnb aud^ il^re ?ßotcnjcn ^»^ unb B" tnbejug auf ben- 
jelBen 9KobuI tongruent. 

d) ®§ tft: 26 : 7 = 3 SReft 5 

unb 41:7 = 5 SRcftG. 

®te 3ö^Iw 26 unb 41 finb alfo inbcjug auf bcn SWobut 
(Diöifor) 7 nid^t fongrucnt. dagegen tft: 

26 . 41 : 7 = 152 SRcft 2 

unb 5-6:7 = 4 aflcft2. 

Somit befielet btc Äongrucnj: 

26-41 = 5.6 (mod. 7), 

b. 1^. bag ?ßrobuft 26 • 41 tft nad^ beut 2)iötfor 7 fongruent 
beut ?ßrobuItc ber 8flcftc feiner gaftoren. 
e« ift: 70 = 5 . 13 + 5 

30 = 2 • 13 + 4 . 

S)ie aÄuftipKfation biefer @JIcid6ungen liefert: 

30 • 70 = (2 . 13 + 4) • (5 . 13 + 5) ! 

Auf ber redeten Seite bie aRuItipIifation auggefül^rt unb biefc 
©leid^ung burd^ 13 biöibiert, giebt: 

5^ = 2.513 + 4.5 + 2.5 + ^. 

SRun ift: 

30 . 70 : 13 = 161 SReft 7 unb 4 . 5 : 13 = 1 SReft 7 . 

m ift alfo: 

30. 70 = 4. 5 (mod. 13). 

©iefeg SBeifpiet jeigt, ba§ ba8 5ßrobuft 30 • 70 fongruent 
ift bem ^robufte ber SRefte feiner gaftoren inbejug auf ben 
©ioifor 13. 



*) S beseid^net bic Summe oHcr ^robuftc mit bcm %aftox m {§ 49). 
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Mgcmcin fei: 

A «s» hm + ^ 
B = h'm + r 

S)icfc ©tcid^ungen muItipKjiert, giebt: 

A'B={lcm + r) (Jc'm + /). 

®urd^ m bimbicrt, liefert: 

— '- — SS k¥m + Ä V + Ar' H • 

®iefe ©leid^uitg fatin nur unter ber JBebtngung beftel^en, ba§ 
bie SJiöifionen ÄB:m unb rr':m enttoeber aufgellen ober 
gleid^e (öon ?lull öerfd^iebene) 8flefte übrig laffen. @S ift 
bal^er allgemein: 

Ä - B ^ rr' (mod. m) . 

Stu2 ben öorftel^enben ©ntwidelungen unb ben baraui^ 
erl^altenen Äongruenjen folgern toir ben 

7) gel|tfai^: S)aS $robu!t jtoeier ober ntel^rerer 
3ciI|Ien ift inbejug auf jeben beliebigen S)ioifor fon^ 
gruent bem ?ßrobuIte ber SRefte feiner galtoren. 

3) Slnioenbung ber S^^I^^^ongruenjen- S)er le^te 
Sel^rfa^ bietet ein SRittel, um bie SRid^tigleit einer SKuttipIis 
fation befabifd^er ßal^Ien ju :prfifen. ®^ ift j. S5.: 

67 . 85 = 5695 . 

S)ie galtoren be2 5ßrobufteg burd^ eine beliebige gal^I, j. 85. 8, 
bitjibiert giebt: 

67 : 8 = 8 SReft 3 

85:8 = 10 SReft 5. 

®ag ?ßrobuft ber SRefte, nämlid^ 5 • 3 = 15, burd^ 8 biöibiert 
Iä§t 7 übrig. S)aS ©rgebnig ber SRed^nung 5695 ift nad& 
t)orfte]^enbem Sel^rf a^e rid^tig , toenn 5695 ^5-3 (mod. 8) . 
SRun ift 5695:8 = 711 SReft 7. 3)ie Äongruenj ift alfo 
toirftid^ öorl^anben unb mitl^in ift bie ©leid^ung: . 

67 . 85 = 5695 ric^ttg. 
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S)a bic S)it)iftott einer befabifd^en 3^^^ burd^ 9 benfelben 
Sfteft liefert, ben bie Duerfutnme übrig läßt (§ 67), fo benu|t 
man ber einfad^en unb fd^neQen 9flec^nung megen in ber 9tegel 
jur Prüfung ber Sflid^tigteit einer auiSgefül^rten SKultipIifation 
ben ©iüifor 9. g. 83. 74 . 58 = 4292. 

S)ie Duerfumnie t)on 4292 ift: 

4 + 2 + 9 + 2 = 17; 17 : 9 = 1 SReft 8. 

S)ie Duerfuntme t)on 74 ift: 

7 + 4 = 11; 11:9 = 1 SReft2. 

S)ie Duerfnmme t)on 58 ift: 

5 + 8 = 13; 13:9 = 1 Sfteft4. 

S)a2 5ßrobuft ber SRefte 2-4 = 8 burd^ 9 biüibiert Iä|t 
8 übrig. (58 ift ba^er: 

4292 = 2.4 (mod. 9) . 

S)iefeg unter bem SRamen ,,9leunerprobe" aug bem Sied^en* 
unterrichte belannte SSerfatiren ift nie^t juüerläf fig , ha biefe 
$robe aud^ bann ftimmt; koenn burd^ unrichtiges Untereinanbep 
fe|en ber (rid^tigen) 3;eiI|)robu!te eine falfd^e Slntwort t)orftegt. 
3)ie 3at)IenIongruenäen fönnen ferner baju benufet werben, 
bie ®efe^e ber leilbarleit einer belabifd^en ga^I burd^ 9 unb 11 
(§ 67) ju bereifen. 

a) aSetoeig für bie leilbarfeit burc^ 9. 3)ic befabifd^e 
Sa^I fei: 

JV= • . . . e . 10* + d • 10« + c • 10^ + 6 . 10 + a. 
® 15 ift: a^a (mod. 9) 

6 . 10 = 6 (mod. 9) 
c . 10* = c (mod. 9) 
d'10^ = d (mod. 9) 



mitl^in: e • 10 + d • 10 + c • 10 + 6 • 10 + a 

^a + 6 + c + d-l (mod. 9) . 



r 
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b) SBctocig für bic Xcilbarfcit burd^ 11. 

2el|rfa^: 3ebc bcfabifd^c Qaifl N ift inbcjug auf 
bctt 3)it)ifor 11 longrucnt bcr ©iffcr^nj au§ bcn 
Duerfumittcn bcr ungcrabcn unb bcr gcrabcn ©teilen. 

(£S fei ttJteber: 



JV — 


••••d-10» + c-10» + 6.10 + o. 


»tun ift: 


o — o (mod. 11) 




6-10 6 (mod. 11) 




c-10« c (mod. 11) 


ßc^: 

• • 


d-lO» d (mod. 11). 
. • d* . 10» + c • 10* + & • 10 + a 




a + c (6 + d) (mod. 11). 



Slnmetfung. ©auj (1777—1866), $rofcffor ber SKatl^cmatil in 
©öttingen, l^at bie Seigre Don ben S^^^enfongtuenjen unb and) bte ^e- 
aeid^nung ber ^ongtuenj gejc^affen. 

§ 69. Segriff unb Sigenfi|aften ber Serl^altniffe. 

Sluf bie grage: ,,SBie üertiält fid^ bie ©trerfe AB jur 
©trede MLV lann man antworten: 1) bie ©trede ML ift 

fjig. 25. 

^1 1^ 

N 
M\ 1 \L 

F\ 1 1 \Q 

um bag ©tüdE NL größer alg AB, unb 2) ©trede AB tnU 
l^alt einen 2;eil t)on berfelben @rö§e, toie bie jtoeite jttjei 
Seile entt)ält. ©tatt ber lefeteren SReben^art fagt man aud^, 
bie beiben ©tredCen üertialten fie^ tt)ie 1 gu 2, ober fie ftetien 
im SBerpItniffe 1 ju 2. SBeibe Slntworten brüdCen ba§ 
Ergebnis ber SSergleid^ung ber ©tredten AB unb ML bejüglid^ 
il^rer @tö§e auS. Qtoti gleichartige ©rö^en fönnen auf jwei^ 
fad^e SSSeife üerglid^en »erben: a) man ermittelt, um »ieüiel 
größer ober üeiner bie eine ®rö§e al8 bie anbere ift; b) man 
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untcrfud^t, wie oft bic Heinere in ber größeren entl^aftcn, ober 
toag bagfelbe ift, man befttmint, toieoiel mal fo groß bie eine 
ate bie anbere ift. S5eibe SSergleie^ungen finb offenbar nid^tö 
anbereg ate ein 3Reffen (ügl. §§11 unb 65). SBerben jtDei 
®rö|en auf bie eine ober bie anbere 2lrt üergKc^en, fo fagt 
man, man beftimme ba^ SSerl^ältnig, in weld^em biefelöen 
ftel^en. 3)ag ©rgebni^ ber SSergleid^ung, wele^eg ben Unter* 
fd^ieb beiber @rö|en angiebt, nennt man ein aritl^metifd^eg 
SSerljältniS. 2)agegen Ijei^t baS (Srgebnid; meld^e^ burd^ bie 
SSergleid^ung unter b) entftel^t, ba^ geometrife^e SSerl^ältniS 
ber üerglie^enen ®rö^en. 

SSerl^ältniffe finb allgemein jtoife^en gleichartigen ®rö|en 
niöglid^, j. 83. jtoifd^en ©tredCen, jtoifc^en gläd^en, giüifc^en 
Äörpern, gwifd^en Qaf)kn, unter ber SSebingung, ba§ bie beiben 
}u üergleid^enben ®rö§en mit bemfelben SJia^e gemeffen finb 
ober bod^ gleichnamig gemacht toerben {önnen, j. S3. 2 hl ju 
201 gleid^ 2001 ju 201. Sie ©trerfe ML befte^t aug jwei 
gleid^en Xeilen t)on berfelben Sänge, »ie bie ©trerfe PQ bereu 
brei entpit, beibe üerl^alten fid^ mitt)in toie 2 ju 3. ^aben 
bie beiben ®rö|en ein üon ber ©inl^eit üerfc^iebeneS gemein= 
fd^aftlid^eS SKa^, fo fann man il^r SSerl^ältniS burd^ bie beiben 
3at)Ien auiSbrüdfen, toelc^e angeben, toie oft jebe üon itinen 
biefeg SKa^ entt)ölt. ©o j. 83. fann bag SSerpItnig ber 
iJIäd^eninl^alte jtoeier SRed^tede üon 12 qcm (=3x4 qcm) 
unb 16 qcm (=4x4 qcm) burc^ „3 JU 4" bejeic^net toerben. 
©anj auf biefelbe SBeife toie Sftaumgrölen »erben aud^ jtoei 
3al^Ien üerglic^en. ©ott man j. 83. 8 «^ unb 12 «^ üergleid^en, 
f ift 12A — 8Ji = 4cJC bag aritl^metifc^e SSerl^ältnig, unb 
ba 8 Ji, 2x4cJC mb 12 JC, ^xA^JC entölten, fo ^eiftt 
ba§ geometrifd^e SSertiältniS biefer gatilen „2 ju 3". 2)ie 
3at)len 20 unb 25 üerl^alten fic^ toie 4 ju 5; benn bie 
3a^I 20 entölt bag größte SKa^ 4mal unb bie 3at)I 25 
bagfelbe SKa^ 5 mal. 

3)a3 aritl^metifd^e SSerl^ältniS jtoeier 3at)Ien a unb h 
toirb burd^ il^re 3)ifferen} a — h bargeftettt, ba8 geometrifd^e 
SSert)äItniS berfelben bejeic^net man burd^ ben Ouotienten 
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a:h, gclcfcn: „a ücrplt fid^ ju 6", ober furj „a ju 6". 
3)ie 3ö^lc^/ öjcld^c ein SSerl^filtni^ bilben, toerben ©lieber 
be^fetten genannt. 3)cr 3)it)ibenb a erl^olt nun ben SHamen 
SSorb erglieb unb ber S)it)ifor h l^eifet ^interglieb. ®a 
bie ©lieber eine3 geometrifd^en SSerl^äftnifteS aud^ benannte 
3al)Icn fein fönnen, j. 83. 5 m :25 cm, fo ntufe ber Slu^brucf 
a:h lonfequent afe SKeffen (§ 11) aufgefaßt »erben, mit 
anbeten SBorten, bag SSert)öItni^ a : b giebt Slnttnort auf bie 
grage, wie oft bag ^interglieb im SSorberglieb enttialten ift 
gut ia^ (Srgebnig ber Sftee^nung ift cg aUerbingS gleid^gültig, 
ob man ben Slugbrud ate SSerl^ältnig ober „a biüibiert burd^ 
b" lieft 

S3ei bem aritl^metij^en SSerl^ältniS nennt man biejenige 
3al)I, toelc^e jum ^interglieb l^injugefügt ba3 SSorberglieb 
giebt, bie ©ifferenj be3 SSerl^ältniffeg. ®ie ßal^l, toeld^e 
angiebt, toie oft baS ^interglieb in bem SSorberglieb eineg 
geometrifd^en 8Sert)äItniffei5 entl^aften ift, l^ei^t 3^9^^ ^^^^ ®E*= 
ponent. 2)erfelbe ift feinem S5egriffe gemäß ftetg eine reine 
3a]^l, gleid^t)iel, ob bie beiben ©lieber beiJ SSerl^ältniffeg benannt 
ober unbenannt finb, j. 85.: 

15:5, QtXQtx 3 , 

12J(:8J(, 3eiger f, 

4 m : 6 m , ^tXQtt | , 

S)aS geometrifc^e SSerl^ältni^ a:b tieißt fteigenb, »enn 
a < 6 , bagegen faöenb, loenn a>b ift. SSerl^ättniffe, toele^e 
benfelben ©Eponenten l^aben, finb gleid^, j. 85. 8:4 unb 10:5. 
9lur jtoifd^en gleid^artigen SSerl^öItniffen fann ©leid^l^eit 
beftel^en, alfo fann niematö ein fteigenbeS SSerl^öItniiJ einem 
fallenben gleid^ fein. S3ei SSergleid^ung t)on brei 3*^^^^^/ 
j. 83. 18, 24 unb 30, fann man brei geometrife^e SSerl^ältniffe 
bitten, nömlid^ 18 : 24, 18 : 30 unb 24 : 30 ober 3 : 4, 3 : 5 
unb 4 : 5, 3n ber Sflegel »erben biefe einjelnen SSerl^ältniffe 
burd^ ein SSerl^ältni^ bargeftettt, inbem man fd^reibt 3:4:5. 
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S)cr Slugbrucf 5:6:7 befielet alfo aui bcn SScrl^ältniffcn 5 : 6, 
5:7 unb 6:7. 

®a bag aritl^mctifd^c SScrl^ältnig feinen ÄuSbrucf in ber 
3)ifferenj a — b finbct unb ba§ geometrife^e SSerl^ältniiJ butd^ 
ben Duotienten a:b bargefteöt tohb unb beibe Sluffaffungen 
bagfelbe Sftefultat liefern, fo ntüffcn alle @efe^c über 
©ifferenjen unb Quotienten aud^ für SSerl^ältniffe 
gültig fein. 

3)en £et)rfö|en 2) unb 5) in § 5 cntfpred^en folgenbe 
SJSal^rl^eitcn über bag oritl^metifd^e SSerl^ältnig. 

1) Sel^rfa^: S)ad S^orberglieb eines aritlintetifd^en 
SScrl^ältniffeS ift gleid^ ber ©untnte aus bcm $inter= 
glieb unb ber 3)iffcrenj. • 

3n ßeid^cn: 

SBenn a — l^== c, foift a^^h + c. 

2) Sel^rfa^: S)er SBert eines aritl^metifd^en SScr= 
pttniffeS önbcrt fid^ nid^t, toenn ntan fowol^I jum 
SSorberglieb als jum^intcrgUeb bicfelbc3ö^l abbiert, 
ober t)on beiben biefelbc ^a^i fubtrat)iert. 

Über baS geometrifd^e SSerl^ältniS beftel^en nad^ § 12 
folgenbe @efe|e. 

3) Sel^rfa^: 3)aS SSorberglieb eines geometrifd^en 
SBerl^ältniffeS ift gleid^ ^interglieb ntal ©jponenten. 

3n geid^en: a^h'C=-cl. 

4) 8el§rfa^: S)aS ^interglieb ift gleie^ beut Cluo- 
tienten ouS bem SSorberglieb unb beut ©jponenten. 

Sn Seichen: 6 = a:c. 

5) Sel^tfa^: 3)er SBert eines geömetrifd^en SSer^ 
l^ältniffeS bleibt ungeänbert, »enn man beibe ©lieber 
mit berfelben 3öt)I muItipUjiert ober burd^ biefelbe 
ßal^I bioibiert. 



3n ßeid^en: 



a:o = am : bm = — : — 

m m 



§ 69. IQegnff unb (Sigenfd^aften ber SSerl^&Itniffe. 205 

2)iefe SBol^rlieit !ann aud^ nod^ befonberS auf folgenbe 
SBeifc bctoicfctt tocrbcn. 

Der ejponent bcg SSert)äItntffe8 a : 6 jci x, fo ift: 

1) a >= X -b, 

b. ]^. a ift ba^ x\aä)t wn b. 

©Icid^ung 1) mit m multiplijicrt giebt: 

2) am = X 'b ' ni] 

am ift ba^ icfad^c t)on 6w?. 

3)urci^ S)imfiott bcr ©Icid^ung 1) bur^ m cntftcl^t: 

3) ^ = :r.-^, 

b. 6. - ift bag icfad&c t)Ott -• 

S)it)ibicrt man ©Icid^ung 2) burd^ bm unb 3) burd^ -, 
\o ergicbt fid^: 4) am:bm^=x 

unb 5) - : - = a; . 
äWit^itttft: a:b = am:bm==^:^' 

SRan bcnufet bicfcn Sel^rfa^; um ein 8Sert)ättni8, ba8 burd^ 
Studie bejeid^net ift, burd^ ganje Qa^lm augjubrüden unb 
um SSertiäftniffe jttjifd^en größeren ßal^Ien in tteineren ju 
geben, j. S.: 

^:i glcie^ 6.^^:6.^ = 3:2; 60:45 gleid^ 4:3. 

Sn praüijd^en gäöen bringt man l^äufig bag SSorbcrglieb eine» 
SSerl^aitniffcS auf 1 unb auf 100, ipcit man mit biefer gorm 
bequem rechnen lann unb fid^ ber SBert eines fole^en SSert)älts 
niffeS leidet überfd^auen lö^t ©o fagt man: 2)ai5 SBerl^ältniS 
beS Durc^mefferg jum Greife ift 1 : 3| ober 1 : 3,14. ©in 
§eftar t)er^ält fid^ jum preu^ijd^en 3Korgen annäl^ernb wie 
100 : 25. 

6) Sel^rfa^: ^aben gttjei gleid^e SSerl^ältniffe gleid^e 
^interglieber, fo finb aud^ it)re SSorbergüeber gleie^. 
®teid^e SSerl^ältniffe mit gleid^en SSorbergliebern ^aben 
aud^ gleid^e ^interglieber. (SSergleid^e § 12, 7 unb 8.) 
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§ 70. Sie trit|«eiif#em 1^t$^$xti$ntn. 

2)ie SSerbtnbmtg ffmtx gletd^ SSerl^tniffe burd^ ba§ 
®(ei(j^]^ettöiei(^en nennt man eine Proportion. 3e na^ ber 
9rt ber Serl^oltniffe, bie in einer Proportion t)ortontnien, nennt 
man biefelbe eine oritl^metifd^e ober eine geometrifc^e. (Sine 
aritl^metifd^e Proportion entfielet burc^ bie @Uiij^ 
fteUnng jtoeier gleichen aritl^metifd^en SSerl^ältniffe. 
S)iefelbe niirb ond^ toofjH ;,S)ifferenig(ei(^ung'' genannt 
SSerbinbet man bie aritl^metifd^en Ser^ältniffe 12 — 8 unb 
10 — 6 burd^ bag ©leic^l^eitgjeic^en, fo ift: 

12 — 8 = 10 — 6 

eine aritl^ctifc^ Proportion; toenn: 

a — b =^ c — d, 

fo ift biefe ®leid^ung bie allgemeine ((orm berfelben. S)iefe 
Proportion toirb getefen: a t)er]^ält fic^ arit^metifc^ ju i, me 
c ju d. S)a bie SHfferen} Don jmei nngleic^ benannten Qaijitn 
naäf §5,1 finnloi^ ift; fo mnffen famtlic^e ©lieber einer 
aritl^metifd^en Proportion gleichartig fein, bejtti. in gleid^^ 
namige t)ertDanbelt toerben !önnen. SSerbinbnngen toie: 

12c/^ — Sc/^ — lOU — 6 hl 

l^aben feine ©eltung. S)ie öier gal^Ien einer Proportion l^ei^en 
(toie bei bcn SSerl^ältniffen) ©lieber berfelben nnb fte »erben 
in aSorber- unb ^intergtteber unterfd^ieben. 5E)ie SSorberglieber 
a unb c, bejw. bie §interglieber 6 unb d, l^ei^en l^omologe. 
ferner begeie^net man baS erfte nnb t)ierte ®Iieb mit bem 
gemeinfd^aftüd^cn SRamen Slufeenglieber, toöl^renb bag jtoeite 
unb britte ®Iieb jufammen Snnenglieber genannt »erben. 
®inb in einer ^Proportion bie Snncnglieber ober bie Stufen- 
glieber gleid^, toit j. 85. in ben ^Proportionen: 

a — J = J — c unb a — 6 = c — a , 

fo l^ei^t bicfelbe eine ftetige. S)ie Qai)l b ober a, toeld^e 
jioeimal afö ©lieb üorfommt, toirb ,,mittlere aritl^metifd^e ?ßro* 
portionale" genannt. 
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aSenn man auf bcibcn ©citen bcr Proportion: 

12 — 8 = 10 — 6 

bic ©utnntc 8 + 6 abbicrt, fo entfielet: 

12 + 6 = 10 + 8, 

unb abbiert man in ber aUgemeinen Proportion: 

a — 6 a« c — d 

bcibcrfeitg 6 + d, fo crgicbt fid^: 

a + d[ = c + d, 
b. 1^. in SBortcn: 

Se|rfa^: 3n j|eber aritl^ntetifd^en Proportion ifl 
bie ©ummc ber SSlu^cnglicbcr glcid^ bcr ©ummc bcr 
Snncngücber. 

3[t biefe Sebingung erfüllt, fo ift bic 5ßroportion rid^tig, 
im anbem gaßc unrid^tig. 3)iefer Sel^rfal gicbt uniJ alfo 
ein SRittel an bie $anb, bic Jftie^tigfeit einer aritl^metifd^en 
^Proportion ju prüfen. 

9lad^ bem crften Sel^rfa^e folgt auiJ ber ftetigen aritl^- 
metif d^en Proportion a — 6 = 6 — c : 

2h = a + c; mittiin 6 = ?-±-?. 

Den SBcrt für b nennt man bag aritl^metife^e SKittel ber 
ßal^Ien a unb b. Definition: 3)a8 aritl^metifd^c SRittel 
jttjeier gal^Ien ift bie ^älftc t)on il)rer ©ummc. 3Ran 
bel^nt biefe Definition auf eine beliebige Slngal^I S^^Un aus 
unb üerftel^t unter bem aritl^metijd^en äWittel x üon n Qai)kn 

a, bf c, d fw bie ©umme berfelben, biüibiert burc^ il^re 

^Injal^t n, alfo: 

a + 6 + c + • • • f» 



X = 



n 



Slntoenbung beg arittimetifd^en 3RitteIS. Die SSe^ 
rec^nung beiJ aritl^metife^en SKittefe firibet im praftifd^en Seben 
t)ielfad^e Slnttjcnbung. ©o j. 83. um bie burd^fe^nittlid^en Sin- 
nal^men unb Sluggaben in einem läge, in einer SBod^e, in 
\ einem SRonat, in einem Duartale ju crfatiren; bei ©rmittelung 
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beS ^urd^fd^nitti$jin§fu|ei$ gleid^er Kapitalien, bie ju t)erfd^ie'' 
bcncm Bittgfufec auSgelicl^cn finb; jur Seftimmung beg mittleren 
gal^lutiggtermineS öon gleid^cn Sopitalien, bie ju gleid^em ßin^- 
fuß oul^ftel^en unb ju öerfd^iebcnen Terminen fällig finb; ferner 
in ber aKifd^ungSred^nung, um ben S)urd^jd^nittSprei3 gleid^er 
Duantitäten ju fud^en; bei ©ered^nung be^ ©ure^fd^nittSertrageS 
üon ©runbftüdEen. Sei ftotifttjd^en Sered^nungen wirb ba^ 
aritl^metifd^e SKittel gefuc^t, um bie burd^fd^nittlid^e Slnjal^I ber 
Siobei^föHe ober (Geburten innerl^alb eines beftimmten ^db 
taumeS feftjufteöen. Slud^ bie ©eometrie unb bie SRatur- 
toiffenfd^aft bebienen fid^ öielfad^ beS aritl^metijd^en SRitteß 
bei 3Ref jungen, ©d^ä|ungen unb S5ered^nungen. SBirb j. 85. 
bei SSermeffung einer gelbmarf eine ^au|)tlinie breimol gemefjen 
unb erl^ält man bie Sftefultate: 

168,80 m, 168,70 m, 168,30 m, 

fo nimmt man aU SKafe berfelben: 

i(168,80 + 168,70 + 168,30) m = 168,60 m 

an. Srl^ölt man burd^ t)ier ©d^ä^ungen eines SBinfetö bie 
SSSerte: 46^^ 47«, 45i<> unb 45^ 

fo betrad^tet man: 

^(46^0 + 47« + 45^« + 45«) = 46« 

afe bie toirüid^e ®rö§e beg SBinlete. gut geftfteöung ber 
mittleren XageS^ unb SRonatStemperatur, beS mittleren Soro^ 
meterftanbcS eines DrteS auf ber ©rboberfläd^e toirb ebenfaDS 
baS aritl^metifd^e äWittel genommen. 

Wu $^0m^trtri^^n ^xtt^^tivmtn. 

§ 71. Segriff ber geowettifilen Proportion. 

S)ie SSerbinbung jtoeier gleichen geometrijd^en SSertiältnifle 
(§ 69) burd^ bas ©leid^tieitSseid^en nennt man eine geometrische 
Proportion, g. SB. 2 : 3 = 10 : 15. Sl^re attgemeine gorm ijl: 

a:b ^= c:d, 
geiejen: „a (üerl^ölt fid^) ju b toie c ju d". 3)er 9tame geo^ 
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metrijd^c 5ßroportion rül^Tt bal^cr, toeil biefc ?lrt 5ßroportion 
in bcr (Seomctric eine bcbcutcnbc äntoenbung finbct. ©tatt 
obiger ©atftcöung bcr ^Proportion fd^rcibt man auif üidfad^ 
bic Duoticntcnglcic^ung: 

a c 

toetd^c Sluffaffung für bic Sftcd^nung feinen Untcrfd^icb maift 
3)ic in § 69 für bic ©lieber einer aritl^metifd^en 5ßroportion 
erläuterten 9iamen gelten and^ für bie geometrijci^c ^Proportion, 
©inb in einer gcometrijd^en Proportion bie gnnen- ober bie 
?lu§englieber gleid^, fo l^cifet biefelbc eine ftctigc, j. 85.: 

SWan nennt bic ©röfec x bic ,,niittlcrc geometrifd^c ^ßro* 
portionale" ober bag geontetrifd^e 2RittcI jtoijd^en ben 
Qafjlitn a nnb 6. SBäl^renb fänttUe^e ©lieber einer aritt)- 
ntetifd^en ^Proportion burd^anS gleichartig fein muffen, fönnen 
in einer geometrifd^en ^Proportion bie ©lieber be§ einen SSer- 
l^ältniffciJ inbejng auf bie ©lieber beS anbem ungleichnamig 
fein. 6benfo lann ein SBert)äftni§ benannt, ba3 anbere un- 
benannt fein. So ift j. 83.: 

5c/^:15c/# = 8m:24m 

eine rid^tige ^Proportion (öergl. § 69). 85e5eid^net man jioei 
Derfd^iebcnc Quantitäten allgemein mit q^ unb q^, fo ift: 

aqi : bq^ = cq^ : dq2 

üöttig übercinftimmenb mit: 

a : 6 = c : d. 

§ 72. Sel^rfä^e tifier geowetrifi|e Proportionen. 

aSenn man bcibc SScrl^ältniffe ber geometrifd^en Proportion 
a:b=^ c:d mit bd muttiplijiert (§ 69), fo entfielet: 

ad = bc, 

2)icfctte ^probuftengleid^ung fann auS bcr gegebenen ^Proportion 
mit ipilfe bcS ®jponcnten abgeleitet werben. 

©d^üllet, SlTit^metil. 14 
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e« jei: 

a:b ==^ 6] alf 2) a^=h - e, 

fo ift aud^: c:df==e; mittiin 3) de — c. 

®ic SKuttipIifation üon 2) mit 3) liefert: ade = hce\ 
aljo ad = 6c. ^icrau^ folgt ba3 

1) ^au^igefe^: 3n jicber gcomctrifd^cn ^Proportion 
(aug reinen ^(AjUxC) ift baS 5ßrobuft bcr Slu^cnglieber 
gleid^ bem ^robuft ber Snnenglieber. 

3)icjer £el^rjo| bietet ein SWittel jur ?ßrüfung ber 9U^tig- 
feit einer jeben t)orgeIegten geometrifd^en 5ßroportion. @o ift 
j. ©. bie ^Proportion: 

8 : 15 = 24 : 45 

rid^tig unb bie ^roportipn: 
unrid^tig; e^ ift nämlid^: 

2) Sel^rfa^: (Sine geometrifd^e ^Proportion ift ftet§ 
richtig, wenn bag ^robuft ber inneren ©lieber bem 
^robult ber Hufeenglieber gleid^ ift. (Umfel^rung üon 1.) 

SluS ber ^robultengleid^ung ad = 6c lann man mit Sin- 
toenbung üon § 12, 6 bie folgenben rid^tigen ©leid^ungen ab- 
leiten: & • c , 5 . c 

6 a ' d c a ' d 

= unb C = — j— • 

c 

SRan finbet auS: 

a:h = c:x unb a:y ^= c:d 

für bie unbe!annten ^cüjUn x unb y bie (Sleid^ungcn: 

6 • c c a • d 

X = unb y = 

a ^ c 

?lu3 biejen ©leid^ungen folgt ber 

3) ße^rfa^: 3»an erhält ben S33ert für ein au|en^ 
glieb einer ^Proportion, wenn man ba§ ^Probult ber 



r 
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inneren ©Heber bnrd^ ba3 anbere äußere ©lieb bxt)u 
biert ©in (unbelannteg) innere^ ©Heb ift gleid^ bem 
^robnlte ber SngengHeber, biüibiert burd^ baiS bt^ 
lannte innere ©Heb. 

Sttfa^: ®inb in jtoei ^Proportionen brei glcid^fteßige 
©lieber bejügüd^ gfeic^/ fo ftnb aud^ bie vierten ©lieber ein^ 
anber gleid^. Sln3 a:h = c:x nnb a:b = c:y folgt: 

b • c 
^ a 

2Kit äntoenbnng beg ^auptgejefeeS ergiebt fid^ an& ber ftetigen 
^ro|)ortion: 

4::x = x:9, i»« = 36; mitl^in a: = V^ = 6. 

SBenn allgemein: 

a:x = X ^==b, fo ift ü? =» j/aft ; 

in SBorten: 

4) Sel^rfa^: S)ie mittlere geometrifd^e ^roportio- 
nale jn jroei gegebenen Qai)Un a unb 6 ift gleid^ ber 
Qnabrattt^nriet anS bem $robn!te ab, 

§ 73. Seranbernngen einer geomettifilcn Proportion. 

3Jlan !ann mit einer ^Proportion, unbefd^abet il^rer SRie^tig- 
leit, mannigfad^e SSerönbernngen öornel^men. 

a) @8 fei bie ^Proportion a:b ^c:d gegeben, fo ift: 

ma : mb ^^^ nc : nd 



a ö 

__ ♦ ___ 

m * m 




c ^d 
n * n 


ma: b 




mc: d 


a: nb 


= 


c: nd 


ma : nb 




mc : nd 


^:b 


— 


~:d 
m 


b 

a : — 

n 




d 

c: - 

n 


a ^ b 
m * n 




c ^ d ^ 

m * n 



14 
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S)icjc jämtüd^cn au§ a:b — c:d abgeleiteten ^Proportionen 
finb äufolge be8 ^auptgefe^eg rid^tig. Sei aöen Umformungen 
einer Proportion ad^te man barauf, bo| biefelbe bo§ ^oupt= 
gefe^ erfüllt. 

b) @e|t man an ©teöe oBiget ^Proportion bie gleid^^ 
n^ertige Ouotientengleid^ung : 

1) - = - 

^^ b d 

unb potenziert beibe Quotienten nad^ § 68 mit n, fo entfte^t: 

2) - = -, 
in ^roportioni^form: 

Sflabijiert man bie ©leid^ung 1) burd^ n, fo erl^ält man jufolge 
§ 26 unb § 27, 3: 

4) }/a:}/b ^^Yciy/d. 

3)ie ©leid^ungen unter a), foioie bie ©leid^ungen 3) unb 4) 
unter b) fpred^en folgenbe SBal^rl^eit auS: 

1) Sel^rfa^: a) S)ie SRie^tigleit einer Proportion 
bleibt ungeänbert, wenn man il^re l^omotogen ©lieber 
mit berfelben 3<i^t multipliziert ober beibe burd^ 
biefelbe Qai)l biöibiert b) (Sine ^Proportion bleibt 
rid^tig, wenn man atle ©lieber mit berfelben gal^l 
potenziert ober burd^ biefelbe ßal^l rabijiert. 

SBerfe^ungen ber ^Proportion. SluS bem 1) Se!^rfa|e 
§ 72 folgt: ©inb jtoei gleid^e ^robufte an^ je jtoei S^ittoren 
gegeben, fo lann man au8 ber ^Probuftengleid^ung eine rid^tige 
Proportion ableiten, in toeld^er bie gaftoren beg einen ^ro* 
bulteg bie inneren, unb bie ^^ftoren beS anbem bie äußeren 
©lieber bilben. SSei Silbung einer ^Proportion auS einer 
gegebenen ^robuftengleid^ung fange man mit einem beliebigen 
gaftor an, laffe bie ga!toren beS anbem ^robufteg folgen unb 
fefee fd^liefelid^ ben anbem galtor beg erften ^robuIteS. ®a 
man mit jebem ^Jaftor jweimal beginnen !ann, fo laffen fic^ 
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au^ einer ^ßrobuftengleid^ung ad'^bc ad^t Proportionen auf* 
fieQeit : 



begeben: 


4 • 9 — 3 • 12 


®egeb 


en: 

1) 


ad — bc. 


1) 


4 : 3 — 12 : 9 


a:b — c:d 


2) 


4 : 12 = 3 : 9 




2) 


a: c^^b: d 


3) 


9 : 3 — 12 : 4 




3) 


b:a =^ d:c 


4) 


9:12 = 3:4 




4) 


b:d = a:c 


5) 


3 : 4 = 9 : 12 




5) 


c: a =^ d:b 


6) 


3 : 9 = 4 : 12 


^ 


6) 


cid — a:b 


7) 


12 : 4 = 9 : 3 




7) 


d:b => c:a 


8) 


12:9 = 4:3. 




8) 


d: c — b:a. 



S)iefelben Proportionen fönnen auö) auS ber Duotienten- 

gleid&ung f = -j flebilbet »erben. 3)ie Sftid^tigfeit ber t)or= 

fte^enben ad^t Proportionen folgt aus beut 2) Sel^rfa^e § 71, 
bie ^robuftengleidjungen finb nämlid^ fämttte^ ad— 6c. SWan 
nennt bie ^Proportionen 2) big 8) „Serfe|ungen" ber erften 
^Proportion, toeil fie burd^ SBerfefeen ber ©lieber ber Proportion 
a:b = c:d entftanben finb. ÄuS SSorftel^enbem ergiebt fi^ ber 

2) Sel^rfa^: Äug jttjei gleid^en ^robuften mit je 
jtoei galtoren ober an^ ber Duotientengleid^ung 

|- = ^ lönnen ae^t rid^tige Proportionen gebilbet 

toerben. — 3n jeber Proportion fann man bie inneren 
fott)ie bie äußeren ©lieber beliebig t)ertaufe^en unb 
aud^ bie äußeren ©Heber ju inneren mad^en unb um^ 
gefeiert. 

§ 74. Sie Summen^ unb Siffetenjenfa^e uker Proportionen. 

@g fei bie ^Proportion 15 : 9 = 10 : 6 gegeben. ^ierauS 
fann man burd^ Slbbition ober ©ubtraftion ber ©lieber beg 
erften SSerl^öItniffeS unb burd^ biejelbe aritl^metifd^e SSerbinbung 
ber ©lieber beS jtoeiten SSert)äItniffeg bie folgenbe rid^tige 
^Proportion ableiten: 
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15 + 9: 10 + 6 = 15: 10 «9:6. 
S)cr ^Proportion a:b=^c:d cntjprid^t bic Duoticntenglcid^ung: 

^J b d 

SJSctttt man auf bcibcn Seiten + 1 abbiert, fo entftel^t: 

^v a±h c ±d 

S)iefc ©leid^ung in 5ßroportiongform bargeftettt, giebt: 

3) a + 6:6 = c + d:d. 

S)urd^ SSertaujd^ung ber Snnenglicber erl^ält man: 

4) a + b:c + d = b:d, in SSSorten: 

1) Sel^rfa^: 3n jeber ^Proportion t>tx^&it \iä) bie 
Summe (S)ifferenä) ber ©Heber be8 erftcn SSer^üIts 
nijfei^ jur ©umme (3)ifferenj) ber ©lieber be§ jwetten 
SSerl^ältniffeg; wie bie SBorberglieber ober toie bie 
^interglieber. 

Snfa^: SSerbinbet man bie Duotienten beiberjeitg mit 
+ w, fo erfiält man burd^ bie vorige ©nttoicfelung: 

a + n& : c + «d = a : c = & : d. 

S)ie ^Proportion unter 4) umfaßt bie beiben ^Proportionen : 

1) a + 6:c + c? = 6:d 

2) a — &:c — d = 6:df. 

SBegen ®kiä)i)tit beS SSerl^ältniffeg b : d folgt l^ierauS un- 
mittelbar: 

3) a + &:c + flf = a — b:c — d 

ober mit SBertaufc^ung ber inneren ©lieber: • 

4) a'\'b:a — b ^= c + d: c — d. 

S)iefe ^Proportion jprid^t folgenbe SBatirl^eit au^: 

2) Se|tfa^: 3n jeber ^Proportion üerl^olt fid^ bie 
Summe ber ©lieber beS erften SSerl^ältniffeS jur 
Siifferenj berfelben ttjie bie ©umme ber ©lieber beg 
jöjeiten äJerl^öItniffeS ju il^rer ©ifferenj. 
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5)ie öorftelienben bcibcn ßelirjä^e fönnen in eine SBa]^r= 
l^eit äujantmengefaßt n^erben. 3)ie gormet, njefd^e biejen all= 
gemeinen Selirfa^ au^fprid^t, finbet man auf fotgenbem SBcge: 

3Äit aSenupng öon § 73, 1) Sel^rfafe erhält man aug 
a:i = c: d: 

I) mainb '^^ rncmd. 

1) |?a: g6 =|}c: gd. 

SRac^ § 74, 1) Se^rfa^ ift: 

II) ma + n6 ; mc + nd = ma : mc ; 

2) pa + ö'ft : pc + gd = jpa : pc ; 

ober: III) ma + nb : mc + nd = a : c , 

3) 2)a + g'ft : pc + gd = a : c . 

?lug ben ^Proportionen unter III) unb 3) ergiebt fid^ 
wegen ©tei^^eit beg jttjeiten SSerl^ältniffeiJ: 

ma + nb : mc + nd = pa + qb : pc + qd 

ober bur^ SSertaufd^ung ber 3nnenglieber : 

ma + nb : i>a + ^ö = >w.c + n<l : pc + grel . 

2)ieje aDgemeine gormet fpric^t fotgcnbeiJ aritl^metijd^e 
®efe^ auS: 

3) Sel^tfa^: 3tt ieber 5ßroportion öerl^ält fid^ eine 
beliebige aritlimetij^e SSerbinbung ber ©Heber beS 
erften SBerljättnijjeS ju einer beliebigen anbern SSer^ 
binbung berfelben ©lieber tote biefelben SSerbinbungen 
ber ©lieber beg jttjeiten SSer^ättniffeg fid^ öerl^atten. 

3)iejer Sel^rfa^ toirb na^ SBarbe^ ,,&atf üiin ber Utn^ 
{^mtibietenben Slbbition unt Subtrattion '^ genannt. SSor- 
ftel^enbe allgemeine gormet entl^ält t)iete befonbcre gälle, ba 
bie gaftoren m, n, p unb q beliebige pofitiöe unb negative 
3a]^Ien, bie 9lutt eingejd^Ioffen, bejei^nen fönnen. @o j. 83. 
fliegt bie 5ßroportion be§ 2) fiel^rfa^eg aug ber allgemeinen 
gormel, totnn man: 
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fefet. 3ft i) = unb q = l, jo entfielt: 

ma -J2 ^i * i '^ ^c + nd : d . 

SBcnn w — 1 unb w = 0, fo crl^ätt man: 

a:pa + qh '^ c: cp + qd u. f. f. 

SSertaufd^t man in bcr 5ßroportton a:b=c:d bic inneren 
©lieber unb wenbet auf hk\t 5ßrjoportion ben 1) ßel^rfa^ on, 
fo erl^ält man: 

1) a + c:b + d'='a:b=='c:d. 

^icrauiJ jnfolge beg 2) ßel^rfafeeg: 

2) a -j- c: a — c = 6 + tZ:6 — d. 

S)ie ^Proportion 1) lautet in SBorten: 

4) Sel^rfa^: 3n jeber 5ßroportion üerpit fid^ bie 
©umrne (2)iffcrenj) ber JBorbergtieber jur ©umme 
(S)ifferenj) bcr ^intergtieber n)ic ein SSorbcrgtieb ju 
feinem ^intergüeb. 

SluS Proportion 2) folgt: 

5) Sel^rfa^: S)ie Summe ber JBorberglieber öerptt 
fid^ ju ilirer I)iffercnä, toie blefetben aritl^mctifc^en 
SSerbinbungen ber §intergtieber fid^ öer^alten. 

S)er 4) fiel^rfa^ läßt eine SSerattgemeinerung ju. ßufolge 
beg 1) Sel^rfafeeS § 73 folgt au§ a:b^c:d: 

ma : mb = nc : nd. 
2)urd^ SJcrtaufd^ung ber Snnenglieber: 

ma : nc = mb : «J. 
Wlit S3enu^ung be^ 3) fiel^rfa^ei^ l^at man: 

ma + nc : mb + nd = ma : mb, mitl^in: 

a:b = c: d = ma + nc : Tnb + nd ; b. 1^.: 

6) Sel^rfa^: 3n jeber ^Proportion öerljält fid^ eine 
beliebige aritl^metifd^e SSerbinbung ber SJorberglieber 
ju berfetben aritl^metifd^en SJerbinbung ber hinter- 
glieber toie ein SSorberglieb ju feinem ^intergtieb. 
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Sttfa^: 5)ic Ic^tc 5ßroportton ift ein befonbcrcr %aü. ber 
foIgcTiben: 

ma + nc:mh + nd = pa + qcipb + qd. 

Sediere gcl^t in bie öorftel^cnbe $ßroportion über, toentt !> = 1 
uttb q^==0, ober jp — unb g = 1 gefegt toirb. 

^nnterlung. 2)ie Sel^rfft^e in biefem ^ata^xapfftn bieten ein 
i)orsügIic^ei» Sattel pr SSereinfad^ung oon Gleichungen, in »eitlen 
Quotienten algebraifc^er Summen oorlommen. @o 5. S3. l^at man mit 
)Benu|ung bei» 2) £el^rfa(ei» oul^: 

— ^ "= -^ fofort 7 «= 7; 

y Ä — 4 3 ' 4 4^ 

mitl^in x »V. gufolge bed 5) Sel^rfo^ei» erl^alt man oul^: 

a :h '^ X — a : c f of ort - — =— ' — ; 

a & — c 

h 4- c 
folglid^ a? = a • ^ na(^ § 12, 1). Äu» ber OuotientengWc^ung: 

X* + 6x '\- 12 a?* + 5a; — 4 
a?* + 9a; — 4 °^ x* + 9a; — 20 

folgt nad^ 6) bireft; a;» + 6 a; + 12 ^ ^ 

a;* + 9a; — 4 "" 

^r bie im folgenben 9(bfc^nitt bel^anbette ^uflöfungl^Iel^re ber 
®Iei(^ungen merte man noc^ foIgenbeS: ^ud ber $ro))ortion xiy^aih 
folgt, menn man bie inneren ^lieber oertau(c^t unb ben (S^^onenten ber 
^erl^&Itniffe biefer $ro))ortion mit t bejeic^net: 

X » at unb y ^^ bt . 

3ft alfo 5. S3. X : y ^ 7 : 6 gegeben, fo lann man 

X ^ It unb y =^ 6t feften. 



§ 75. Sttfamttienfe^en ber ^ro^iottiiittett. 

SBenn man btc glcid^fteüigen ©lieber ber ^Proportionen: 

1) 9:6 = 18:12, ©sponent |, 

2) 4:5= 8:10, ©Eponent f , 

muttipttjiert, fo entfielet: 

3) 36 : 30 = 144 : 120, ©Eponent ^ • f = |. 
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S)a bcibc aScrJ^ältniffe bicfer neuen Proportion benfeften (Sg^ 
poncnten | l^aben, \o ift btefctte richtig. S)it)ibiert man btc 
©lieber ber erften $ßroportion burc^ bie entfpred^enben ©lieber 
ber jtoeiten, jo erl^ält man: 

4) *:|=V:H. esponent i : i = V 

S)ie SSert)äItniffe biefer abgeleiteten ^Proportion Iiaben ben 
gteid^en ©Eponentcn V; mitl^in ift auc^ bie 4) Proportion 
rid^tig. 

Stflfititng: "än^ jtoei ober mel^reren t)orgeIegten 
^Proportionen burd^ äRuItipIifation ober 2)it)ifion ber 
gleic^fteltigen ©lieber eine einzige ^Proportion ab^ 
leiten l^ei^t, ,,5proportionen jufamntenfe^en". 

Silbet man auiJ jtoei gegebenen Proportionen mit ben 
©Eponenten e^^ unb e^ burc^ SKuItipIifation eine britte, fo l^at 
bie je äufammengefe^te ^Proportion ben SEponenten e^- e^. 9Die 
aug benfelben ^Proportionen burd^ S)ioifion abgeleitete l^at ben 

Ssponenten -, bejto. -• 

@inb allgemein bie gleid^jeitig beftel^enben ^Proportionen: 

a : 6 =» c: d 
a^ : 6i = Ci : dl 

gegeben, fo ift: 1) aa^ : 66, = cq : dd^ 

9\ ^ ♦ 6 c ^ d 

SSetoeiS. 3laä) bem ^auptgejefee (§ 72) ergeben fid^ aus 
ben gegebenen ^Proportionen bie ©leic^ungen: 

3) ad = hc 

4) a^dj = 61^1. 

S)urd^ äßultiptifation öon 3) unb 4) entfte^t: 

ad ' a^d^ == hc * h^Ci, 

toetd^e $probuftengtei^ung fic^ mit ber abgeleiteten Proportion 
unter 1) bedEt. S)ie ©ioifion ber 3) ©tei^ung burd^ 4) liefert: 

ad hc 



«1 dl &i Cj 



(jufolge § 12,6) 
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nnb tiefe Cluotientengleic^ung ftiuimt mit ber $ßrobuIten= 
gtctd^ung ber $ßropQrtton unter 2) überetn. §ieraug ergtebt 
fid^ ber 

Sel^tfa^: SBenn man bie gleid^fteltigen ©Heber öon 
jtoci (ober mel^reren) ^Proportionen muttiplijiert ober 
btöibiert, fo ert)ält man eine ntnt rid^ttge ^Proportion. 

ßufotge biefeiJ ©ejefeeiJ fann man an^ ben ^Proportionen: 

a; : y = 5 : 8 unb £f : w = 4 : 15 

butc^ äRuItipHtation 

xz : yu — 20 : 120 = 1 : 6 unb 
ux:y0 ==^70: 32 jufammenfefeen. 

2) Äug ber Sfteil^e tjon ^Proportionen: 

1) A:B = f:g 

2) BiC^hiJc 

3) C:D = m:n 

4) D:E = p:q 

erl^ätt man burd^ SWuItipKfation öon: 

1) unb 2) A:C = fh:gJc 
1) m 3) Ä:D = fhm : ghn 
1) biiJ 4) A: E = fhmp : gJcnq . 

2)a baS »er^ättnig ^ : i? bem ^robuft ber »er^ältniffe: 

f:g, h:k, m:n unb p:q 

gteic§ tft, jo fagt man, A:E fei auiJ biefen SJerl^ättntffen 
jufammengefe^t. 

§ 76. ^ottlaitfenbe ^mpottiiinen. 

@inb ^Proportionen öon ber gorm gegeben, ba| bie ^inter^^ 
glieber mit ben f otgenben SSorbergüebern übereinftimmen, j. 83. : 

a : 6 = a^ : &! 
1) { 6 : c = 6i : q 
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\o tann man barau» auf biefclbc 2(rt toic öorl^in (§ 75, 2) 
ableiten: 





j a : 6 — Ol : 6i 




|a: Ol = 6: &! 


2) 


a : = «1 : Ci 


3) 


aiOi^-^^ c:Ci 




a : d SS a, : d^ 




a: a^ =d:di 



I)ie Proportionen unter 3) folgen aug 2) burc^ SSertaufd^ung 
ber Snnengüeber. Äug 3) folgt: 

4) a : ttj = 6 : 6i •=» c : Ci = d : e^ 

ober in SBruc^form: 

p\ a b c d 

S)ie ^Proportion unter 4) umfaßt bie fänttlid^en ^Proportionen 
unter 1) unb 2), foioie bie gteid^en Cluotienten unter 5). ©tc 
ift aug niel^reren gleiten SBerl^ältniffen jufanintengeje^t unb 
fül^rt ben SRanten forttaufenbe ^Proportion. 3n ber Siegel 
bebient man fic^ jur S)arftenung biefer ^Proportion folgenber 
fürjeren ©d^reibart: 

6) a : 6 : c : d = tti : 6i : Ci : dl , 

gelefen: a (oerl^ält fid^) ju 6 ju c ju d n)ie a^ ju b^ ju q 
ju dj. Sebe ©eite biejer $proportioni?art nennt man ein fort« 
laufenbeg SJerl^ältniS. 3)ie Sagten linfg oom ©leid^l^eitgjeid^en 
finb, wie bie Proportion unter 4) beutlid^ jeigt, bie SSorber^ 
gtieber, bie anbern bie §interglieber. Slug ber Sntfte^ung 
ber forttaufenben ^Proportion 6) bejto. aug 4) ergiebt fid^ j. 85.: 

a:c = a^: Ci ober 6 : d = ft^ : d^ , b. 1^.: 

1) Sel^tfa^: 3^^^ beliebige SSorbergUeber ter^ 
l^atten fi^ wie bie gleic^ftelligen ^interglieber. 

@8 ift ferner: 

a : & : c : d «= naj : w6i : nci : »dl , ■ in SBorten: 

2) Se^tfa^: 3ebe forttaufenbe ^Proportion bleibt 
rid^tig, wenn man fämtlid^e §interglieber (ober aud^ 
alle ^orberglieber) mit berfelben 3^^^ multiplijiert 
ober burd^ bie nämlid^e Qa^ bioibiert. (SSergl. §73,1.) 
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B § 76. f^ottlaufenbe Proportionen. 

I ®cr 4) Selirja^ § 74 gttt ani) für btc fortlaufcnbc 

f Proportion. SBir toollcn bicjc SBal^r^ctt jutiäd^ft an einem 

bcftimmten SSeifpiete nad^ioeifen- @8 fei bie Proportion: 

5 : 3 = 10 : 6 = 15 : 9, ©Eponent | 

ober 5 : 10 : 15 = 3 : 6 : 9 gegeben. . 

äWan l^at: 

5 + 10+15:3 + 6 + 9 = 5:3 

30:18 = 5:3. 

3ft attgemein bie f ortlauf enbe ^oportion: 

a : 6 : (j : d =x «1 : fti : Ol : dl 

gegeben, fo f einreibe man biefelbe in ber gorm unter 4) oben 
itnb f e|e ben ©Eponenten aia^^^t, f o entftel^en f olgenbe 
©leid^ungen: 

a ^=' a^ • t 

b = bi't 

c^ • t 

ß '^^ dl * t. 



1) 



SSerbinbet man biefetben burd^ +, fo entfielet: 

2) a + b + c + d = (ai + bi + Ci±di)'t, 

fotglid^: 

3) a + 6 + c + d : a^ + 6i + Cj + c?! = ^ = a : tti , 

h. ^.: 

3) Sel^tfa^: 3n jieber forttaufenben ^Proportion 
öerpit fid^ bie Summe alter SSorbergtieber jur 
Summe fämtlid^er |)interglieber loie ein SSorber= 
glieb ju feinem §intergtieb. 

Sn ber oorftel^enben gormet fönnen bie SSorjeic^en beliebig 
getoäl^It »erben, toenn man nur bead^tet, ba| bie gteid^ftettigen 
©lieber bagfelbe SJorgeid^en erl^alten. I)ie ^Proportion bteibt 
aud^ rid^tig, loenn man bie entfpred^enben ©lieber mit ber- 
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jclben QafjH tnttttipltjiert. (SKan öcrgleic^c § 74, 4) ßcl^rfafeO 
Singcmcin ift: 

na i m6 :i:pc ±qd a 

noj + m&i il?Ci i qd^ a^ 

3u{a^: ©ittb beliebig öiete gteid^e Srüd^e gegeben, \o §at 
ein SSrud^; beffen 3äI|Icr gleich ber ©umnte ber Q&\)Ux nnb 
beffen Sienner ber ©untme ber 3lenner jener Srüd^e gleich ift, 
ben SBert eineg gegebenen SBmd^eiJ. ©o ift j. 85.: 



3 

4 



6 
8 



12 



16 

20 



3+6 + 9 + 15 



33 
44 



3 

4 



4 + 8 + 12 + 20 

^nmetlung. gut bie ^uflöfung ber 83efttminungi}gleid^ungen 
merle man fid^ bie anf^ bet $ro))ortton: 

a : b : c : d ^^ a^ : b^ : Ci : d^ 

fofort l^ert)orge]^enben ©leid^ungen unter i): a =» Oj • t, u. f. m. So 
ergiebt fid^ }. ^. oud ber Proportion x : y : z ^ a :b : c bireft: 

X = a ' t, y BM b ' t unb jj = c • < . 



§ 77. eilbung fottlaitfenbet ^rotiottionen. 

Aufgabe: 3)ie forttanfenbe ^Proportion gwif^en 
n 3^^^^^ i^ bilben, toenn n — 1 öoneinanber unab^: 
gängige ^Proportionen gegeben finb. 

Seifpiel 1): @g feien jttjijd^en ben 6 Slngbrüden a, b, 
c, d, e nnb f bie folgenben Proportionen gegeben: 



1) 


a : d = 4 : 5 


2) 


/*: e — 3 : 8 


3) 


b:c = 2:3 


4) 


d:f=l:A 


5) 


€:b = 8:b 



S)a feine ber öotftel^enben ^Proportionen anS anbern abgeleitet 
»erben fann, fo l^ei^en fie nnab^ngig öoneinanber. Um 
bie gefnd^te ^Proportion jn ermatten, fefee ntan nad^ § 75 aug 
ben gegebenen ^Proportionen jnnä^ft folc^e jujtantmen, in 
toeld^en bag SSer^ältnig einer (Srö^e jn aßen übrigen öor- 
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lontmt. aWan bilbc j. 83. junäd^ft 5 ^roportioncti mit je 
einem bcr SScrl^ältniffc 

a:h, a:Cf a:d, a:e unb a:f. 

1) a : d = 4 : 5 

4) d:f= 7: 4 
II) a:/*= 7: 5. 

2) f:e = 3: 8 

III) a: e«=21:40. 

5) c : 6 = 8 : 5 

IV) a:6 = 21:25. 

3) 6 : c = 2 : 3 

V) a: c = 14:25. 

9lutt ftcDen hjir bic unter I) big V) ftcl^enbcn Proportionen 
jufammen: 

a : 6 = 21 : 25 

a : c = 14 : 25 

a : d«: 4: 5 

a : e = 21 : 40 

a:f== 7: 5. 

SKad^t man bur^ SWuItipKfation mit geeigneten gaftoren bie 
aSorberglicber rec^tiJ gleid^ (§ 73, 1) ficl^rja^ a), fo entfielet: 

a : 6 = 84 : 100 
a : c = 84 : 150 
a : d = 84 : 105 
a : e = 84 : 160 
a:f=84t: 60. 

§ieraug crgiebt fic^ bie fortfaufenbe ^Proportion: 

a : 6 : : d : c : /*= 84 : 100 : 150 : 105 : 160 : 60. 

93eifpiel 2): ©egeben feien bie ^Proportionen: 
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Vierter Kbfc^nitt. Ser^ältntffe unb ^ro^orhonen. 



1) a:b = l: 2 

2) c:e = 3: 4 

3) h:f=5: 6 

4) f:e = 3: 8 

5) rf:c=7:12. 

Änbcrcä Serfal^rcn: SRan brüde bic n gegebenen 
®rö^en burc^ eine beliebige betfelben, j. 93. a, and. ^ejeic^net 
man bie gefn(i^ten Soeffijienten mit js, g^, z^ n. \. to., fo finb 
l^ier folgenbe ©leid^nngen jn bilben: 



e = e^' a, 



/*= z^ ' a. 



@8 ift jnfolge Proportion: 



1) 



3) 
4) 
2) 
5) 



« = 1 
6 = 2 

/• = * 



a 



flf 



2 . a = V « 

S(nd t)orfte]^enben ®Ieid^nngen ergiebt fid^ al% bie gefuc^te 
f ortlanf enbe Proportion : 

a:6:(j:d:e:/'=l:2: V : V* V * V- 

Ober, toenn man alle ^nterglieber mit 5 mnltiptijiert 
(2. Sel^rjafe): 

a : ft : c : d : c : /• = 5 : 10 : 24 : 14 : 32 : 12 . 

SSeim praftifd^en SRed^nen fann man bieS Serfal^ren in 
folgenber für^eren SBeije antoenben. 2Wan fc^reibe bie Sind- 
brüde, wet^e bie SSorbergtieber ber gefn^ten Proportion bilben, 
nebeneinanber, fefec fiber ben Snc^ftaben, mit toetd^em bie übrigen 
öergtic^en »erben fotten, j. 35. über a eine SJerljättiriSjal^t, 
ettoa 1; bitbe mt öorl^in bie SSerl^ättniSjal^Ien ber anbem 
aSnd^ftaben mit SSejie^nng anf a (im Sopfe) nnb jefee bie 
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erl^altenen äBerte über bie bejüglid^en ®rö|en. 3^^ Erläuterung 
mögen folgcnbe SBeifpiele bienen. 

SBeifptel 3): ©egcben fei: 





x: e •=> 4: 5 






y:t) = 8: 7 






«:u — 3: 2 






»:»•=■ 7 : 12 . 




Sluftöjung: 






1 


*• i * 


A 


«/ 


y, 0, M, 


v. 


x-.yxz 


: M : V •=" 1 : 1 : 1 ; 


' T ♦ TT* 



©ämtttd^e ^tnterglieber mit 12 ntultipüjiert, liefert: 

a; : y : : w : t; = 12 : 8 : 15 : 10 : 7 . 

SBeifpiel 4): ©egeben: 





o : c -. 12 : 7 








f:g= 5:9 
d:&= 16:5 






• 


ö^ : c = 18 : 7 
d:f= 8:5. 






Sluflöfung: 








1 

«/ 
Proportion : 


ft, c, rf, 




1 

9 



a : 6 : c : rf : /*: 5^ = 12 : 5 : 7 : 16 : 10 : 18 . 

§ 78. ^artiiouif^e ^totiottioneu. 

<Erflaniug: SBenn brei öerfc^iebene ^a))U^ a>b>c 
bie Sigenfd^aft erfütten, ba§ bie S)ifferen5 ber erften 
unb jtoeitcn \xä) jur 2)ifferenj ber jtoeiten unb britten 
öerl^ält toie bie erfte jur britten 3^^^/ f^ f^S* ^^^^ 
bie gegebenen 3^^^^^ fte^en in ^^l^atmonif^et ^to^ 

©d^üUer, «tit^tnetif. 15 
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©0 j. JB. bilben bic galten 12, 12 unb 10 bic ^ax^ 
monifd^e Proportion: 

15 — 12:12—10 = 15:10. 

gcmcr ^ei|en btc 3^^^^^ 30, 24 unb 20 ^rmonifd^ pro- 
portional, tt^eil: 

30 — 24 : 24 — 20 — 30 : 20. 

allgemein bilben bie S^^^en a, 6, c eine l^annonifc^e ^ßro^ 
Portion, loenn: 

a — h:h — c = a:c. 

9Ran nennt bie d^^^d^^^^^ ^ ^^ „mittlere l^armonifd^e 
^Proportionale" ober baiJ „l^armonifd^e SRittet" ber 
galten a unb c. 2)ie 5ßroportion: 

a — x: X — 6 = a:6 

^ei^t eine ftetige l^armonifd^e }ioifd^en a, x unb b unb x ift 
bad ^armonifd^e 9)httel t)on a unb &. S)iefe ^roportioni^art 
fül^rt ben 9lamen ^armonifd^e, biegen ber SBejiel^ung il^rer 
galten jur Harmonie ber mufifaKfc^en Xöne. ®ie @aitett= 
längen, toelc^e bie Xöne be8 ÄHorbe«: ©runbton, Keine S^erg, 
Duinte unb Dftaöe ^ertjorbringen, fielen in bem SJer^ältniffe 
1 * i * i • i ; mitl^in bilben bie ©aitenidngen ber Xöne be§ 
S)urbreif lang« bag SJer^ältnig 1 : | : | , »eld^e^ mit bem SBer^ 
^ättnia obiger ßal^ten, nomlid^ 15 : 12 : 10, gleid^wertig ift 
gemer ift bag geometrifd^e Serl^öltnia 6:4:3 mit bem SSer^^ 
l^öltnii^ ber ©aitenlängen für bie (Srjeugung ^on @runbton, 
Meine Xerj unb DItatje übereinftimmenb. SBenn man in einer 
^armonijd^en ^Proportion bie ©lieber beS jtoeiten SJerl^ältniffeS 
öertaufc^t, fo l^ei^t bieje ^Proportion eine fontral^armonifd^e, 

i- ®'» a — 6:6 — c = c:a. 

SSilbung beg l^armonifc^en SRitteU. Um bag l^ar- 
monijd^e äRittel jn^eier ßa^Ien a unb 6 burd^ SÜe^nung ju 
finben, bilbe man bie ftetige ^Proportion: 

a — x: X — 6 = a:6. 

^ieraug folgt na(i^ bem §auptgefe§ (§ 72) bie ^probuften^ 
glei(^ung: 
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(a — x)^ -a (a; — h)a ober 

ab — hx ^^ ax — ah\ 

x(a — 6) «=s 2a6; 

mithin: 2 ab 

X = — T-f- , in SBortcn: 

1) Sel^rfa^: ^a^ ]^armonif(^e SDZittel jtoeter 3^^^^^ 
a uttb ft ift glcid^ bcm boppcitcn 5ßrobuft bcibcr ßal^Icn 
biöibicrt burc§ il^rc ©uuimc. 

?lu8 bcr ©Icid^ung a? = ^-rrs ^^ff^^ ^^^ ^^^* ^^^ t^t 
gctibcn ableiten: 

oj ah 2 a + ft 

2 "^ a + &' X 2a6~' 

?«=! + ! i„ifi + l) 

ober in gebräu^Ii^erer gortn: 

==» r, b. b.: 

a X X 0' ^ 

2) Sel^tfa^: 2)er umgete^rte SSSert beS ^artnonifd^en 
SRittcU jttjeier ßal^Ien a unb 6 ift gleid^ betn arit^« 
metifd^en SKittel ber reciprofett SBerte biejer beiben 
Sohlen. 

3ufa^: S)ai^ geometrifd^e SFKttel ber 3^^^^^ ^ ^^^ ^ ^ft 
bic mittlere geometrifd^e ^proportionale jwifd^en bent arit^« 
metifd^en unb bem l^armonijc^en SKittel berfelben ^a%\tn. 

S)ie 2fi^^tn a, b unb c [teilen 
in arit^metifd^er Proportion, toenn: 

a — 6 = 6 — c, 

in geometrifd^er ^Proportion, loenn: 

a — b :b — c = a:b , 
in l^armonifc^er ^Proportion, loenn: 

a — b:b — c =^ aic ift. 

16* 
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iBt\d^id^tU6^t JBemetlnng. SHe brti 9rten fteti^tt^^porixonm, 
der aritl^ettfd^n, geometrifc^en unb l^armonifd^, »aren \d^on in brr 
@(^nle ber ^^t^agoreer befannt, in toüäftt bie Proportionen überhaupt 
eine l^erborragenbe Stolle fpielten. Der ^t^oreer %x6^^tai oon 
S^arent fprtd^t anftbrftcfli«^ bom arit^metifi^, geometrifd^en unb ^or» 
ntonifc^en 9htte(, unb er erfUrt bie beiben erfleren in ber l^ente übli^tn 
SBeife. 2)ann fd^rt er fort: 3n einem ^amtonifc^en ISerl^Itniffe überfieigt 

ba9 erfle (Blieb a baS ^toeite b um benfelben Xeil feiner felb^, -, mie 

biefed mittlere (Blieb baft britte c um benfelben S^etl bed letzteren, alfo 

um - • 3n fieid^en: Die 3^^ ^ iß l^armonif^eS SRittel ^mifd^en a 

unb c, n^enn: 

1) a — b + - unb 2) b =. c + - . 

9lud biefen beiben (Bleic^ungen lann man bie l^armonif^e Proportion 
iUiif^en a, b unb c leicht ableiten. Vtan ^at nftmlii^ aud: 

1) : a — b B a : fi unb au9 2) : b ^ e »^ c : n. 

Dur 4 Dibifton biefer (Gleichungen entfte^t: 

a — b : b — c ^^ a : c . 
Die Proportion: 

a:l±l-J^:b (j. ». 6:9-8:12) 
2 a + ^ 

loar nad^ Vnfi^t bed $i)tl^agora8 bie bollfommenfte unb fte n^urbe bie 
,,mufi!alifd^e Proportion" genannt ^aä^ Samblic^ui» („Iniro- 
ductio in Nikomachi arithmeücam*', t9[rn]^eim 1688) ift bie mufLlalifc^e 
Proportion in SSab^lon erfunben unb bon ^^tl^agorod ben (Griechen über- 
mittelt n^orben, ma8 aber natilrlic^ menig glaublich ift. 

2(tutinilinits itx ^x^nxtimBltfixt mf ixt bfirgfrlu^m 

H^i^nunssatttti« 

§ 79. Cinfjil^tttttg in bie Htttiitnbiiiig ber Ißtnpotiimtn attf 

®rB§ett. 

1) 2)ie öor^crgcl^cnbett ße^rfä^e über geomctrifd^e ^ro- 
Portionen gelten junä^ft für ^Proportionen auiJ reinen ßal^Ieit. 
SBir wollen nun bie »id^tigften ?lntoenbungen ber ^Proportionen 
in ber aUgenteinen ©rö^enlel^re bel^anbeln. 3n ber Sinleitnng 
ift unter 1) bereit» bie ®rö|e erflärt »orben. QvL^vÜQt biejer 
SJefinition fönnen aDe ®rö§en gemeffen unb burd^ benannte 



§ 79. (Sinfül^rung in bte SCnmenbung bei Proportionen auf ®rö^en. 229 

ßal^Ien auiJgcbrüdt »erben. @ine benannte Qa% j. 83. 5 m, 
umfoBt gmei ©tfide, näntlid^ bie SÄa^einl^eit, toomit bicfelbe 
gemeffen ift nnb bie reine 3^1)1, bie SWa^ja^I, »etd^e ba^ 
©rgebni^ ber äßeffung bejeid^net (§ 65). Um ftetige ®rö§en 
überl^anpt, j. 35. Sftaum«, S^exU, Äraft^ unb SWaffengrö^en, ben 
aritl^metif^en ©ejefeen nnterwerfen jn fönnen, ift öor aüem 
nötig, bie ©röfeen burd^ benannte ßaliten gu begeid^nen. @o 
mn^ man g. S3. fiinien bnrc^ äSielfad^e eineiS fiängenmagei^, 
glasen bnrd^ SSielfad^e einer gläd^enein^eit an^brüden. 3n 
btn folgenben Erörterungen brüden bie Keinen lateinijd^en 
aSuc^ftaben reine Qa^Un aug, wäl^renb bie großen aSudj^ 
ftoben -4, B u. f. to. ©rö^en barftetten. 

®rö§en l^ei^en g I ei d^ ortig, toenn fie entweber f^on 
burd^ biefetbe SWa^einl^eit gemeffen finb, ober fid^ auf gleid^e 
aSenennnng gurüdCfül^ren laffen. 3m erfteren galle »erben bie 
@rögen auc^ ^äufig gleid^benannte ober gleid^namige ge- 
nannt. ©o g. 85. finb bie ä^^tfli^ö^en 3 Saläre unb 60 SRonate, 
bie aJiüngen 10 J( unb 8 grS. gleichartige, 4:J( unb 10 J( 
finb aud^ gleid^namige ©rö^en. 

®ntnbge{e^: Um ba^ geometrifd^e 8Ser^äItnii^ gtt^eier 
gleid^artigen Orö^en gu finben, mi|t man beibe burc^ 
ein gemeinfameS 9Ka|. 3)ie @rö|en öerl^alten jid^ olg^ 
bann wie il^re gteic^ndmigen äRa^gal^ten. 

Sft g. S. bie gtäd^eneinl^eit l qcm in bem SRed^ted B^ 
amai, in bem JRec^ted R2 braal enttialten, otfo: 

JB^ s= a • 1 qcm unb B^^^b 1 qcm , 

fo muß: JRi : JBg = ö; : 6 

fein. 9Äifet man gloei gleid^artige ®rö|en Ä unb B burd^ 
biefelbe Sinl^eit E unb erl^ätt: 

J. = w-jE? unb B^=m'E, 

jto ift fteti^: A:B = n' Eim- E = m:n. 

I)ag geometrifc^e 8Ser{|äItnig gweier gleid^artigen 
®rö§en Ä unb B ift bemnac^ baS SrgebniiJ il^rer aSer- 
gleid^ung mitteU ber gleichnamigen 3Ka|ga]^Ien ber 
®rö|en. (8Sergteid^e § 69.) S)er SBert biejeg 8Ser]^ättniffeg 



230 



IBierter K6f(6ititt. Serl^ältniffe unb Proportionen. 



gfig. 86. 



bleibt für aQe äKoBeinl^eiten ber ®rögen berfetbe, mit anberen 
Sßorten: bad SBerl^ältnid jtoeier ©rögen ift üon ber getoal^Iten 
aiilaBeinl^eit burd^aud unabl^ängig. 9Ummt man j. S3. bie ^a^^ 
cinl^cit Ei^^qE, jo ift im tjorigen SBeifpiel: 

J. — ng£? unb B = wg^; 
folglich: 

Ä: B ^=^ nqE : mg£? »= ng' : m j = w : m (§ 69). 

2) 3rrationaIe SScrl^ältniffe. Sig je|t l^obcn wir 
üoraui^gefe^t, bog bie iDlagjal^Ien jtoeier gleid^artigen ©rö^en 
fic^ ftetd burc^ eine ber und bii^ je|t betannten Qa^l^oxmtn, 
nämtid^ ber ganjen natürlichen Qaijii ober einen gen^ö^nli^en 
ober ^einteiligen S3ruc^ angeben laffen. 3n ber 9laumle^re 
fommen aber l^äufig ©röfeen öor, toeld^e burd^ bie SWeffung 
feine biefer S^^^f*^!^^^ ^^^ SRa^jal^I ergeben. ®in einfad^eS 
Seifpiel für bai^ JBorl^anbenfein fold^er ©röfeen bietet unter 

ben ©treden bie geometrische SJcr- 
^ gleid^ung ber diagonale eine^ 
Duabratei^ mit feiner @eite. Wtau 
finbet bie SWafejal^I ber 3)iagonaIe 
inbejug auf eine Duabratfcite arit^- 
metifd^ auf folgenbem einfad^en 
äSege. 3laäf bem p^tl^agoreifc^en 
Sel^rfafte ift: 

BD" = 2 11?; mithin 

BD = Y2AB ober 

ÄB:BD=l:y2. 

SBenbet man l^ier jur ©rmittelung ber SRaBja^I für bie 2)ia* 
gonale inbejug auf baö SKafe AB bag in § 65 unter 4) 
erläuterte SSerfal^ren an, \o bleibt ftetg ein Sieft übrig, man 
mag bie SReffung mittete Slbtragen fo lange fortfefeen, aU man 
'toiC. a»it^in fann bie @trec!e AD toeber burc^ AB felbft 
nod^ burc^ einen Sru^teil beö SKafee« genau mepar fein. 
Sielet man aug 2 bie Duabratttjurjet, fo erhält man einen 
unenbtic^en unperiobifd^en S)ejimalbrud^ 1,4142 , toeld^en 
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man Srrationaljal^l*) nennt. 3ft bie SKafejal^I einer 
©röfee A tnbejug auf eine anbete B eine 3trationaIjal^I, jo 
nennt man bai^ SSerl^ältnii^ ber @rö^en ein irrationale^ unb 
bie ©röfeen jettft infommenfurabte. dagegen l^eifeen bie 
%xil^txif n?etd^e ganje ober SSrud^-Bal^ten atö SDZa^)a^(en ^aben, 
lommenfurable ©röfeen, unb il^r SSerl^ältnii^ ttjirb ein ratio- 
nateg gcnonnt. 3)a aud^ infommenjuroble ®rö§en eine JBer= 
gleid^ung forbem unb bie arit^metifd^en Segriffe mögtid^ft all- 
gemeine ©eltung verlangen, fo muffen ttjir nun bcn Segriff 
„SSerl^ättnig" erweitern unb il^n auf infommenfurable ©rö^en 
aui^bel^nen. Qu bcm @nbe crfefet man bie SBurjelf orm ber SRa^* 
jal^t burd^ eine numerifd^c ßal^I, meift in S^rm eineö S)ejimal= 
brud^e«; ber bem ttjal^ren SBertc ber Srrationaljal^I fo nal^e 
ftegt, ba§ ber ^t\^tXf oS.1 öerfd^winbenb Hein, gleid^ SRuII be= 
trad^tet werben tann. SDZan tann nämlic^ jebe 3rrationa(ial^I 
in jtoei ©reujen einfd^Iie§en, bie gef^Ioffene Srüd^e barftetten, 
unb biefe ©renjen beliebig nal^e aneinanber rildfen, fo ba§ bie 
SDifferenj ber ©renjtoerte immer Weiner wirb unb fic^ unauf- 
^örlid^ ber SKutt nähert, ©o liegt j. 85. ber SBert üon y^ 
itoifd^en 1;41421 • • • unb 1,41422 , wcld^e ®ren jWerte nur um 

j^g-^ abwcid^en, unb e« xciM% bag SSer^ältniS 1 : )/2 üon 

jeber berfelben um weniger ate 0,00001 öerfd^ieben fein; bal^er 

fe^t man l/2 = 1,41421 ®a bie Se^rfä^e ber ?lrit^= 

meti! allgemeine ©filtigfeit l^aben, fo unterliegen bie irra:: 
tiotialen SSerl^ältniffe allen ®efe|en über rationale SSer- 
l^ältniffe. SRan fc^t irrationale SSer^ältniffe gleid^, wenn fie 
ftetg jwifd^en benfelben ©renken liegen. 

3) SBenn jwci gleichartige ©röfeen Ä unb B in einer 
fold^ett SBejie^ng ju einanber ftel^en, ba§ baiS wfad^e ber einen 
bcm mfad^en ber anbern gleid^, alfo An^=Bm ift, fo beftel^t 
bie ^roportton: A\B = m\n, 

f j. 85. folgt aus \^txi SBertgleid^ungen 4 «^ = 5 grg. unb 
Ihl^^D^m: 

*) %vt irrotionalcn Saluten lomntcn befonbcrS in ber SBnrjelred^nung 
toor. 9lä]^erei» über biefe Sagten bringt ber fed^fte ^bfd^nitt. 
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lc^:igfrS. —5:4, 
lhl:lD]^m = 8:ll. 

ätoifc^cn ©röfectt fönncn brci Arten öon cinfad^cn $ro= 
porttonen befleißen: 

a) bie ©lieber eineg SSerl^ältniffeS finb gleid^= 
benannte, bie beS anbern reine Qa\iUn, j. S.: 

akg : bkg «s c i^;, 

b) fänttlid^e ©lieber ber ?ßroportton l^aben gleid^e 
Senennung, j. 33.: 

a qm : 6 qm = c qm : x qm . 

c) bie ©lieber je eineg SSerl^ältniffeg finb gleid^^ 
namig, j. 83.: 

ahl : fehl = Cc/^ \xJC. 

Sine ^Proportion, beren ©Heber fämttid^ ©rö^en (benannte 
Saluten) finb, ffil^rt ben Flamen „©rö^enprop ortton". 9la(^ 
§ 75 fann jebe ©rö^enproportion burcö bie S^l^fenproportion 
oui^ ben gteid^namigen äRagjal^Ien \t jmeier g(ei^artigen 
®riJ§en erfefet ttjerben. ©teilen jtoei ©röfeen A unb A^ im 
SSerl^ältnif je a : 6 , unb jjerl^alten fic^ äwei anbere B unb B^ 
tt)ie «1:6,^ fo bilbct man unter ber S3ebingung, bafe beibe 
SSerl^ältniffe gleid^ finb, bie attgemeine ©röfeenproportion: 

1) A\A^^B\B^, 
ttjeld^e fic^ mit: 

2) a : 6 = fli : 6i 

ööQig bedt; bentf ba§ geometrif^e SSerl^öUni^ jttjeier gteid^- 
artigen ©röfeen ift ftetg bem SSerl^öItniffe il^rer gleid^namigen 
äRafoal^Ien gleid^ (§ 79, 1). SSerftel^t man unter ber ©rö^en- 
Proportion unter 1) bie reine S^^^^^^öportion unter 2), jo 
finben natürlich aDe ©efefee über 3ö^I^"P^*>portionen auf 1) 
Slntoenbung. 3m praftifd^en 9fled^nen toirb man in allen brei 
eben unterfd^iebenen gätfen burd^gängig bie reine ^^txa^x^- 
Portion jum Operieren benu^en. SOSiQ man bie allgemeine 
©rö^enproportion ben ©efe^en über Sß^I^tiproportionen unter* 
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TDerfen, fo mu^ man fic^ ftatt ber ®rögen bie iDla^jatilen ber^ 
fcIbcTt bcnfcn- Auf bie ©rö^enproportion felbft fann baS §aupfc 
gefe| § 76 triebt angetoenbet n?erben, mü ^robufte aui^ @rögen 
arit^mctifd^ unjuläfftg ftnb. Änberc ßc]^rjä|c über SaJ^Ien- 
Proportionen l^abcn nur für fold^c ©rö^enproportionen ©eftung, 
beten ©lieber fämttic^ gleichartig ftnb. ®o ift j. S3. bie aui^ 
ber ri^tigen ^Proportion: 

5m:12m = 10JC:24JC 
abgeleitete: 

bmilOJC ^ 12m :24t J( 

ungereimt, weil SSertiältniffe jtoifc^en ungleid^artigen ®rö§en 
feinen Sinn ^abcn. 

§ 80. f^ortfei^ung: geratieS unt umgefelrteS 8erp{tnt9. 

©teilen jttjei ungleichartige üeränberlid^e ®riJ§en A unb B 
in einer fold^en S3ejiel^ung ju einanber, ba§ mit einer Änberung 
(SBa^fen, Slbnel^men) ber einen ®rö§e gleid^geitig eine Änberung 
ber anbern ®rö§e üerlnüpft ift, fo fogt man: bie ®rö§en 
finb abl^ängig üoncinanber. ®o j. 8. finb ©ewid^te üon 
S33aren unb bie juget)örigen ?ßreife, Gräfte unb SBirfungen üon= 
einanber abl^ängige ®rö§en. 3)ie Äbl^ängigfeit jweier öerönber:» 
lid^cn ®rö§en fann eine öielfac^e fein. SBenn eine SKuItipIis 
fation ober Diüifion ber einen ©röfee Ä bicfelbe aritl^metifc^e 
SSeränberung ber anbern B bebingt, fo ftel^en bie ®rö§en in 
gerabem ober bireftem SSer^ältniffe. SBirb au^ B bie 
®rö§e Bi = n' B, tüenn Ä in Ai = n- Ä übergel^t , f o 
befte^t bie ^Proportion: 

A:A^^B:B^ j. ».: 3m : 8m = 6c/^ : 16c/^, 

toofür man au^ fd^reiben fann: 

A : nA = B : nB ober J. : - «=» 5 : -• 

n n 

§at l^ingegen eine SRuttipüfation üon A mit einer Qaf)! n 
bie Diüifion ber ®rö§e B bnxä) n jur fjolge, fo fagt man: 
bie ©röfeen ftel^en im umgefe^rten ober inbireften SSer- 
pttniffe. SBenn j. 8. 2 ?lrbeiter einen Ädfer üon beftimmter 
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®xb%t in 3 Xagen umgraben; fo mü^te 1 S(r6eiter ju bem» 
fetben SBerte 2 • 3 Xage braud^en. Stellt eine ©rögenart £ 
unb j^i jtt einer anbem ^ unb A^ im umgetel^rten SBerl^ältniiS, 
fo f)at man bie Proportion: 

^ : ^1 = :Bi : 5 

ober -4 : -4i = j : -g- • 

3n beiben t^äQen l^eigen A unb £ proportionale ®xö^tn, 
unb {toar im erften t^aQe gerabe (bireft), im jn>eiten bagegen 
umgefel^rt (inbireft) proportional, 

A) ©rö^eU; bie in gerdbem SSerl^&ttniffe iu einanbet 

[teilen, finb: 

1) bad ®emid^t einer SBare unb il^r $reii^; 

2) bie «njal^I ber ©tttde unb ber $reii^ einei^ ©tadeS; 

3) ^&i)t ber (Einlage (Kapital) unb Anteil am ©etoinne; 

4) @(efc^n)inbigfeit unb burd^taufener äBeg; 

5) bie Snl^atte üon gl&^en unb Körpern bei gleid^er 
©runbfeite, bejttj. ©runbfläc^e unb üerfd^iebenen ©öl^en; 

6) bie ?lnäa^I ber Strbeiter unb bie Seiftungen; 

7) bie Slnjal^I ber Arbeiter unb ber Arbeitslohn; 

8) arbeitSjeit unb SlrbeitSlol^n; 

9) Sapitat unb ßinfen; Si^^fi^B ^^^ Qi^\^^i 3^it unb 
Sinfen; 

10) allgemein: bie 3ntenfität einer Äraft unb il^re SBirlungen; 
bie ßeitbauer einer wirfenben Sraft unb bie ®rö§e ber 
SBirlung. 

B) 3u ben ©röfeen, bie umgefel^rt proportional finb, 

gel^ören: 

1) bie Slnjal^I ber ?lrbeiter unb bie ju einem beftimmten 
SBerf erforberlid^e Slrbeit^äeit ; 

2) bie Slngal^I ber SJerjel^rer unb bie ßeit, in welcher ein 
beftimmter SSorrat üerbrauc^t wirb; 

3) bie Slnjal^I ber SSerje^rer unb bie Quantität für iebe 
5ßerfon bei einer beftimmten SWenge Sebeni^mittel; 
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4) @etreibepreii^ unb &tmd)t eined immer in bemfetben 
greife bleibenben SSadroerfö; 

5) bie Slnjol^t ber ^teibungi^ftüde unb bie für ba^ einzelne 
©tüd ju öcrwcnbcnbe ©toff menge; 

6) ©runbfeite unb |)ö]^e wn Parallelogrammen unb S)reis 
eden bei gteid^ großen f^ldc^enräumen; 

7) Äapitat unb Seit, ftapital unb SinSfufe, 3eit unb 3in«* 
fu§ bei gleichen ßinfen; 

8) ber S)it)ijor unb ber Quotient; 

9) ber Umfang einei^ iRabei^ unb bie Slnjal^t ber Umläufe 
bei glei^cr SBegftrede; 

10) bie ©cfd^ttjinbigfcit eineg bewegten Äörper^ unb bie ßeit 
bei gleid^cr Sntfernung. 

©eim 2lnfc|en einer ?ßro^)ortion mu§ ber 9fleci^ner teurieiUn, 
ob bie in einer Slufgobe öorfommenben ©röfeen gerabe ober um* 
gefeiert pro<)ortional finb. 3)ie 2lrt bt^ JBerl^ältniffeg erfennt 
man leidet burd^ bie ?ßrfifung mittete ber 9lebetoenbungen je 
me^r — befto mel^r (gerabe); je me^r — befto weniger, zc. 
(umgefel^rteg SSerl^ältniS); folgt auf beibe SBinbewörter eine 
Steigerung, fo ftel^en bie ®rö§en in gerabem JBerl^ältniS, 
in icbem anbem gaUe liegt -ein umgefel^rteg JBerJ^öItniö üor. 

Slntoenbung ber ^Proportionen auf ?lufgaben ber 

Siegel be tri. 

@inb jwei ungleid^artige, üeränberlid^e ©röfeen Ä unb B 
proportional, unb gel^t eine berjelben in eine größere ober 
Heinere (berfelben Slrt) über, fo !ann man bie ©röfee x bc« 
red^nen, in welche bie anbere übergel^en mufe. Slufgaben biejer 
Art finb bie aus bem Slcd^nen befannten Aufgaben ber Siegel 
be tri ober beg S)reifa^eg.*) 

Seifpiel 1): ©in Arbeiter tjerbient in a = 16 logen fo 
öiel ate ein anberer in 6 =^ 20 lagen. SQSenn nun ber SSer* 
bienft beg erfteren ttjöc^entlic^ c^löJC beträgt, tocld^eg ift 
bann ber SBod^enlol^n beS lefeteren? 

*) $on neueren Sled^enlel^rern mit SSorltebe „bie einfädle ^d^Iug^ 
xed^nung" genannt. 
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Auflösung: Die Seiftungen ber Strbeiter unb nritl^in aviäf 
il^re Söl^ne üetl^atten fid^ bei gleichen S^ten untgelel^tt tok 
bie @rö^n 16 Xage unb 20 Zage, ^an f)at ba^er Me 
®x'6^zxOfxopoxüon: 

20 % : 16 Ig. ^lbJ( : xJC. 
^ierau« folgt: 20 : 16 -= 15 : a;, 

mithin: ^ = .^l^^^ == i2(.^). 

»eijpiel 2): SBenn 17cbm ©irfen^olä fo üiel $i|!raft 
atd 20cbm SSuc^enl^otj l^aben unb Icbm S3irfenl^oIj 9,50«^ 
foftet, ttjie üiel ift bann 1 cbm öud^enl^olj wert? 

Äuflöfung: Äu« ber erften Angabe ber Aufgabe folgt, 
ba6 bie ©ifelraft beg Sirfenl^oläei^ fic^ jur §ife!raft bei^ Suchen- 
l^olieg mie 20 : 1 7 tierl^ätt. SDZan l^at a(f o bie Proportion: 

20: 17 = 9,50c/^:a?c/^, 
mithin: ^ = 1.1;^ ?i5? = 7,175 (c^). 

Seifpiel 3): SBenn ein SWaurer bei gleid^em gleite bei 
gunbamentntauem täglid^ 500, bei ®ett)ötbeniauem bagegen 
nur 320 Steine legt, unb 1 cbm beS erften äRauenoerf § 2 JC 
an Slrbeitölol^n fontmt, ttjag foftet bann 1 cbm ©ewölbemauet? 

Sluf löf ung: 500 : 320 = a; : 2 . 

§ 81. Sttfammengefei^te 8et|ältni{fe. 

1) S3egriff. 3)ie Snl^alte jttjeier Slec^tecfe öerl^alten fic§ 
in einer ©infid^t wie i^re ®runbfeiten unb in einer anbem wie 
il^re §öt(en. Angenommen, ein SRed^ted B l^abe eine ®runb^ 
feite üon ö'-=3cm unb eine $ö^e Don Ä = 2cm; bie Äuä- 
bel^nungen eined anbem SRe^tedtg B^ feien ^j «= 7 cm unb 
*! = 5 cm . ?lli^bann üerl^ält fid^ : 

B : iJi in einer SSejiel^ung wie 2:7, allgemein wie g\g^, 

in einer anbem SBejiel^ung wie 3:5, aDgeniein wie l^\ly 



§ 81. Sufantmenge^ette Serl^ältniffe. 237 

J)ie SBcrtc bcr ©röfeen B unb R^ finb atfo öon jwci anbcrn 
©rö^cn, bejttj. öon ben SKaljal^Ien berfclbeii; abl^ängig. SRan 
jagt ba^cr: ha& »er^ältnig 12 : JRi [te^t mit ben ®rö§cn G unb 
(?!, ff unb -Hl (ben ©runbfeiten unb §öl^en) im jufammen- 
gefeiten »cr^ältniffe. 

Um ben SBert be« SSerl^äaniffeg EtE^ bmä) 9led^nung 
iu finbeu; jeid^ne man ein $)iIfgred^tedE B^, bag mit B in ber 
$öl^e, unb mit B^ in ber ©runbfeite übereinftimmt. 9flec^tecle 
öon gleicher ©runbfcite ($ö^e) öerl^alten fid^ wie il^re ^öl^en 
(@runbfeiten); unb man l^at ballet folgenbe ^Proportionen: 

JR :JR2 = 3:7 
i?2 : i^i = 2 : 5 



mttl^in: 


E 


:R, 


— ?,■ 


• 3: 


b- 


'7; 


oKgemeiit: 


B 


:Ri 


— 9< 


''9i 








R. 


:B, 


= Ä; 


'.\ 







mitl^in: JR :B^=g »h:g^'\\ 

in SBorten: 3)ie Snl^alte jttjeier SRec^tede üerl^alten fid^ wie bie 
$robuIte aui^ ben gteid^namigen SKafesal^Ien i^rer ©runbjeiten 
unb $ö^en. ©aS SSer^ältniö ber Sn^alte ber Slec^tecle B\B^ 
ift alfo avi^ ben SSerl^altniffen il^rer ©runbfeiten g:gi unb 
i^rer §öl^en h:\ jujammengefe^t. 3)er burd^Iaufene SBeg W 
eine§ bewegten SörperS ift öon jwei ©tüdEen abl^ängig, 
nämlid^ öon ber ®efd^winbig!eit g unb ber ^txiiavitx t 
ber Bewegung. Sejeid^net TFi bie SBeglänge, welche öon einem 
anbern Äörper in ber ßeit t^ mit ber ©ejd^winbigfeit g^ iwcM» 
gelegt wirb, fo beftel^t bie Proportion: 

W:W^^t'g:t^^g,, 

b. ]^. bie burd^eilten SBege öerl^alten fic^ wie bie ?ßrobu!te (xm^ 
ben Seiten unb ben ©efc^winbigfeiten; bag SSerl^ältnig W: W^ 
ift atfo aug ben SSer^ältniffen gig^ unb t:t^ jujammcn- 
gcfefet. 

©rflärung: 3^^^ gteid^artige ®rö§en A unb A^ ftel^en 
mit ben ©röfeenpaaren B unb B^, C unb G^ im jufammen= 
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gefegten IBerl^ältniffe; loenn ÄiA^ gteid^ beut $robu!t 
ber ^er^&ftnijje aui^ ben iDlagjal^ten btefer &x&^txOfaaxt, alfo: 

f^är bai^ S^^f^tnmenfe^en t)on ©rö^enproportionen gilt ber 
folgenbe 

Selirfa^: SSejeid^nen ^^ £, C gleid^artige ©rö^en 

unb bie 3^^^^ ^f ^f Pf 9.f ^ ^'^^ « i^^^ jugcl^örigen 
äRagjQl^ten, unb l^at man bie Proportionen: 

1) -4 : jB = w : n 

2) B:C =p :q 

3) C : -4i = r : s 

f ift: 4) -4 : ^1 = m|)r : wj5 . 

3)a ®rö§en mit (Sröfeen nic^t multipliziert tocrben !önnen, 
fo fann ber in § 75 für reine S^^^^^i^P^öportionen geffil^rtc 
aSetoeiS l^ier nid&t benufet loerben. Um bie ©ültigfeit biefeS 
Se^rja^eg für ®rö§enproportionen felbftänbig barjutl^un, lann 
man auf folgenbe SBeije öerfal^ren. 

SluS ben gegebenen ^Proportionen folgt: 

@efet man ben SBert für G auö ber legten ®Ieic^ung in bie 
jwcite, fo entfte^t: 

q 8 ^ 

liefen SSert ftatt B in bie erfte ©leid^ung eingefefet, giebt: 

A ^ P ^ A 

« g « *' 
fofgßd^: Ä: Ai = mpr : nqs . 

S)ieg SSerfal^ren, ®rö§enproportionen äufammenjufefeen, l^ot 
ftetö ©citung, loenn bag jtoeite ©lieb jeber ?ßroportion mit 
bem erften ©liebe ber nad^folgenben ^Proportion übereinftimmt 
Übrigeng fann man bag in § 75 gelehrte SSerfal^ren, B^^Un- 
Proportionen iufammenjufelen, auc^ auf ©rö|enproportionen 
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äbertrogen; toenn bie großen 93uc^fta6en ali^ üRoBjal^Ieu ber 
@röfecn aufgefaßt tocrbcn. 

2)cr öorftcl^cnbc tüic^tigc Sel^rfafe toirb bcnufet, um bag 
SSetl^ältni« jttjcicr @rö§en mittete Sinfül^rung öon 3^if^^«' 
grölen (^üfSgröfeen) ju bered^nen. S^^ ©rlöutcrung mögen 
no(^ folgettbe Seijpiele btenen. 

Aufgabe. SSon gttjei Ädern A unb A^ fei ber erfte 50 a, 
ber iweite 75 a gro§, ber erftere liefere SBeijen 2. Dualität, ber 
jtoeite nur 5. Dualität, unb ber erftere trage f o oft 15 JC Uns 
foften jur Seftetfung afö ber anbere 25 JC. SBie öerl^aften fic^ 
bie Mtx ^infic^tüc^ i^reg SBerteg? 

«uflöfung. 

A\Ay^ in ber erften Sejiel^ung tt)ie 50 : 75 , 

in ber jweiten ^infid^t toie 5:2 (inbireft), 

in ber britten Sejiel^ung \m 25 : 15 (inbireft). 

Durd^ ©infd^altung üon S»ifd^engliebern, toelc^e unter fid^ unb 
mit ben gegebenen "^oS^tXi in einfachen SSerl^ältniffen ftel^en, 
brüdfen Wir baö gefud^te SSerl^ältniS A\ A^ in brei einfad^en 
SSerl^ältniffen auö. 3)ann erl^alten wir folgenbe ^Proportionen: 

A\B = 50 : 75 

B\C = 5: 2 

/ 0:^ = 25:15. 

ipieraug folgt burd^ S^f^^^^^i^f^l^i^* 

50J5^^ 
^ • -^1 75 . 2 . 15 "^^ * ^ • 

8[ud^ in ber ©eometrie mac^t man oft üon obigem Sel^r* 
fa|e 8[ntt)enbung. S)ie Sörperinl^atte jweier red^twinfettgen, 
geraben ?ßrigmen üerl^alten fid^ »ie bie 5ßrobufte ^Vi% ben 
glei^namigen iDla^sal^Ien t)on Sänge, SSreite unb ^öl^e, in 
Seiten : P : P^ =« a • 6 • c : «i • 6^ • c^ . 

Um ba« SSer^ältnig P:Pi ju finben, fü^rt man ein $ilfg^ 
prigma Pg ein, weld^eg fowol^I ju P afe ju Pj in einem 
belannten einfad^en SSerl^ältniffe fte^t. SRan i^at: 
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P : Pjj = a • 6 : Ol • 6i 



P : Pi = a • 6 • c : Ol • 61 • Ci . 

©oH ba« SScrl^altniö jtocier ©rcicdtc D unb A ermittelt 
toerbcn, fo*bcn!t man ftc^ ein ^itf^breied, baS einerfeitö mit D 
unb in einer anbern S3ejie^ung mit D^ proportional ift. Sft 
etwa: b :D,^g:g, 

fo ift: D :Di=g -hig^h^. 

Rängen jwei ©röfeen A unb -4^ tjon jttjei ober brei 
gteid^en JBerl^öttniffen ab, fo ftel^en A unb Ai in btreftem 
quabratifc^en ober im fubifc^en SSerl^ältniffe. ©0 j. SB. 
tjer^alten fic^ bie gnl^alte jtoeier Äreii^flöc^en toie bic Duabrote 
i^rer S)urc^= ober ^albmeffer, in 3^^^«* 

ir:Zi = E*:r*. 

S)ie t^Iäd^enin^alte äJ^nlid^er Figuren ftel^en im quabratifd^en 
SSerl^ältniffe jwcier gleid^Ucgenber ©eiten. 3)er SBert ber 35io- 
manten unb i^re ©ewi^te ftel^en ebenfalls im quabratifd^en 
JBerl^äftniffe, eö foftet j. S3. ein 3)iamant öon 4 Sarat ©etoid^t 
16 mal fo öiel aU ein fold^er, ber 1 Sarat toicgt. 3ti lubifd^cm 
aSer^ältniffe fielen: 5?ante eine3 SBürfel« unb fein gnl^alt; ber 
SJurd^meffer einer Sugel unb il^r Snl^alt. 

3ufammengefe|te SSerl^ältniffe fommcn ferner in ben ?lufs 
gaben ber jufammengefefeten Siegel be tri, be3 jufammengefe|ften 
3)reifo|e3*) unb ber Äettenreget öor. 

SBeifpiel eines jufammengefefeten S)reifafee8. 
18 8[rbeiter fönnen einen ®raben öon 50 m Sänge, 3 m »reite 
unb 2 m Siefe in 64 Sagen juftanbe bringen. SQSie öiel Slrbetter 
finb unter gleiten Umftänben nötig, um einen ®raben, ber 75 m 
lang, 4 m breit unb 2^m tief ift, in 4 SRonaten fertig §u ftellen? 

*) @tott biefer ©eäeid^nungen lotrb in neuerer geit mit SSorliebe 
ber !Rame ;;5ufammengefe^te ©d^Iugred^nung'' gebrandet, tiefer 
^udbrudt fommt übrigens fd^on in ber „^xtt^mtiit be$ SSerlel^rSlebenS" 
non 2, ©d^mibt (1862) an mel^reren ©teilen tjor. 
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Sluflöfung. 3)ie gcfuc^tc *2lnjal^I Slrbcitcr ift üon öicr 
®rö§cn abl^ängig, üon ber Sättgc, ber ©reite, ber liefe beg 
©rabenS unb ber SlrbeiWjeit. SKan ftette junäc^ft folgenben 
Slnfafe auf: 

50 m Sänge 3 m »r. 2 m liefe 64 Sg. beb. 18 Slrb. 

75 m „ 4 m ,, 2im „ 120 ,, „ x „ 

gül^rt man bie öier ®rö§en ber erften 9fleil^e bur^ ©infül^rung 
ber 3ttJifd^engrö|en x^, x^ unb x^ mä) unb nad^ in bie gleid^s 
ortigen ©röfeen ber gleiten Äeil^e über, fo entfielet: 

50 m Sänge 3 m Sr. 2 m liefe 64 Xg. 18 Arbeiter 

75m „ 3m „ 2 m „ 64 „ x^ „ 

75m „ 4m „ 2 m „ 64 „ x^ „ 

75m „ 4m „ 2im „ 64 „ x^ „ 

75m „ 4m „ 2im „ 120 „ x ,, 

SDa nun je jtoei aufeinanber folgenbe 9fleil^en nur in jwei 
gal^Iengrö^en öerfd^ieben finb, fo erl^ätt man bie folgenben 
^Proportionen : 

18 : a?i = 50 : 75 

•^1 * *^2 """ *^ ♦ ^ 

x^ix = 120 : 64 (inbireft). 

Slu§ biefen ^Proportionen ergiebt fid^ bur^ S^f^mmenfe^en: 
18 : a; = 50 • 3 . 2 . 120 : 75 . 4 . 2^ . 64; 

3m praltijd^en 9led^nen bebient man fid^ öielfad^ beg fol* 
genben fürjeren Änja^eS, ber fogenannten S3ajebott)^fd^en*) 
?RegeI: 

*) 3)cn Sfrrtum meisteret ©eld^id^tfd^retbcr bet ^ßäbogogif, baß ber 
bcxül^mtc 2)effauex ^öbagogc (1723— 1790) nut ein „^olbgelcl^rter" getoefcn 
\d, ^at $rof. ©untrer in feinet ©d^rift: „@in bexgcffeneg ©runb* 
öcfc{ ber aJlcd^onü: bo0 Äofinuggefe^ boniBafcboto" berichtigt 

©d^ Uli er, «rit^metir. 16 



Sintn a&f^nitt «n^äUniffc unb ^ra^iottionni. 



24. 



50 


76 ) 


3 


4 


2 


2i 


120 


64 



"^ "^ 60 ■ 8 • 2 ■ ISO 



Sie flettenregel gehört ebenfalls ju ben jufatninen= 
ge|et|ten ÜJei^ültitiffen unb btent baju, mit $i(fe befonnter Sei^ 
^Sltniffe bie SQertgläi^ung ober boS 8SeiI|äItniJi iVift^en einer 
gegebenen unb einer unbelannten @cöge buic^ 9let^nung ju 
finben. SSeil bie ©röfeen in ber gebräuc^tidien EarfteHunft 
gut iBerec^nung ber gefüllten Qv^i gleic^fam wie bie ©lieber 
einer ^ette jufammen^ängen, fo fü^tt bie 91ec^nungSait ben 
Sionten „Äettentegcl". S5ie(eltie grünbet ^\ä) ouf eine bejonbere 
Umformung her Sert|ältni(fe metirerer @rö|en, 

Aufgabe 1): Sßie Diel ^ ift ein SoUar meit, wenn fid^ 
»erhält: lj( : 1 %ri. = 6 : i, 1 gr«. : 1 ^b. Sterling = 
4 : 101 unb 1 ¥fb. ©terl. : 1 BoOttr = 101 : 21? 

auflö(ung: 



Ser^ält fuf| allgemein: 
A:B = m:n 
B:C = p:q 
C :D-^r :s 



3n borliegenber Aufgabe: 
1 ^ : 1 gr«. == 5 ; 4 

igr3.:15|Jfb.©terL = 4;101 
1 m ©terl. : 1 »DÖ. — 101 ; 21 



fo bilbet man bie aSertglei^ungen; 

nÄ = mB 4^ = 5gfr«. 

qB — pC 101 gt«- = 4 «ßfb. ©terl. 

sC = rB 21 ?Pfb. ©terL <« 101 aollül. 

iSoIlor = a:^ 
23enft man fic^ bie gleichartigen ©röfeen A, B, C, D 
buri^ bie(elbe Einheit gemeffen unb unter ben großen 83mi^ 
ftaben bie 3Ka65üt)Ien ber @rö|en, fo ergiebt fid| but^ 
3}fitlti))litation tiorfte^enber @Iei(^ungen unb bur(^ S)iDiru)n 
bn neuen ©lew^ung burc^ B ■ C: 
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nqs • A «s mpr • D , 
fo^K«^- ^-!2£r.D unb 

nqs 
mpr 

3n bcr vorgelegten Aufgabe ift alfo: 

^"=V:^W-21:5==4,20(^). 

Setf^Jiet 2): 

1 ^oO. @tt. : 1 ^fb. ©terl. = 17 : 202 
1 ^fb. ©terl. : 1 öfter. ®ti>. = 202 : 20 
1 öfter. ®ft». : 1 gtancS = 5:2 
1 Tratte» : 1 c/^ == 4 : 5 . 
aaSie üiel c^ ftnb 10 ^oD. ®utben? 

Stuflöfung: SSerwanbelt man bte gegebenen ^oportionen 
in äBertgleid^ungen unb fe^t 10 tjoQ. @lb. '= xJC, fo erl^ält 
mon: a;c^ = 10^oa. ®fi>. 

202 ^oH ®Ib. -= 17 ^fb. ©terl. 

1 ^fb. ©terL = 10,10 öfter. ®tb. 

2 öfter. @Ib. = 5 granc». 
5 grancS =" ^JC. 

10 • 17 • 10,10 .5-4 in f /y\ 
* 202 • 2 • 6 l'C-^- 

Um )u üerl^ütett; \>a% ber f ettenfa| in gebanlenlofen äJted^anii^tnud 
au^xte, muB berfelbe fo gelefett toerbett, ba| ber bettt $(ttfa|e ^ugruttbe 
Uegenbe $au))tf(l^lug !Iar auSgebrüdt toixb. 

®efd^td^tli(j^e $(ttmetfuttg. ^ie l^ettettregel fittbet fid^ itt ber 
@d^rtft t)on Stbam 9iiefe, ;,9iecl^ttttttg auf ber Stnten uttb Sebern''; 1626. 
Utn bie WXit be» t)origett Sal^rl^unbertd fd^neb .ber ^oQättbex t)att 9leed 
über biefed 9iecl^ttuttgdt7exfa'^ren, uttb nad^ il^m tDtrb ber ^ettenfa^ avi6i 
bie 9ieefifd^e Siegel genannt. 



16' 



^ 
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§ 82. t|^?isemtrf#«««|ni wM 8eri<fU|tt|ttiig ber gett. 

A) ßiniSred^nttiig. 1) Sn biefer b&rgertid^en Sted^mmg^^ 
ort tonmten titer Stößen utbetrod^ baS fiopital f , ber S^^^fi^B 
p, bie 3^ ^ ttnb bie dutfen x^. S)er 3^fi^ bejiel^t ftd^; tote 
aM bem 9ie<^iteit befamtt tft, fteti^ auf 100«/^ fiapital unb 
1 Sa^r. 3^ Sere^tmitg ber einifil^rtsen dmfen btettt bie 
^roportioii: 100: K^pie. 

S)a bie dtttfen einei^ fto^ntolS in gerabem Serl^attniffe jur 3^t 
fte^en, alfo )e 100«/^ in t Sauren: 

3infen bringen, fo ^t nton gur 93ered^nung ber ^iv^tn für 
meiere Solare bie ^ßtroportion: 

\0O:K=pt:B. 
^ierons^ folgt: 



K-p -t 

* 100 ' 

« 


100- z 


IT 100 Ä 


. 100 -r 



@inb olfo t)on ben in ber ßindrec^nnng t)orIotnntettben ©rö^tt 
brei beliebige be!annt, fo fonn nton bie t)ierte fteti^ mit ^ilfe 
t)orftel^enber flformeln birdt beredten. 

»eifpieL SSSie triel ßinfen bringen 720 JC in 4^ ^oient 
in 3 Sauren? 

anfa|: 100:720 = 3.4^:0;. 

9ü& ber ®Iei^ttng filr b, nomlic^: 



B = 



100 



in toelc^ t bie SnsQl^I ber Solare ber Serjinfnng bejeici^net 
lonnen noc^ befonbere f^ormeüt abgeleitet toerben, toeld^e al^ 
Smnbloge einer bei fionf Unten fibli^en Xrt ber ßini^bered^nung 
in ben fogenattnten ^^Conto eorrenten^^ bienen. Somit obige 
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tJormel ftd^ ffir beftimmtc SBerte ffir p üereinfod^cn lä^t, rcd^net 
man ba^ Sal^t in S)etttf(i^Ianb ju 360 Xagen.*) 83e)ei(i^net 
nan t bie ^nyoUji ber Xage ber äSersütfung, fo ift: 






100 • 860 

K ^ t 



@e^t mon j) = 3^ ^rojent, fo »irb je; 
Sft 2) = 4 „ „ „ z 



SBenn j) = 4i ,, 



// // 



// P ö ,, ff N ^ 

// JP = O „ ^^ ^^ ssa 



10800 

K' t 
9000' 

8000* 

K ' t 
7200' 

Jg» t 
6000* 



2>aS ^robult aus Jictpital unb ber Slnja]^! ber QiMtaQt l^ei^t 
bei ben Äaufleuten „S^^^i^^^" <^l^^ SHummer unb bie Qa\)ltn 
10800, 9000 u. f. tt). »erben „fejiftel^enbe Diüiforen" ge^ 
nanitt. SQSie lauten üorftel^enbe befonbere gormein in SBorten? 

SBeifpieL SBie üiel Sxn\tn bringen 81^^ ju 4 ^ßrojent 
in 234 lagen? 

«nttoort: 

9000 "^^ "lööö"'^"' 2,106 JC. 

®d üerl^ält fid^ offenbar: 

1) 0:^^^^ Kp't: Ki'Pi't^. 

aSenn t=^t,, fo ift: 

2) 0:0i = K»p:Ki'Pi. 

aaSenn p^Pi, fo ift: 

3) 0:is^=K't:Ki't^. 

Sft i> =i>i unb ^ = ^1 , fo l^at man: 

4) 4r : je?i «= -ZT : Zj . 



*) 3n (Sfrogbtitannien unb ^^otbatnerila red^net man ieben ^onat 
na(!^ feinen ^alenber- unb bad gal^r }u 865 Sagen. 
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S)iefe f^ormeln brüden aritJ^metifd^e SBal^rl^eiten aber boi 
SBerl^&Itnid ber ginfen üerfci^ebener fto^tolien oud. @o }. SB. 
lautet f^imnel 3) in SBorten: S)ie S^^^f^^ üerfd^iebenct 
Kapitalien, bie ju gleid^em B^^^fi^B ungleid^e 3^^ten 
audftel^en, t)er^alten fid^ toxt bie ^robufte au^ ben 
Kapitalien unb ben zugehörigen 3^^^^^- SSSeld^e ®efe|e 
fpred^en bie anbem gormein au3? 

2) SBered^nung eines burd^ einfädle SSer^infung 

angeioad^fenen Kapitale. @oII bie @untnte K^ 6ered^net 

loerben, ju loeld^er ein Kapital K in einer gegebenen 3^; 

t Sa^reU; ju p ^rojent mit ben Qxv!\m antoäd^ft, fo l^at man 

^ bie Proportion: 

100: 100 +pt^K:Ki. 
hieraus folgt: 

.) ir.-i.!2?j±i'-jc.(, + ^). 

2) K~K^.j^-^-y^' 

SBeifpiel. (Ein ju 4 ^rojent üerjinfteS Kapital tombt, 
nad^bem ed 2 Saläre ausgeliehen loar, nebft ben 3^^ ^ 
486 c/^ jurüd^gejal^It. äBie gro^ tt»ar baS Kapital? 

Suflöfung. Sejeid^net man baS gefud^te Kapital mit x, 

fo ift: 100 : 108 = a?: 486, 

mithin: x = ^^'^^ = 450 

io8 ^*^^« 

B) S)ie laufmännifd^e S)i3lontred^nung. S)er ©i8* 
lont in 100 ift eine bei Kauflcuten üblid^e Vergütung für m 
ber SßerfattSjeit abgetragene unüerjinSlici^e Kapitalien. SBirb 
j. 95. eine nad^ 3 STOonaten fäßige 833arenred^nung im betrage 
t)on 340 JC mit 2 ^rojent S)iSf ont bar auSgejal^It, f o »erben 
an je 100 JC ©d^ulbfumme 2JC nad^gelaffen. S5eträgt ber 
DiSfontfu^ p ^ßrojent, fo ^ei^t baS: ftatt je 100 JC ©d^ulb^ 
fumme »erben 100 — pJC bar gejap. Der S)iSlontfu^ 
begießt fic^ (toie ber SinSfu^) ftet» auf bie 3a§I 100 
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unb toxxb burd^gättgig für eine beftitnmte S^i* f^ft* 
gefegt, er ijl alfo ein t)on ber Qtit ab^ängigeö STOa^. 
S)ie Stormaljeit für bie S^W^fe^^fl ^^^ S)i8lotttftt|eiJ ift im 
SBarengefd^äft üerfd^ieben, bod^ »irb er nteifteni^ pro STOonat, 
in einjelnen gäOen ani) für bie fogenannte öi^Ij^* (ßa^InngÄ- 
frift) beftimntt. 

33eifpiel: S)er Äanfmann 4 erhält eine Sfted^nung über 
bejogen? SBaren int ^Betrage öon 580 c/^, ßiel 3 SKonate; bei 
barer S^^I^tifl i ^rojent S)igtont pro SRonat. 

3n SBec^felgefd^äften gilt ber SJiöIontfn^ üielfoc^ für 
1 Sa^r. ^ier {)at ber S)iSlont and^ ntel^r bie Sigenfd^aft 
t)orau§ Qtiaifittx 3^^^?^^/ befonberg bei ber Diölontiernng 
t)on Sogenannten ^ta|tt)ed^feln. 

Die ^Begriffe 3i^^fit6 ^^"^ Di^Iont werben mand^mal mit- 
elnanber öernjed^felt. 5 ^rojent 3^^^ ^"^ 5 ^rojent Digfont 
finb jtt)ar gleid^e Quantitäten (infofern näntlid^ bie fjormeln 
für bie SBered^nung beiber ®rö§en übereinftintmen), aber öer- 
fd^iebene Dualitäten. SSää^renb ber 3^^^ ^i^« Vergütung 
für bie 9lu|ung eine§ Äapitate ift, bie am @nbe eines 
beftimmten 3^itraumeg (in ber Sftegel eineg Sal^reS) beut 
©laubiger ju gute lomntt, bejeid^net SJi^Iont ben 833^rt 
einer fiapitalnu|ung am Sin fang einei^ 3^ito6f ^^itt^^ ^ bie 
itm ©d^ulbner jufättt. gür baS ©rgebnig ber Sßergütung ift, 
toie gefagt, biefe Unterfd^eibung ber beiben ^Begriffe infofern 
belanglos, afö bie Qin^^ unb bie Dii^Iontformeln überein- 
ftimmen. 

»cifpiel: ©in SBed^fel über 160 JC, toelc^er am 1. 2)e^ 
iember fällig war, würbe am 15. Snii mit 1 5ßrojent pro ÜÄonat 
biSlontiert. SSäie üiel betrug ber Digfont? 

Sluflöfung: Der Diglontfufe beträgt für bie 3eit ber 
SSoraugjal^Iung 4^ ^rojent. 2Ran l^at olfo bie ^Proportion: 

100:750 = 4i::r, 
folglid^: 
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SBcjcid^nct man bic ©d^utbfumme oßgetnein mit S, ben 
S)i8tontfu§ für bie ^txt bcr SBorauSja^Iung mit p unb bic 
JBarfumme mit B, fo bcftcl^t bic 5ßroportion: 

100:100-i> — /S:jB. 

^icrau^ finbct man: 

100 ^ 

ßicl^t man l^icr bic ßcit inbctrad^t unb bcjcid^nct bic ^njal^l 
bcr SRonatc bcr äSorau^ia^Iung mit t unb bcn 2)iiS!ontfu^ pro 
SRonat mit p, fo ^at man: 

100:100-pt^8:B. 

S)ie laufmännifcfic Scrcd^nungömcifc bcg S)i8lontg ift itoar, 
t)om rein t^eorctifd^cn ©tanbpunit au8 fictrad^tct, unrid^tig. 
S(Qcin fobalb baiS Sled^nen eine tt)ir!Ud^e Angelegenheit be§ 
Sßcrfcl^rg bc^anbelt, mu§ bie mat^ematifd^c äuffaffung fid^ ben 
t^atf&d^Iic^en SBcrl^ältniffcn beS SJerfc^rglebenS anfd^Uefeen, ba 
burd^ tl^corctifc^c ffletrad^tungen bie burd^ ^erlommcn unb Über- 
einlunft bcftel^cnbe äuffaffungöttjeife beg fcerlc^rS nun einmal 
nid^t aui^ i^ren Salinen geteuft tnerben lann. 3m SBcrfc^rS- 
leben ift ftetS nur biejenige SöfungStoeife einer aufgäbe bie 
rid^tige, wetd^c fid^ bcr l^ier l^crrfd^cnben 5ßrajig anfd^Iiefet*) 

C) S)ie bürgcrlid^e S)igIontred^nung. Sm bürger- 
lid^en Scben red^net man ben S)igIont nid^t t)on bcr Qai)l 100, 
fonbern t)on bcr um p öermcl^rtcn ßal)! 100, alfo t)on 100 +p, 
3Ran nennt biefe ?lrt, ben 3)idIont ju berechnen, SJigfönt^ 
red^nung auf 100. SSäenn bcm SBcrläufcr einc^ ©runbftüdcS 
ein Ärebit gemährt toirb, ol^ne ba| bie Äauffumme big jur 
ßal^Iunggfrift einer SSerjinfung unterliegt, fo tt)irb bcr SSer= 

*) Wtan öcrglcid^e ben Stuffaft öon D. gUif c^l^auer in ber „Scb 
fd^rtft für matl^. utib naturtü. Unterricht" öon ^rof. 3. (£. ». ^offmann 
(XII. Sal^rgatig, Seite 18) ,,a)ie l^ou^tfäd^ttd^ften m\pptn ber Renten* 
red^nung". 3n einer SRote bemerlt ^offmatin: „S)ie Xl^eoretiler foHen 
nid^tg ber ^rojiS 2Biberf})red^enbe8 Icl^ren." 
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fäitfer, um fid^ fd^abloS ju l^alten, bie ^xn\tn ber Sarfumme 
bis jum SScrfaßtagc bered^neti unb biefeftc um biefcn 8^^ 
erl^ö^cn. ®ic jpäter fällige ©d^ulbfummc ift l^icr olfo al8 ein 
um bic ßinfcn ücrmel^rteg Äo^jital (ficl^c unter A, 2) auf^ 
jttfaffen. SBenn ber änläufer bag Siedet genießen »iß, bie 
feftgefe^te ©c^ulbfumme t)or bem ß^^i^^S^t^^^ abjutrageu^ 
fo mu| biefe Seftimmung in ben ÄaufDertrag aufgenommen 
unb ber ©i^Iontfu^, wetd^er ber Sbred^nung jugrunbc gelegt 
»erben fott, vereinbart werben. 9lac^ ber ^öt)e bc8 Diöfont^ 
fu^eS wirb ber SBerlaufer aud^ bie ©rl^ö^ung beä fflartoerteö 
bemeffen, fo ba§ er leine S^^f^n verliert. Äann j. 85. jemanb 
ein ©mnbftüd! für 1200 c/^ gegen bare S^^^^^fl verlaufen unb 
ber Änläufer erflärt, ba| er erft nad^ Sal^regfrift ju jal^Ien in 
ber Sage fei, fo wirb ber SSerläufer ben obigen 5ßreig um bie 
einjährigen Q\n\tn üon 1200 JC ju etwa 4^ ^ßrojent, atfo auf 
1280 c/^ erl^ö^en. ^ieraug ergiebt fid^ ber 

®tttnbfa^ für bie bfirgerlid^e S)ii^!ontred^nung: 
Sebe nad^ t Salären fällige unoerjini^Iid^e ©d^ulb- 
fumme S ift aufjufaffen als ein ffiapital B {föax^ 
fumme), weld^e« ju p $ßrojent üerjinft in t Salären 
jtt ber ©d^ulbfumme anwäc^ft. Sn 3^^^"* 

f^ulgentng: @tatt einer nad^ t Salären fälligen unt)eriiniS- 
lid^en ©d^ulbfumme S ift ba8ienige fflarlapital ju jal^Ien, baS 
JU p ^ßrojent öerjinft nad^ ber SJerfattjeit burd^ bie Qin]tn ju 
ber gegebenen ©d^ulbfumme anwäd^ft. 

Statt üorftel^enber ©leid^ung lönnen wir bie gteid^wertige 
gormel 1) unter A, 2), nämlid^: 

^ = ^ • 100 

fe^en, weld^e ben @nbwert eineiJ Äapitate, ber SSarfumme B, 
bei einfad^er SBerjinfung auiSbrürft. 

Um bie übrigen in ber bürgertid^en S)idfontred^nung t^or- 
lommenben ®rö§en, 83arfumme, 2)iSlontfu^ unb ßeit ber 



250 Sterter «bfc^nitt SSer^Altniffe unb $rot)orttonen. 

SSoraudjol^Ittng bered^nen ju fdnnen, gelten mr t)on ber unter 
A, 2) gegebenen Proportion aud. @rfe|en loir bie @rö^en 
JT unb JEi burd^ B unb S, jo ift: 

100: 100 +p^ — 5:5. 
hieraus folgt: 



100 +p« 

SRennen mix ben «u^brucf 100 +|)^ „Di^Iontteiler^ 
jo l^eifet üorftel^enbe fjormel in ©orten: 

Sel^rfa^: 9Ran finbet bie SSarfuntme, inbem man 
ben Quotienten an^ 100 unb bem 3)igIontteiter mit 
ber ©d^ulbfumme muItipUjiert. 

25er SBert beö Dii^fontteiterg änbert fid^ nad^ Qtxt unb 
S)igIontfu^, er ift alfo eine t)on bem SBcrte ber SSud^ftaben 
p unb t obl^ängige ®rö^c. WV biefen üerfd^iebenen, öeränber- 
Ud^en 833erten, »eld^e ber S)i3lontteiIer annel^men fann, ent= 
fprid^t ftetg bie burd^ bie 3^^^ 100 bcjeid^netc SBarfumme. 
®er Digfont (auf bie ©d^ulbfumnte belogen) »äd^ft in ber 
bürgerlid^en 25igIontred^nung nid^t in gerabem Sßerl^&ltniffe jur 
3eit. ®al)er ift bie Äntoenbung beS jufammengefe|ten 
S)reifa|eg jur Serec^nung beg S)i§Iontg unrid^tig. Sßietmel^r 
ntu§ im 9led^nen bei einer vorgelegten Slufgabe üorerft ber 
2)ißfontteiIcr feftgeftcQt unb bann ber einfädle ®reifafe an= 
getoenbet »erben. 

Seifpiel. @in ©rblaffer l^at burd^ Xeftament beftimmt, 
ba§ ber @rbe an A über 1 3at)r 750 c/# unb nad^ 2 Salären 
bai^felbe ^a))ital au^ja^Ien foE. A toiinfd^t bie ganje @umme 
bar ju crl^alten unb bietet bem @rbcn 4 ?ßrojent 2)igfont. 
2)iefer gel^t auf ben Sßorfd^Iag ein. SBeld^eg Äopital ^at ber 
@rbe an A augjujal^Ien? 

Sluflöfung. ®er ©igfonttciler 100 + |)^ l^eifet f)ier 
100 + 4 für baö erfte unb 100 + 2-4 = 108 f^r bag 
nad^ 2 Sauren fättige Kapital. SBir ^aben alfo: 

a) 104:100 = 750::r; 

mithin: a; = 75000 : 104 = 721,15. 
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b) 108: 100 = 750 :a;; 
folgfid^: 

a; = 75000: 108 = 694,44, 

3)tc wm (Srben an A au^jujal^tcttbc Sarfummc ift alfo: 

721,15 JC + 694,44 c/« = 1416,69 JC. 

%(il\ä) to&xt ijkx bcr Slttfa|: 

104 c/« ©c^ulbf. 1 Safir 4JC Digfont; 
750 „ ,, 2 ,, ? „ 

9lu^ obiger Proportion folgen nod^ folgenbe f^omtetn: 

100 {S — B) . 100(5— J5) 

p sm— 5 t ^^ — 

Se|tfa^: ÜÄan finbet ang ber ©d^utbfnmmc, bcm 
Sarwerte nnb ber 3^it ber SBorangja^tung (bcm ^ßro- 
jcntja^e) bcn SJiöIontfn^ (bie 3^^*)^ tt^^nn man bie 
©iffcrenj jtoifd^cn ©ij^ulb- unb fflarfumme mit 100 
muItipUjicrt, unb ba8 ©rgebniiJ burd^ bag ^robult 
aus ben SRa^jal^Icn für Sarfumme unb ß^it biöibiert. 

2)ie üorftel^enben gormcln bctt)eifen ftrcnge bie SRid^tigleit 
ber im SRcd^enunterrid^t auf inbultiöem SBege gcf unbenen SBal^r- 
l^eit: 833enn in ber bürgcrüd^en 2)ig!ontre(i^nung ber 25igf ont^ 
fu^ ober bie 3^^* ^^^ Sßoraugjal^Iung gefud^t »erben foU, fo 
mn% fteti^ bie iBatfuntnte im Slnfa| [teilen. 

Slufgabe 1): @in Uniöerfalcrbe ^at bie SßerpfKd^tung, an 
einen SScrwanbtcn ein Äapitat t)on 2700 c/fC über 2 3öl^re o^ne' 
3infen auöjujal^Ien. SBeibe vereinbaren unter fflcrec^nung eine» 
beftimmten SJigfontfu^eg Sarjal^Iung. SBeld^eg toar ber fefi* 
gefegte S)igfontfu^, toenn ba^ »arfapital 2500 c/^ betrug? 

Sluflöfung. 3)er vereinbarte 35igIontfu§ fei x 5ßrojent, 
fo l^at man: 

100 : 100 + 2a; = 2500 : 2700 
ober: 

1:1 + 0,02a; = 25: 27; 
folglid^: 

o; = 4. 
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aufgäbe 2): a) SBcId^m* SXgf ontfu| auf 100 ift n ^ro= 
itnt in 100 gleid^? b) n ^ojeut auf 100 ftnb unc t)ict 
^rojcnt in 100? 

Sluflöfung ju a): @iS feien x ^o^ent auf 100 gleid^ 
n ^ojeni in 100, fo beftel^t bie Proportion: 

100 — n:n — 100: a;; 
folglid^: 

100 • n 

X = • 

100— n 

Sft n = 5, fo ift: 

a? = 100 • 5 : 95 — 53V (^rojent auf 100). 

auf töfung ju b): 5£)er gefud^te S)i8fontfuB in 100 fei x, 
fo l^at man: 

100 + n:n = 100 :a?; 

mithin: 

100 • n 

X aas . . 

100+ n 

@g fei n = 5; fo ift: 

a; = 100 . 5 : 105 = 4^ (^ßrojent in 100). 

S)ie t)orfteI)enb bel^anbelte Sied^nungSart tt)irb in bcn Sted^en- 
büd^em faft burd^gängig bie bürgerlid^e ober bie Slabattred^nung 
auf 100 genannt. S)er ÄuSbrud! „Siabatt" bebeutet aber im 
SSerfel^r einen ßö^tung^nad^Iafe (^Hh) ^^^^ Siüdtfid^t auf 
bie gelt (©ud^l^änbler^aiabatt), »äl^renb S)igIont, ebenfo wie 
fein ©egenfa^ 3^^^/ ^^^ 9lu|ung bejeid^nen, bie t)on einer 
beftintntten QtitJpexxobt abl^ängig ift. @in SBeifpiel, in 
weld^ent Sftabatt bered^net toirb, ift folgenbeg: 

@ine fflud^^finbler 5 gicd^nung im SSetrage öon 45,80 c/^ 
toirb mit 15 ^rojent 9fiabatt auSge^al^It. SSie t)iel beträgt ber 
Rabatt? 

«uflöfung. 

100 : 15 = 45,80 : x 
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§ 83. SerteUttttgSs unt SR{fi|ttng8rei|nttttg. 

A) Sie SerteilnngS $ ober 9t\t1l\il^a\Httil^nnn% l^at bie 
Sütfgabc, eine gegebene ®rö§e in ungleid^e Xeile ju jer^ 
legen.*) S)ie ganje ober bie ju teilenbe ®rö^e (benannte 
ßal^t) ^ei|t leilungiS' ober ^anptfuntme nnb bie gefnd^ten 
Seile »erben Slnteile genannt. SDie eingaben in einer ^nf= 
gäbe, in toeld^em Sßerl^ältniffe bie bnrd^ QtxltQmxQ gefnnbenen 
Anteile ftel^en foQen, nennt man leilnng^ful. Se|terer 
l^ei^t aritl^metifd^, wenn xf)m ein aritl^ntetifd^eiJ Sßerl^äftnig 
pgrnnbe liegt, j. 95.: 100 JC foQen nnter jtoei Armen fo üer- 
teilt toerben, ba| ber eine lOt/fC mtf)x al8 ber anbere erl^ätt. 
3ft bagegen ber leilungi^ful bnrd^ ein geometrifd^eS Sßer^ältnii^ 
auggebrüdt, \o toirb berfetbe geometrifd^er leilnng^fn^ genannt. 
Seifpiel: ßtoei ©c^Ioffermeifter übernehmen eine Slrbeit, für 
toeld^e lbOJ6 gejal^It werben. 2)er eine SReifter fteßt 2, ber 
anbere 3 ©ejctten jur SßoQenbnng ber Slrbeiten. SBie öiet JC 
erl^ält jieber äWeifter? 9lad^ ber Slrt beS leitnngSfnleg nnter^: 
fd^eibet man bie Slufgaben ber ©ejettfd^aftgred^nung in jWei 
• ^auptgntppen. 35er geometrijd^e leitnngSfufe lann and^ burd^ 
Serbinbung t)on jwei ober mel^reren Serl^ältnifjen beftimmt 
fein unb l^eifet atebann jufammengefe|ter- geometrifd^er 
Seilunggful. I^ierl^er ift ber gaö jn red^nen, in welchem bei 
ber aSered^nung ber Anteile aug ben Sßerl^ättniffen je jweier 
bcrfclben junäd^ft ein fortlaufenbei^ SSerl^ältniS jwifc^en 
[amtlichen einteilen gebitbet werben mw§. SSeifpiel: Unter 
3 $ßerfonen, Ä, B nnb C, foüen 200 JC fo verteilt werben, 
ba§ bie Slnteite öon A unb B fid^ wie 4 : 5, unb bie t)on B 
unb C \i6) wie 2:3 tjerfialten. Snbtid^ lann aud^ ber geo= 
metrifd^e SeitunggfuI mit bem aritl^metifd^en öerbunben tjor^ 
lommen, j. 95.: äWan teile öOJC fo unter 2 5ßerfonen, ba§ 
bie eine jweimal fo üiel ate bie anbere unb nod^ 10 c^ erl^ält. 
Sinige 9lec^entel)rer**) unterfd^eiben bie ©efeUfd^aftäred^nung 

*) 3)ie Sw^^Ö^ttg t)on ©rögen unb reinen gai^Ien in gleid^e Xcile 
gefd^iel^t burd^ bie ^ibifion. 
**) 3)teftertoeg nnb genfer. 
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in einfädle unb sufantmengefe^te, ie nad^bent ben Stufgaben ein 
einfädlet ober jujammengejelier Xeilungi^fu^ jugrunbe liegt 

S)er in ben Aufgaben ber (SefeQfd^afti^red^nung l^aufig Dor- 
lontntenbe SluSbtudt ,,XeiI'' be^eic^net eine beftimmte, üorloufis 
nod^ unbelannte 3^^^/ ^^^^ ®rö^e ftd^ erft int Serloufe ber 
äted^nung ergiebt. 2)iefer S(u8bru(t l^ai biefelbe Sebeutung, 
nrie in ber Algebra ber S3ud^ftabe x, er bejeic^et olfo n>äl^renb 
einer unb berfelben Sled^nung fiet^ biefelbe ßo^I (Sinleitung; 
Seite 5). 

Sine n)efenilid^e Slblftriung bei ber Söfung gemiffer Sbtf^ 
gaben biefer 9fled^nungdart geioäl^rt bie S(nn)enbung bed ®eje|eS 
aber bie SSertbeft&nbiglett bed geontetrifd^en Ser^&ltniffei^ (§ 69, 
5) Siel^rfal). @inb bie ©lieber ber gegebenen geontetrifd^ 
93erp[tniffe ganje 3^^^^^ itnb l^aben biefelben einen gemein^ 
fd^aftlid^en Xeiler, fo brädfe man fie burd^ Heinere Qa\)ltti auiS. 
Seftel^en bie ©lieber eined geontetrifd^en 93erl^ältniffeg ouS 
Srüd^en, fo üenoanbele man bai^felbe in ein SSerl^ältnii^ oM 
ganjen 3<^ten. ®ie ©enulung biefer Umformungen gemalert 
namentlid^ beim fto))fred^nen gro^e (Srleid^terung. 

©runbauf gäbe ber SerteilungSreiiinttng. 'Siit Qaifl 1200 
(attgemein S) foll in 3 leite jerlegt to.erben, fo ba^ 
biefetben in bem SSerpItniffe 3:4:5 (attgemein 
a :b : c) ftel^en. 

Äuftöfung. Sejeid^net man bie gefud^ten leite öortäufig 
mit X, y unb z, fo ift: 



1) x + y + z = 12(M 

2) a; : y : je? = 3 : 4 : 5 . 



I) a; + y + ^ = S 
II) x:y:je? = a:6:c. 



Slug ben forttaufenben ^Proportionen 2) unb II) folgt nad^ 
§ 76, 3) SeWafe: 



3) a;+y+;? : 3+4+5 = a; : 3 

= y:4 
= 0:5. 



III) a;+y+0:a+6+c=ic:a 

=y:h 



©efet man ftatt a; + y + ^ bie 3a^t 1200, beäto. S, fo 
entftel^t: 



l- 
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4) 1200: 12 = «: 3 

= y:4 

-=0:5. 
golgüd^: 

a; = 3 ~ = 300. 

5) y = 4. 100 = 400 
;^ = 5 . 100 = 500. 






S 



V) y = 6. 



=^ c 



a + 6 + c 

® + ^ + c 
a + ft + c' 



SSejcici^nct man bie ©umtne bet SJerl^ältniSja^Ien a, b, c-- 
»At s, bic Sltttcilc mit Äf B, C", \o gcl^t bic ^Proportion IV) 
hl fotgcnbc über: 



mitl^in: j^ , 



a ' - 

8 



s:b = S:B, 

8 



2)iefe Proportionen unb bie ©leid^ungen für bie einteile 
lauten in SBorten: 

8el|tfa^e: 1) 3ebe Ser^ältnigja^I üer^It fic^ jur 
©uuime ber SBer^ältniiJja^Ien »ie ber einjelne Slnteil 
iur 3;cilunggfuntme. 

2) 2Ran ertjält bie einjelnen Anteile, toenn man 
bcn Duoticnten au^ ber leitung^fumme unb ber 
©untnie ber SSerl^ältni^jal^Ien mit ben einzelnen SSer- 
l|äUni§ja]^Ien multiplijiert. 

Slufgabe. 93ei einem Äonlur» jotten 12320 c^ unter 
bier ©laubiger, Ä, B, C unb D nad^ Sßerl^ältnig il^rer 
gorberungen öcrteitt toerben. SRun öerl^alten fid^ bie gor== 
berungen tjon Ä unb B toie 4 : 5, öon JD unb C tok 5 : 2, 
unb t)on D unb J? toie 4 : 3. SBie t)iel erhält jeber ©laubiger? 

Sluflöfung. Slui^ ben gegebenen Sßerl^ältniffen bilbe man 
bie ^Proportionen: J. : J? = 4 : 5 

B:I) = 3U 
D: C = 5:2. 
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hieraus folgt nad^ § 77 bic f ortlauf enbc ^Proportion: 

^:B:C:Z)== 12: 15:8:20. 
fOl\tf)xn erl^ält nad^ obigen ^omteln: 

^ : 12 . —^JC = 12 . 224 JC = 2688 JC 

56 

-B: 15. 224c/ÄJ = 3360c/« 
(7:8.2240^=1792.^ unb 

2):20.224c/« = 4480c/«. 

B) SRifii|]ittg8teiiiniittg. 93ei jiebent @toffe fontnten ®üte 
ober Duatitöt unb STOenge, SWaffe ober Ouantität inbetrad&t 
S)ie ®äte eine^ Stoffe« ift beut greife feiner (Sinl^eit, j. SS. 
eine« kg, 11, bireft proportional, unb ntitt)in ift bie Dualität 
burd^ biefen ^reig tjottftänbig beftimmt. 33ei SRetaQIegierungen 
bagegen »irb bie ®üte (ber 833ert) in ber SSäeife auSgebrfidft, 
ba§ man j. 95. angiebt, toie tjiet reines ©über ober ®oIb unter 
1000 leiten ber Segierung enttjalten finb. 2)ie Dualität getoiffer 
i^Iüfftgleiten bejeid^net man burd^ Angabe beS ^ro^entgel^aÜeiS 
eines beftimmten ©toffeS. ©o j. 33. fagt man, ber ©pirituS 
l^at 80 ^rojcnt ober ®rab, »enn unter 100 Seilen ber 2Äifc^ung 
fid^ 80 Seile reiner ©pirituS befinben. 

S)ie äßifd^ungSred^nung befd^äftigt fid^ l^auptfäd^Ud^ mit 
jtoei gragen: 

1) (£S »erben beliebige ©toffmengen öon öerfd^iebener 
®üte gemifc^t (vermengt), unb man foQ ben SBert ber ®in* 
fieit ber SRifd^ung, ben fogenannten Durd^fd^nittStoert, be- 
red^nen. 2)ie Slufgaben biefer Slrt bUben einen Seil ber ©urd^- 
fd^nittSrec^nung. (Sergleid^e arit^metifd^eS SÄittel, ©eite 208.) 

2) 3n toeld^em SSerpItniffe muffen üerfd&iebene ©toffe 
gemifd^t merben, bamit bie ©in^eit ber ÜRifd^ung einen gegebenen 
S)urd^fd^nitt§tt)ert erl^ätt? 2)ie aSeantwortung biefer grage ift 
Slufgabe ber 3Rifd^ungSred^nung im engeren ©inne. 

©inb bie SJer^ältniffe ber SKijc^ungSteile gegeben, unb man 
foü bie aWengen ber einjelnen ©toffe bei einer gegebenen ®efamtj 
maffe bered^nen, fo gel^ören bie Sluf gaben mit SftüdEfid^t auf bie 
Slrt ber 9ied^nung in bie SSerteilungSrec^nung. 3- 33.: 3"^ 
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93ereitung t)on rotetn ©iegellad nimmt man 1 Xei( ^eibe, 
4 Xctic Icrpcntin, 6 Seile Qxxtnohtx nnb 6 Seile ©d^ellact 
aaSie t)iel t)on biefen Stoffen ift jur ^erfteDung üon 50 kg 
©iegeUocf erforberttd^? 

1) 3)ur(i^f(i^nitt^re(i^nung. Sin Kaufmann mengt 
üerfd^iebene ©orten Kaffee nnb fjmax 50 kg a 1,80 JC, 30 kg 
a 1,60 JC nnb 40 kg a 1,40 JC. SBeld^en SBert l^ot 1 kg 
beS ©emengeg? 

^[uflöfnng. S)a8 ©emenge l^at ben SBert: 
50 . 1,80 JC + 30' 1,60 JC + 40'1,^JC 
nnb enthält: (50 + 30 + 40) kg. 

SRit^in foftet 1 kg im S)nrci^fc^nitt: 

60 • 1,80 + 30 • 1,60 + 40 » 1,40 ^ 
60 + 30 + 40 '^' 

SSejeid^net man allgemein bte Onantitäten ber @toffe Ä, 
B, C nnb D mit m, n, p nnb q, bie greife ber ©inl^eiten 
mit a, b, c nnb d, fo ift bie Dnatität Q ber SRifd^ung, bejtt). 
beS ©emengeS: 

^ am -\- bn '■{• cp -\- dq 

^ m -\- n -\- p -\- q 

SBie lautet biefc gormet in SBorten? ^aben bie ßal^Icn 
m, n, p nnb q einen gemcinfd^aftüd^en galtor, fo fann man 
bie fflered^nung beg S)urcl^j(i^nittgtt)erteiS öereinfad^en. Sn t)or^ 
ftel^enbcm Seifpid fürje man ben Sln^brucf (Onotient) für ben 
SBert ber ©in^eit bcg ©emengeS, bann ift: 

^ 6 . 1,80 + 3 . 1,60 + 4 . 1,40 y. 
V 6 + 3 + 4 '^• 

^ieran^ folgt: 2Ran erl^ätt ben SBert ber ©in^eit ber 
ÜÄifd^nng, toenn bie Dnantitäten in bemfelbcn Sßerl^ältniffe toie 
m:n:p:q gcmif d^t »erben. SBie l^cifet bie gormel für Q in 
SBorten, toenn bie Qnantitätcn gleid^ finb? 

2) (Sigcntlid^e aRifd^ungSred^nnng. Slufgabc: 3n 
meld^em Ser^ättniffe mn§ man jttjci ©toffc Ä nnb B mifd^en, 
bamit bie ©inl^eit ber SKifd^ung ben SBert m erl^ält, toenn ber 

®^ülUt, «[rit^metil. 17 
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SBcrt bcr ©ittl^eit bcr bcffcrcn ©orte A burd^ a unb ber anbem 
©orte mit h bcjeiij^net wirb? 

Auf löf ung. %tx SBert m liegt offenbar jtoifd^cn a unb 6. 
Surd^ arit^mctifc^e Sßergleid^ung ergicbt fid^: jebe ©inl^cit Don 
^ ift um a — m größer, unb bie Ouatttdt t)on B ift um 
m — b Keiner afö ber SBert einer ©inl^eit ber 3Rif d^ung. 
SRimmt man nun t)on ber ©orte Ä S^ ©in^eiten, fo entfielet 
baburd^ ein Überfd^uft wm SBerte ^^(a — m), SBerben S^ 
(Sinl^eiten t)on ber ©orte B gur SRifd^ung genommen^ fo rufen 
biefe einen SRangel im SBerte t)on S^{m — b) l^eröor. S)amit 
in ber SWifc^ung ein Äui^gtcid^ jtoifd^en jenem Überfc^uffe unb 
biefem SRangel ftattfinbet, mu§: 

/S, (a — m) «= S^{m — b) 

fein. @g mu§ olfo bie Proportion: 

bcftel^en. 3n SBorten: 

Sel^rfo^: ®ie jur $ert)orbringung einei^ gegebenen 
25urd^fd^nittgpreife8 erforbertic^en Duantitäten t)er= 
l^alten fid^ umgelel^rt »ie bie ß^^tennjerte, meldte 
ben Überfd^u^ unb 2KangeI au^brüdEen. 

Auf biefer SBal^rlieit berul)t baS im SRed^cnunterrid^t gelehrte 
,,©d^ema ber SKifd^unggred^nung". 

1) »eifpiel. @in SBein^änbler erhält ben 3luftrag, 150 1 
aSei^wein, ba§ Siter ju 0,80 JC ju liefern. ®a er SBein t)on 
ber getoünfd^ten Dualität nic^t vorrätig t|at, fo mifd^t er jtoci 
SBeinforten ju 1,10 JC unb 0,G0 JC pro Siter. SBie t)iel ßitcr 
finb t)on ieber ©orte ju netjmcn? 

©d^ema: 



1. ©orte 1,10 JC 

2. ©orte 0,60 „ 



+ 0,30 JC 
— 0,20 „ 



2 
3 



35urc^fd^nitt§preig 
0,80 c^ 

S)ag SSerl^ältnig ber ju mifd^cnben Duantitäten ift alfo 2:3. 
2)ie Seftimmung ber ÜRengen ber SBeinforten gefd^ie^t burd^ 
bie ©ejeUfd^aftgred^nung. 9Ran l^at: 



r 



§ 83. ^ertetlungfts unb 9]^i|c|ungdre(i§nung. 
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5 : 2 — 150 : a: ; a; -= 60 (ßiter 1. ©orte) 

unb 150 1 — 60 1 = 90 1 bcr 2. ©orte. 

2) SBcifpiel. SBic t)iet ©über öon 0,800 fein tnufe man 
ju 1 kg reinem ©über nel^men, »enn bie Segierung ben gein* 
ge^dt 0,850 erl^alten foO? 

a) Slnflöfung mit SBenufeung beg geingelialteö. Der 
Seingel^alt beS reinen ©itberö ift gteid^ 1, ber jweitcn ©orte 
0,800 ninb ber neuen Segierung 0,850. 

©d^ema: 



+ 0,15 
— 0,05 



1 
3. 



1. ©orte 1 ' Segierung 

2. ©orte 0,800 0,850 

S)ag SSerpItnig ber erforberlid^en Duantitäten ift 1:3. 
@S finb alfo 1 kg reinem ©über 3 kg t)on 0,800 fein ju= 
ittfefecn. 

Söfung b). ÜRan gel^e t)om 3^fö| ä^^« Derfelbe ift 
im reinen ©Über gteid^ 0, in ber anbern ©ilberforte 0,200 
unb in ber Segierung 0,150. 

©eliema: 



1. ©orte 

2. ©orte 0,200 



Segierung 
0,150 



— 0,150 
+ 0,050 



1 
3. 



Die tt)eitere SBered^nung gefd^ie^t mie t)orl^in. 



17 



Srünftcr m\^mü. 

§ 84. Cegtiff itttb <liittei(ttitg bet ®(eii^ttttgett. 

©c griff. (Sine ©Ictd^ung ift bie SScrbinbung glet^er 
©rö^en burd^ hai ©leid^^eitöseid^en. 3)ie ^uiSbrücfe, toet^e 
tinte unb rc^tS t)om ©Ici^J^citticid^en ftel^cn, l^ei^cn ©citen 
bcr ©Ici^ung unb bic einjcinen bur^ + ober — mitcin- 
anber t)crbunbcncn ©röfecn »erben ©lieber ber ©leid^ung 
genannt. 3n ber (Steigung : 

X ^ b => c — d 

bilbet ber ÄuiJbrucf x + b bie Knie unb ber Äu^brucf c — d 
bie re^te ©eite ber (Steigung; bie gal^Ijeic^en x, h, c unb d 
finb il^re ©lieber. (SSergteid^e ©inleitung 11.) 

Stoccf unb Arten. S)ie ©leid^ungen bienen enttoeber 
jur S)arfteIIung ober jur ^uffinbung, Snttoidelung allgemeiner 
matl^entatifc^en ©efe^e ober jur SSerec^nung ber SSerte t)on 
unbefannten ©rö^en. ipierauf berul^t bie ©inteilung ber 
©lei^ungen in anal^tif^e unb algebraif^e. 

ffiine anal^tijd^e ©leic^ung ift eine jolc^e, in »etd^er bie 
eine ©eite blo^ bie Umformung ober @ntn)i(felung ber anbern 
barfteßt, j. S3.: 

(a + 6)« = a« + 2a6 + 6^ 

a« — 6« = (a + h) (a — h). 

aSiele mat^ematif^e fjormeln ((Einleitung 11) finb anal^tijd^e 
©leic^ungen. Sefte^en beibe Seiten einer anal^tifc^en ©tcid^ung 
aus benjelben ©rö^en, fo nennt man biejelbe öorjug^toeife eine 
ibentifd^e, j. 83.: 
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a + ^ *=* « + ^ 
a — 6 =« a — 6. 

3)a fotool^I bie anal^tifc^en als au^ fpeiieH bie ibentifd^en 
©letd^ungctt allgemein gültige matl^etnatifd^e ©ejefte barfteßen, 
[o ftnb fold^e ©leic^ungen unbebingt ri^tig, toel^en SBert man 
aud^ ben aOigemeinen 3^^^^^ beilegen mag. 

SCIgebraifd^e ©leid^ungen. @inb bagegen bie @eiten 
ber (Slei^ung nur unter ber 93ebingung einanber gleid^, ba^ 
einjelne Su^ftaben einen (ober mel^rere) . beftimmten 3^'^^^^- 
tuert bejeid^nen, fo l^ei^t bie (Steigung eine algebraif^e. 
2)a bie 9iid^tigleit ber algebraifd^en ©leid^ung burd^ einen 
beftimmten SSäert getoijfer SBud^ftaben bebingt ttnrb, mit 
anberen äSorten: ba bie 9ii^tigteit ber ®(ei^ung an bie 
öebingung gelnüpft ift, bag gemiffe Orö^en beftimmte 
(burd^ Stecftnung ju ermitteinbe) 3^'^^^^^^^^^ vertreten, \o 
nennt man biefelbe auc^ 93ebingungSgIei^ung. ^ud^ lommt 
bie SBejei^nung ,,J9nt^etif^e ®Ieid^ung" t)or. Die ©leid^ung: 

a; + 3 -= 10 

ift eine algebraijd^e, ba biejelbe nur unter ber Sebingung richtig 
ift, ba§ ber S3ud^ftabe x ben beftimmten SSäert 7 vertritt ffi8 
leud^tet ein, ba^ burd^ (Sinfe^ung bed beftimmten 3o^t^it^^^^ 
an ©teQe ber unbefannten 3^^! ^ fid^ bie algebraifd^e ©leid^ung 
in eine ibentij^e öertoanbelt. 

S3efannte unb unbefannte ©rö^en. Die in einer 
algebraifc^en ©lei^ung enthaltenen ©lieber, bereu SBert erft 
beftimmt werben mu§, bamit bie ©lei^ung in eine ibentijd^e 
übergel^t, ^ei^en unbefannte ©rö^en ober furjtoeg bie Un* 
befannten, »äl^renb biejienigen 3^^^^^/ ^^^ i^^ ©rmittelung 
beS SBertei^ ber Unbelannten gegeben finb, befannte ®rö§en 
genannt werben. 3n ber SHgebra ^jftegt man bie ju beftimmen^ 
ben 3ö^ten mit ben legten Suc^ftaben be8 fleinen lateinijd^en 
^pffaitti (x, y, z) unb bie befannten ©röfeen entWeber mit 
beftimmten S^l^Ien ober mit ben fleinen SlnfangSbud^ftaben beS 
lateinif^en Sllpl^abetS ju bejeid^nen. ©(eic^ungen, bereu befannte 
©rö^en nur SBud^ftaben finb, l^ei^en Utterale; beftel^en l^in= 



262 günfter Xbf^nüt (^leic^uiigen etpcn nitb stueiten ®rabe9. 

gegen bie ©elannten au8 S^ff^ntgrö^en (numeri), fo ncimt 

man bie ©leid^nng eine numerif^e. 

3e nad^bem in ben ®(ei^nngen eine ober meistere un- 

befonnte Qaf)Un outtteten, unterfd^eibet man Gleichungen mit 

einer ober mel^reren Unbefannten. Sine ©{eid^ung mit einer 

Unbefannten ift: 

a: + 12 = 20. 
2)ie @(ei(i^ung 

a + y = 30 

entl^SIt jtt)ei Unbelannten. 

§ 85. Umfotmung bet ®teii|iiitgen. 

9Rit einer ©leid^ung laffen fid^ metfad^e SSeränberungen 
t)omel^men; bie man inSgefamt mit bem SUn^hxud Umformung 
bejeid^net. S3ei Umformung einer ©leid^ung mäffen auf beiben 
Seiten biefelben 8le^eno}>erationen vorgenommen »erben. 

ipei|t bie ©(eid^ung allgemein: 

A = B, 

in toetd^er bie 3^^^^« ^ ^^^ ^ algebraij^e ©ummen (§ 43) 
unb> einfädle ^a\Un bejeic^nen foQen, unb brüdEt m irgenb eine 
ganje ober gebrod^ene QQi)i aug, fo !ann man mittete ber fieben 
©runbred^nunggarten (§ 28) bie folgenben neuen ©leid^ungcn 
bilben: i) A + m = B+m 

2) Ä — m = B — «I 

3) w • -4 = m • B 

4) ^ = 5 

^ n n 
5) A'^ = B^ 

6) yA = Vb 

7) »"log A = »"log B . 

3)ie SRid^tigfeit biefer abgeleiteten ©lei^ungen grünbet fic^ 
auf gett)iffe im erften Slbfd^nitt bei ben -einjetnen SRed^nungS» 
arten betoiefene Äe^rfä|e (§ 3, 3) Set)rf.; § 8, 7) Se^rf. u. f. ».)• 
aJiit SRüdffid^t auf bie Umformung ber ®Ieic^ungen fann man 
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bic buTd^ öorftcl^cnbc fjormcin bargcfteDten ®cfc^e jufammcm 
faffcn in folgcnbcn 

$att|itfa^: Sebe ®Ieid^ung bleibt rid^iig; tpenn mit 
i^rcn ©citen, b. \). mit allen ©liebern ber ©leic^ung, 
biefelben Sfied^enotjerationen burd^ bie gleid^e 3<^^^ 
öoUäOßen toerben. 

1) 3)ie burd^ bie gor mein 1) unb 2) auSgebrüdEten ßel^r= 
iä^c benufet man, um bie mit ber Unbefannten x üerbunbenen 
pofitioen ober negotiöen ©lieber üon x gu trennen, bejto. bie- 
fetben auf bie anbere ©eite gu bringen. 3- S3.: 

X — a + fe = c. 

?luf beiben Seiten biejer ©leid^nng a abbiert unb b fubtral^iert, 
gtebt: a: = a-& + c. 

2) S)en fiel^rfa^: @ine (Slei^ung bleibt ri^tig, totnn man 
jebe ©eite mit berjelben QafjH multiplijiert, toenbet man an, 
um bie in ©lei^ungen t)orfommenben ©iüiforen fortjujc^offen. 
3u biejem Swede muIti^jHjiert man äße ©lieber mit bem 
fleinften ^auptbiöifor fämtlid^er Quotienten. ®i^ fei }. 83. bie 
©teid^ung gegeben: 

X h , 

c a 

S)ie ©leid^ung mit ac multiplijiert giebt: 

ax — fec = acd, 

alfo eine ©leid^ung, in weld^er nur gange ßal^Ien üorfommen. 
SBenn aud^ bag gortfd^affen nur jold^er SSrttd^e notmenbig ift, 
in toeld^en x als 9lenner erfd^eint, fo ift bod^ bie SSefeitigung 
aller Cluotienten ju empfel^len, ba l^ierburd^ eine SRebuftion 
ber ©leic^ung burd^ SSereinigung gleid^namiger Sal^Igröfeen 
mögtid^ wirb. Sfl&f)txt^ über bie Sluflöfung üon ©leid^ungen, 
in XDtläjtn Quotienten auiS algebraifd^en ©ummen üorfommen, 
bringt § 89. SBirb eine ©leic^ung mit (—1) niultipliäiert, 
fo erl^alten atte ©lieber bai^ entgegengefe|te SSorgeic^en. 

3) SSon bem fiel^rfa^e: 3Ran fann eine ©leic^ung bur^ 
biefelbe ßal^I bioibieren, mad^t man Slnttjenbung: 1) um bie 
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mit etilem ^ftor (ftoefftiieitten) be^ftete unbefonnte ®rd|e 
Doit elfterem (u befreien; 2) um eine iSinäfmq auf eine ein- 
folgere %oxm ju bringen, nienn bie ©lieber- einen gemeinfd^ft- 
{i(^n %oStoT ffobtn, ). SB.: 

1) 6a: — 48; ax^b + c. 

XHDibiert man beiberfeiti^ burc^ 6, bejm. a, fo er^&It man: 

ar — 48:6 = 8 unb rc — (6 + c):a. 

2) begeben: 

a) 20ar+ 15y = 60; 

b) (a + b)x + (a' -V)y = (a + by. 

©ftmtlid^e ©lieber ber ©leic^ung unter a) ^aben ben ^tioi 5 
gemeinfam. S)iefe(be auf eine einfachere i^orm gebracht, giebt: 

4j; + 3y— 15 ober l|rr + y — 4. 
3)ie ®{ei^ung unter b) burd^ a + b btüibiert, liefert: 

X -\- (a — b)y — a + 6 • 

93ei 8uf(öfung ber ©teic^ungen mit mel^reren Unbefannten 
mittete ber SlbbitionS- unb @ubtraItionSmetl^obe !ommt ber 
unter 2) angegebene f^aQ oft t)or. 

4) $(nn)enbung wn formet 5): (Srfd^eint in einer ©teid^ung 
bie unbefannte ©rö^e unter bem SSurieljeid^en; fo tann 
man (e^tereS baburd^ befeitigen, ba^ man bie SBurjelgröge 
adein auf eine @eite fc^afft unb bie ©(eid^ung^ b. 1^. beibe 
©ettcn, mit bem SSäurjcIcjponenten potcnjiert. 3ft i. 99.: 

}/^_8 = 16, 
fo ift nad^ 1): 

}/i«= 16 4- 8 =»24. 

^otenjiert man biefc ©lei^ung mit bem ffisponenten 2, fo 

<*^^*- (Vi)* = 24^ ober a;-576. 

SRan l^üte fid^ t)or bem t^el^Ier, bie einjelnen ©lieber einer 
©leid^ung ju potenzieren. 

5) aSenu^ung öon gormel 6): 2;ritt in einer ©leic^ung 
bie Unbelannte at8 a3afig einer ^otenj auf, fo lann man bie 
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Unbelannte ))on intern Deponenten befreien; inbent man bie 
^otenjgtö^e ^r» allein auf eine ©eite bringt, rc" ifoliert;. 
unb bann beibe @eiten biefer ©(eid^ung burd^ ben ^otenj- 
ej^jonenten n robijiett. SBenn: 

fo ift nad^ 1): 

a;2«=39 + 25 = 64. 

giel^t man nun auS beiben @eiten biefer ©leid^ung bie Duabrat- 
tour}e(, f erl^ält ntan :r «» + 8 . SRan bead^te \x>o%i, ba^ nur 
jebe ©eite, nic^t jebe8 einjelne®Iiebber ©leid^ung rabijiert 
»erben bar f. Äud^ ift ba^ SSorjeid^en ber SSäurjet mit SBor- 
fid^t an5un)enben. {^(xn t)erg(eic^e bie SBemertungen § 19 am 
©d^Iuffc unb bie fiel^rfä^e unter VI, ©eite 119.) 

^ui^ffil^rlid^ere^ Aber bie SSel^anbtung t)on äSur jelglei^ungen 
ift in § 90 entl^atten. Sft t^ aud^ geftattet, eine Oleid^ung 
ben Sled^enoperationen ber jtoeiten unb britten ©tufe burd^ 
ju untermerfen? 

§ 86. Otbnen unb VttffSfett bet ^teii^unBen. 

(Srfd^eint in einer ©teic^ung bie Unbefannte bur^ ixotx 
ober mel^rere Operationen mit onbern ßa^Ien üerbunben ober 
ate S)it)ijor t)on Quotienten, jo nennt man bie ®Ieid^ung eine 
ünenttoidfelte; fül^rt man bie 9ted^enarbciten aug, um bie 
Unbefannte t)on ben mit il^r öerfnüpften (Süebem ju trennen, 
ober fd^afft man bur^ Umformung bie unbefannten ©rögen 
aui^ ben S)it)if oren fort, fo l^at man eine enttt)idfelte ©lei^ung. 
©0 finb j. 85. bie ®Ieid^ungen: 

1) (a + xf + {x-'l)x = c 

2) yx — a + {h — x)c = d 

** + 2aJ a; + 6 

X — 6 X — 4 

unenttt)idfelte unb bie folgenben: 

2x^ + (2a — 6)ir + a* = c 

^3 — 3a;2 — Src + 36 = 
bie entwidfelten ©leid^ungen öon 1) unb 3), 



3) 



266 t!fünftet Slbf^nttt. ©letd^ungen erften uttb gioeiten (ihrabed. 

S)ic crfte Arbeit beim Äuflöfcn einer gegebenen ©leid^ung 
ift ba3 SntoidEeln unb Drbnen berjelben. S)ag Drbnen ber 
©(eid^ungen gefd^tel^t baburd^, bo^ man bur^ Umformung aUe 
©lieber, in »eld^en bie Unbefannte (§aut)tgrö|e) öorfommt, 
auf eine ©eite bringt unb biefelben nad^ faßenben ^otenjcn 
aufeinanber folgen Iä|t, tt)obei ju bead^ten ift, ba§ bie l^öc^fte 
^otenj ber Unbefannten pofitit) unb mit bem Äoeffijienten 1 
belauftet fein mu|. S)ie oHgemeine %dxm einer georbnetcn 
©(eid^ung beiS t)ierten ®rabe^ ift: 

a^ + ax^ + bx^ + ca: = d, 

beg wten ®rabeS: 

x*^ + fl^**-^ + 6:1;»"-^ cx = d. 

Sefonberg ift e§ gebrou^Iid^, eine ®Ieid^ung fo urnju- 

geftalten, bag aüe ©lieber auf einer ©eite ftetien, alfo bie 

anbere Seite 9luU ift. S)iefe Umformung l^ei§t, bie 

®Ieic^ung auf 9lun rebujieren. ©0 j. 83. l^eigt bie ber 

©leid^ung: 

a — 6 — a?* = c — ic^ + rc 

entfpred^enbe auf 9luII gebrad^te ©Icid^ung: 

a^ — x^ — ic + a — h — c = 0. 

a3eim Drbnen ber Oleic^ungen ift folgenbei^ SSerfal^reu 
einjufd^Iagen : 

1) S)ie S3rfid^e ober S)it)iforen finb fortjufd^affen. 

2) 3)ie Älammern muffen aufgelöft werben, jiebenfaQ^ in 
bem gaUe , wenn bie Unbefannte at^ ©lieb etnc$> 
jufammengefefeten SlammerauSbrudfg Dorfommt. 

3) (grfd^eint bie Unbefannte unter bem SSäurjeljeid^en , fo 
mu^ fie üon biefem befreit werben. 

4) aSringe man bie unbefannten ©lieber alle auf eine ©citc^ 
fo ba| fattenbe ^ßotenjen entftel^en. 

5) gaft burd^gängig fann man beiberfeit^ mel^rere ©lieber 
burc^ Slbbition unb ©ubtraftion in ein einjigeS (Stieb 
vereinigen unb baburc^ bie ©leic^ung auf eine geringere 
%\iyx\^\ öon ©liebern rebujieren. 



§ 86. Orbnen unb lluflöfen ber @)Ieid^ungen. 267 

3e nod^bem nad^ bem &nttoiddn unb Orbnen einet ©tei^ung 
bie Unbefannte in ber crftcn, jweiten, nten ^otcnj erfd^eint, 
nennt man bie ©(ei^ung t)om erften, jmeiten, nten ®rabe. 
2)ie ®Ieicf)nngen t)om erften (Srabe l^eigen aud^ einfädle ober 
lineare*), bie öom jttjeiten aud^ quabratif^e, üom britten fubifd^e 
unb bte t)om t)ierten Srabe biquabratifd^e @Ieid^ungen. ^ontmt 
in einer ©(eid^ung bie Unbefannte ate ©jponent einer ^otenj 
ober einer SBurjel t)or, fo nennt man bie ©leid^ung eine trau 8 * 
cenbente**) ober SEponentialgteid^ung, j. 85.: 

5* «= 25 ; 4* = 64 . 

>/27 = 3; >/256 = 4. 

S)cr ®rab einer olgebraifc^en ®Ieid^ung lann erft bann 
mit ©i^erl^eit ongegcben »erben, tt)enn erftere entttjidfclt unb 
georbnet ift. S)ie ©leid^ung: 

_^1- -4- -il- = 12 

id^eint eine ®feid^ung erften Orabet ju fein. S)agegen l^at fie 
nac^ il^rer ©nttoicfelung unb Umformung bie gorm: 

unb ift bal^er eine ©leid^ung t)om jmciten ®rabe. S)ie 
©leid^ungen : 

4x^ + 25:r « (^ + 7)^ + 3:^2 + 6 
{2x + 3)* + (4x - 5)^ = 20fa; + 2)* + 8 



1) ®er ^udbrud „lineare'' (Slletd^ung ftammt au3 ber anall^tifc^en 
Geometrie, toox'm eine gerabe Sinie burd^ eine ©(eid^ung erften ®rabed 
Stmfd^en x unb ^ bargefteSt mirb unb umgelel^rt eine {olc^e ©leid^ung 
ftetd eine gerabe Sinie be^eid^net. 

2) ^ie ©eaeid^nung „traniJcenbcnt" ^at Seibnij eingcfül^rt. 3« 
ben trandcenbenten (^leid^ungen ift bie Unbe!annte mit ben be!annten 
Sagten nid^t b(og burd^ aritl^metifd^e, fonbern aud^ burd^ trani^cenbente 
9ied^eno))erationen t)erlnü|)ft, meiere fo 5U fagen bie ^&fte ober äRittel 
ber Algebra gebiö^nlic^ überfteigen. ®ie trandcenbenten @)Ieid^ungen 
bilben für ftc^ eine befonbere Slrt. 3« biefcr ©d^rift toerben nur 
algebraifc^e Gleichungen bel^anbelt. 
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gehören fc^einbat bem jiDeittn @Tabe an, i^re Sntandelimgen 
mtb nmfonnuitgeit (iefent Me Gleichungen erften (SrabeS: 

llz + 55 = 

unb 108a: + 54 = 0. 

3ebe t>oiQtltQtt &itxijms ^^^ ^^^ ttnbe!annten, gleici^mel 
Don totüftm @xobt fte ift, fann auf eine beftintmte fj^otm 
iurfidEgefü^rt nierben; meldte bie &Ui^nnQ beSfelben (Srobed in 
einfad^fter SBeife barfteQt. SRan nennt biefe f^onn bie yioimaU 
form ber ©leid^nngSart. 2)ie SJonnalfonnen einet ©leid^nng 
erften nnb }n)eiten ®rabei^ ftnb: 

1) arc = 6 

2) a?* + px = + g . 

^t man bie ©{eid^ung georbnet, fo beginnt bie $(uf(öfung 
berfelben. Sine ©leid^ung auflöfen l^eigt, für bie Unbefannte 
einen SEBert fud^en, n)etd^er ber ®Ieid^ung genflgt, b. 1^. an ©teile 
Don X gefegt, bie olgebraifc^e ©leic^ung in eine ibentifd^e 
Dermanbelt. liefen 993ert nennt man SSurjel ber @(eid^ung. 
3)ie unbeftimmten; quabratifc^en unb l^ö^eren ^teid^ungen tt^erben 
burd^ meistere SBerte befriebigt, unb jtt^or l^at jiebe ©leid^ung 
fo Diele äSurjeln^ aU ber $otenje|:ponent ber Unbelannten 
ffiinl^eiten bejeic^net. (Sergleid^e Seite 120, Sel^rf, 1) unb bai^ 
bort in ber Slote ©cfagte.) S)ai^ SSerfa^rcn jur Äuflöfung 
beftel^t barin, ba^ man bie @(eid^ung burd^ Sle^enoperationen 
Deränbett, V\^ bie Unbefonnte birclt burd^ eine SSetbinbung 
mit nur befannten QoifUn au^gebrüdCt toirb. 

(Stefd^td^ttid^e IBemetfungen. ®et 9iamt „Xtgebta", mi^tx 
5ttn&4ß ^i^ 9(uf(öfung9(e^re ber ^teic^uttgen utnfagt, l^at feinen Urf^^rung 
in bem arabifd^en Sorte „algebr**. ^ot^ammtt> ben SRttfa gebrottdftte 
^uerfl bie iBe5eid^iitttigen „algebr walmukäbala", meldte inbel^ nur ^tDei 
bei ber ^uftöfung von (Ifteid^ungen Dorfommenbe Siegeln audbrüden. 
„Algebr" (restanratio) ^ei^t {o biet afö SBieberl^erftellung, (Sr« 
gftn^ung unb be^ei^net bie 9%eget, moburd^ eine ®(et(^ung fo umgeformt 
mirb, ba^ fömtlid^e (S^lieber ))of ititi »erben. @o ift $. 16. in ber ^leid^nng 
a* — 6 » 8 bie S^V' ^ ^^^ (Srgän^ung 5tt x, moburd^ bie neue (Sleid^ung 
o; » 8 4- 6 entfielet. 3u 6))anien »irb nod^ l^eutjutage ber SBunbar^t 
„algebrista" genannt, »eld^er ^amt ebenfalfö bon „algebr" l^errül^rt. 
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S)a9 Sßort walmnk&bala (oppositio) bebeutet fo üiel ald Gegenüber« 
ftettung, uitter toetc^et bad ^ebeit gletd^et (bliebet auf beiben Seiten 
einer ®(ei(l^ttng ^u üerfiel^en ift. 80 folgt §. IB. and x + a^h + a 
tnt neue (Sleic^nng x^h, inbent bie gleiten bliebet + a megfaSen. 
3m Saufe ber S^t ^^^ ^^^ ^<^^ ^^ß^ ^(>^ Algebra allgemein in 
(S^ebrauc^, SUgteid^ erl^ielt biefer 9tamt eine »weitere IBebeutung, fo ba^ 
man fogar aud^ bie allgemeine llritl^meti! mit einfd^Iiegt. 

<Sleti^un$^n wm txpn (Sxc^t mit eintv taAeiuimlen (Sr9|e. 

§ 87. 9ttf(ofttng bet etnfai^nt ^tei^fttttten mit einet 

Itniiefanttten. 

®te einfa^ften Oleid^ungen erftcn ®rabeg finb btejenigen, 
in toeld^en bie Unbetannte x nur einmal unb nur jtpei betannte 
Qoi)Un t>ortommen. S^re Slufldfung gef^iel^t unmittelbar burc^ 
Sntoenbung getpiffer im erften Sbf^nitt bei ben einzelnen 
9te(l^nun9St)erfa]^ren aufgefteQten aritl^metifd^en ©runbgefe^e. 
(SRatt je^e § 5 bie ©efe^e unter 2) unb 3), § 12, 1 unb 2), 
§ 15, 2), § 18 unb § 28, 2) unb 3).) SBir laffen ^ier bie 
einfad^ften Gleichungen mit il^ren Sluflöfungen folgen: 

{a? + a = 6 (x — a «« 6 (a — x = b 

xtBsO — a; (;r==a + 6; [x=a — 6; 

{ax^h (n?:a = 6 (a:x'=b 




?lui^ biejen Äuflöjungen folgern wir bie folgenben fo- 
genannten Xran^pofition^regeln, b. 1^. Siegeln über bie 
SSerfefeung ber ©lieber, gaftoren u. f. xo., toeld^e bie ®runblage 
be§ Serfal^reni^ bei ber gebräuc^lic^ften Äuflö[ung8mett)obe »er- 
ttjidEelter ©leid^ungen bilben. 

1) aJian lann alle ©lieber, mit benen bie Un« 
befannte burd^ + öerbunben üorfommt, ol^ne toeiterei^ 
mit entgegengefc^tem SSorgeid^en auf bie anbere Seite 
f d^affcn (I, II unb III). S)ieje SSerfefeung l^ei^t nid^ti^ anbere», 
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al8 bic ©lieber beiberfeitS abbtereti, bejw. fubtral^iercn. 3ft a: 
mit einer algcbraij^cn ©umtnc Dcrbunbeit; fo transponiere man 
bie Jette mit einem SR ale anf bie anbere Seite, fo j. ®. j^reibe 
man au«: a: — (a — 6 + c)*=d 

fofort ^in: x = (a — h + c) -{- d. 

SRan ad^te befonberS barauf, ba^ nur fotc^e Sluebrücfe t)erfe|t 
»erben bürfen, welche unmittettar aU ©lieber einer ©eite 
erjc^einen, nid^t aber fold^e, toeld^e nur Steile t)on ©Hebern 
finb. galfd^ ift e8 j. 83. , au«: 



X — a , 



bie ©leid^ung: 



X 



c 

ju bitten. 9lic^tig aber ift: 



a + b 



X «IT 

- = 1-0. 

c c * 

SluS (a — b) ' X ^= c folgt nic^t ax ==^b -\- c. 

Obige Sfiegel toirb befonberg benufet, um eine ©teid^ung jmif(^cn 
jmei algebraifc^en ©ummen auf yiuU, bejtt). i^re 9lormaIfonn, 
JU rebujieren. 3n ber SRegel transponiert man beim ?luflöfen 
einer ©leic^ung alle ©lieber mit x auf bie tinfe unb bie be^ 
lannten ©lieber auf bie re^te ©eite. 9Kan fann inbeS bie 
Unbefannten aud^ auf bie redete ©eite transponieren, maS in 
mandien %&ütn jtoedfmä^ig ift. 

2) Seber gaftor einer ©eite toirb S)it)ifor bet 
anbern ©eite unb umgefel^rt: ein S)it)ifor ber einen 
©eite fann als gaftor auf bie anbere ©eite gefegt 
toerben (IV unb V). 

3) Sft eine ©eite eine SJifferenj ober ein Duotient/ 
fo fann man ben ©ubtra^enben ober ben 2)it)ifor mit 
ber anbern ©eite üertaufd^en (III unb VI). SSergleid^e 
§ 5, 3) u. f. f., § 12, 3) u. f. to. 

4) ©in ^otenjejponent ber einen ©eite fann aU 
SBäurjeleEponent auf bie anbere ©eite gefegt merben 
unb umgefel^rt: ein 3BurjeIeEponent ber einen ©eite 



F 



§87. f(ttfl5fttng ber (infamen @)Iei(l^ungen mit einet Unbe!atinten. 271 



toixb ?ßotenjcjponent ber anbern ©ette (VII unb VIII). 
@o folgt QttS: 

y^=9 fofort x-=-9^^8l, 
unb aud: 

x^ = 144 fogleic^ a; = + 12 . 

ÄuS SJorfte^enbem ergiebt fid^, ba§ bie Umformung utib 
Stuflöfung ber Olei^ungen t)or^errfc^enb im Zxan^ponmtn 
befte^t. — gür bie ^ßraji^ merfe man fic^ noc^: S)ie 
©letd^ung bleibt ri^tig, menn man bie SSorjcid^en 
aller ©lieber umfel^rt. S)ie8 folgt baroug, ba§ man aUe 
©lieber öerjc^en ober mit ( — 1) mnltiplijiercn barf. 

S)ie ©lei^ung unter VII gel^ört ju ben ©leid^ungen 
^ö^ercr ®rabe unb il^re öoQftänbige 2(uflöfung (n SBurjeln) 
überfd^reitet ben Slal^mcn biefer ©^rift, fobalb ber SBurjet 
ejponcnt bie ß^^t 2 überfteigt. 838enn aber b eine pofitiöe 
Qaf)i bejeic^net, fo fann man fteti^ eine SBurjel beftimmen. 

55)ie unter 1) bis 4) entl^attenen Oeje^e fönnen jufammen- 
gefönt ttjerben in folgenbes 

5) ^attfitgefe^ für bie 93e]^anbtung einer (Steigung: @in 
SuSbrud, melc^er burd^ eine beliebige Slcd^enoperation mit 
einer ©eite ber (Slcid^ung oerbunben ift, toirb auf bie anbere 
Seite gefd^afft, inbem man ben SluöbrudE burc^ bie um ge- 
feierte SRed^nungi^art mit biefer ©eite üerfnüpft. 

6) 3ft bie ©leid^ung eine jufammengcfc^te, entl^ält fie 
namentlid^ Cluotienten, ^robufte unb SBurjeln, fo mufe biefelbe 
äuerft burc^ Äntoenbung ber aritl^metifd^en ©eje^e unb ber 
SranSpofitionSregeln auf bie allgemeine 

5RormaIform: ax = h 

jurüdEgefü^rt merben. 3n biefer ©leid^ung bejeid^net a bie 
Qlgcbraif^e ©umme ber Äoeffijienten t)on x unb baiS Slbfolut*^ 
güeb l bie algebraifc^e ©umme aQer ©lieber ol^ne x. 2)ie 
äuflöfung oorftel^enber ©leic^ung ert)ält man, toenn mau beibe 
©eiten burd^ a bioibiett. ?llfo ift: 

a; == 6 : a. 
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SeifpieL ®ege6en: 
9,45a;-(0,945+9,45ic)0,945=0,945a?~(9,45-0,945a;)9,45. 

Stuflöfung. @tatt bie angejetgte ajhtltiplifation au^^ 
iufü^rett; bit>ibieren tpit bie ganje ®Iei^ung burc^ 0,945^ fo 
ermatten toir: 

lOic - (0,945 + 9,45a:) = ic - (9,45 - 0,945ic)10. 

3)ie klammern geldft unb bie ©(eid^utig georbnet, liefert: 
94,5 — 0,945 = x + 9,45ic + 945a: — 10a:- 

SSereittigt, giebi: 

93,555 = 9,9a: (giormalform); 

folglich: 

X = 93,555 : 9,9 = 9,45 . 

9la(S)toti^, ba§ bie Söfung richtig ift. S)er für Ut 
Unbefannte gcfunbctie SBert ift richtig, tocnn burc^ @infe|uxig 
biefe« SBcttei^ an ©teile wn x in bie gegebene ©tcid^ung 
bet Setrag beiber ©citen glcid^ ift, mit anbeten SBorten: eine 
ibentif^e Oleic^ung entftel^t Da bieg ber gaU ift, fo genügt 
ber vorgelegten ©tei^ung ber SButjelwert x = 9,45.*) 

§ 88. Sel^rfa^e filier ^teii^ttttgen; VttffBfung buri^ Setleottitg 

in ^attoreit. 

1) Sel^tfa^: äBenn eine unentn^idelte ©teid^ung 
burc^ (Sinfe^ung ber SBerte a^ = ober a; = cx) in eine 
ibentifd^c übergel^t, fo wirb berfelben bnrd^ btefc 
SBerte genüge gcleiftet. 

93eifpiel. S)er ©Icid^ung: 

X + 6 X + i% 

14 — X 17 — X 

genügen bie beiben SBerte iCi = 10 nnb 0:2 = cx>. 



*) (£d em))ftel^It fid^, bag ber Sernenbe nad^ ieber ^ufldfung einei 
©letd^ung butd^ (Sinfegung bed erl^altenen SBerteS für a; in bie ur(prftng: 
lid^c ©Icid^ung bcn ^ad^tod^ liefere, ob ber SBert bie ©leid^ung in eine 
ibentifd^e t)ern7anbelt. 
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2) Se^tfa^: %xitt eine Unbefannte ober ein ju« 
fammengefe|ter SluSbrud berfelben aU ^aftor einer 
®leid^ung auf, fo liefert biefer gaftor, gleid^ SluII 
gefegt; eine befonbere SSeftimntung^gleid^ung fflr bie 
Unbelannte. 

Slad^ § 40, 2 l^at näniü^ jebe^ $robuIt, in toeld^em nur 
ein gaftor SluO ift, ben Saäert «ftuO. ÜRit^in mufe jcber SBert 
für X, tt>e(d^er einen f^aftor ber ©leid^ung ju 9luQ ntac^t, bie 
äugbrficfe auf beiben Seiten berfelben fämili^ in 9luD üer^ 
»anbeln, aljo bie ©leic^ung befriebigen- 

Seifpiele: ax — bx = x. $ier l^at jebeS ©lieb ber 
©leid^ung ben gaftor x; eS ntu§ alfo a? = bie SSäurjel ber 
©leid^ung fein, ©leid^ungen tt)ie bie üorftel^enbe l^aben über* 
l^aupt nur biefe Äuflöfung. 

©egeben: x* — 8x=x. Da x ali gaftor ber ©leid^ung 
auftritt, fo genügt iCi=0. Slui^ ber bur^ 3)it)ifion erl^altenen 
©teici^ung ic--8«l folgt rcj—O. S^^^egt man bie gegebene 
©leid^ung in ein $robuIt, fo entftet)t (a; — 9)a: = 0. Slui^ 
biefer SJarfteöung ergiebt fid^ flar, ba§ f otool^I bie Unbefanntc x 
als aud^ ber Äugbrucf x — 9 ein gaftor ber ©leic^ung ift. 
Wtan i)at bal^er: 

1) 0? = unb 2) 0? — 9 «« 0, ober x = 9. 

®iebt man ber ©leid^ung: 

5a? - 40 = |(a; - 8) + 8 - ic 
bie fjorm: 

5{x — 8) = i(x - 8) - (x — 8) , 

fo erfennt man beutlid^ ben gemeinfd^aftlic^en gaftor x — 8 
ber urft^rünglid^cn ©tcid^ung. ©e^t man a; — 8 = 0, fo ent* 
fielet bie ibentifd^e ©leid^ung 0=0, unb mitl^in mufe ber SBert 
a; = 8 bie vorgelegte ©leid^ung befricbigen. ßu bemfelben 
©rgebnii^ gelangt man, toenn man obige ©leic^ung auf SluH 
rebujiert unb bie linfe ©eite burd^ ein ^ßrobuft aug algebraifd^en 
Saluten barfteHt. 9Kan l^at: 

(^_8)(5-i + l) = 0; 

€ defilier, «tit^tnetit 18 



274 Sfinfter ttbf^ititt Wti^nn^en txftai unb ^toettcn Q^vaM. 
folflltt^: 

^-8 = 5-:zj:pi-0 nac^ § 40, 3) Schafe. 

löjc + 30 — 9x + 50 

(&^t fi(^ lei^ auf bie ^orm: 

5(3x~10) = 3(3a; — 10) 

bringen. S)er gemetnfame %ahox biefer (Sleic^ung Sx — 10 
gleu^ Stud gefegt; liefert x^^. SSatum Vjt t^ algebratfd^ 
un^uläffig, bie (Sleic^ung: 

5(3x — 10) = 3(3a; - 10) 

bur(^ ben «uöbrucf 3ar — 10 jn bimbieren? 

9ttS Sorftel^enbem ergiebt fid^, bo^ man in mond^en %SSitn 
jnr ^uflöfung einer ®tei(^ung gelangt, n)enn man biefelbe ouf 
9tvifi rebujiert, bie algebraifc^e ©umme ber einen @eite in ein 
^robutt t)em)anbeU (§ 47) nnb ben t^aftor, ber x ent^ült, 
gleich 3luU {e|t. 

©egeben: 5(x^ - 25) = S(x + 5)«. 

«uflöfnng: 

(x + 5)(2a:- 40) = 0; 
folglid^: 

Xf — ~~ iu V/ f Xa —^ ~~" O • 

§ 89. Cel^anbtnng Hon tfleii^nngen, in toeli^en Onotienten 

borlommen. 

1) äßan fc^affe bie SSrud^e fort, inbem man äffe ©lieber 
ber ©leid^ung mit bem Hauptnenner ber in il^r cntl^altenen 
Duotienten multiptijiert. Ober man giebt fämtlic^en ©liebem 
ber ©leic^ung benfelbcn SRenner; läBt man atebann Ie|teren 
fort, fo ift bie SKuItipIifation ber ©leic^ung mit bem Haupt- 
nenner üoQjogen. ©ei ber ^Bereinigung ber Quotienten ift 
wol^l ju bead^ten, ba§ jicbe ßal^t in fotd^en Duotienten, bie bau 
Sorjci^en — l^aben unb bereu S>^f)Ux atgcbraijc^e ©ummen 
finb, nac^ SBegfalt be« SBrud^ftrid^eg ba« entgegen- 
gefegte SSorsei^en erl^ätt. 



§ 89. SSel^anblung DonQJIeid^ungen, in welken Ouotienten ooTlommen. 275 

SSeifpiete. ©cgcbenc &idä)VinQ: 

2a; 4- 6 __ 8a; — 8 , 6a; — 7^ 7a; + 16 , 4a; — 8 .. 

3 4 ' 6" 6 "• ^12 ' 

$[uflö)utig. 2)ie ©teic^utig mit bem fleitiften ^anpU 
nennet ber 93rüc^e multiptijiert, liefert: 

20(2ir + 5) — 15(3a; — 8) + 12(5ä? — 7^) — 10(7 a; + 15) 

+ 5(4a; — 8) = 0. 

gül^xt mon bie ongebeuteten 2KuIti|)Ii!ationen ouS, unb otbnet 
unb vereinigt in ber erl^altenen ©leid^ung, fo entfielet: 

5;r — 60 ; mithin a; = 12 . 

begeben: 

2a; —^3 4a; — 9 8a; -- 27 __ 16a; — 81 ^ 9^ 
Tö 2Ö *** 30 24 40 ' 

^uflöfnng. SJ^an bringe bie Quotienten auf ben ^anpU 
nenner 120, fo erl^filt man: 

8(2a;— 3) — 6(4a; — 9) 4(8a; — 27) — 6(16a; — 81) — 3 - 9 

120 120 

ßäfet man ben |)auptnenner fort, fül^rt bie 2RuItiptifotion unb 

©u6traftion aug, orbnet biefe ©leid^ung unb oereinigt, fo er= 

giebt fid^: 

40^ = 240; folglich x^6. 

2) Sn mand^cn gälten ift eg jiüedmä|ig, t)or bem SBeg* 
fd^offen ber 93rüd^e bie ®Ieid^ung burd^ Bereinigung ber tjor^ 
l^anbenen ganjen Qa^m unb fold^er 83rüc^e, bie leidet im 
So^jfe ju abbieren finb, ju lürjen. S)oburd^ »erben oft er- 
^eblid^e Sted^enarbeiten erfpart. ß. 33.: 

©egeben: 

16a; + 7 , a; — 16 2a; + ^ 

24 ' 177 — 9a; 3 

Sluflöfung. S)a ^^^ = ^^^T^. ^^ if*/ »^"« "^«n 
ben Slugbrudt ^^^^ ^ transponiert unb benfelben mit ^^^^^^ 
vereinigt: ^^zii^ _ JL ; u. f . tt). 

177 — 9a; 24' ' 

18* 



276 Sfiüfter Kbf^mlt. Wiadßn^tu ecfleii unb itoeitai 0rabe«. 
begeben: 

9j + 4 , 4x— 19 ^^ 6X + 32 __ ila;+ 13 
öjT^ 48 ' 61 ■" 17 61 

Suflöfung. SSringt man bot Ouotienten ^^^^ — auf 

bm SimfoT 51 unb trani^pomert beti ffmitn Quotienten; fo 
entfie^: 

9a; + 4 15g + 96 llx + 13 4j;— 19 

6x — 48*" 51 51 61 

ober: 

9x + 4 ^^ 15a; ~ llx ~ 4a? + 96 ~ 13 + 19 ^ 

5x — 48*" 61 

S>enma^ ift: 

9x + 4 — 2(5a: — 48;; folglich x = 100. 

3) S)ie Unbefannte x erf^eint im Slenner, unb stnor ^at 
bie &ldäfmiq bie %oxm: 

a . b 

= C. 

mx ' nx 

@egeben: 



3 a; ' 6x 9x ' 12 x 

Um in biefer @Iet(!^ung bie SBrflc^e fort}ufc^Qffen, tonnte 
man biefelbe mit 36 a; multiplizieren . ober f amtlichen @{tebem 
ben iRenner 36a; geben. Orbnet man bie t)orgeIegte ©teic^ung 
unb t)ereinigt, fo entfte^t: 

9x • \2x Sx 6x 

3)iefe ©leid^ung mit x multipliiiert unb bie S3rfl(l^e t^ereinigt, 

Öi*t-- H=12;.; folglich . = ^. 

4) @eti)iffe Ouotientengleid^ungen faffe man al§ Proportion 
auf unb n)enbe jut SSereinfad^ung berfelben ben beiügli(!^en fie^r^ 
fa| au8 ber $roportionSle^re (§ 74) an. SKan fel^e bie ^n^ 
merfung ober biefen @egenftanb @eite 216 unb bie bort aud^ 
geführten S3eifpiele. 

@egeben: x + m ^/ a + b y 

X — m Va — 6/ 
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Äuflöfung. (Stitoidctt man bic ^oteti} bc8 Duoticntcn 
xtä)ti unb »enbet bcn 2) Sel^rfotf § 74 ouf bic ctl^ottcnc 
®tcid^utig on, fo entfielet: 

©egebeti: ax + h ^ m + n 

ax — h m — n 

Slttflöfung. SRod^ bcm tjotl^iti ongetoenbcten Sc^rfotfe ift: 

h n ' > ö •^ an 

§ 90. Se^anblttttg Hon flBntjelgleiilttngen. 

@rf(!^cint in einer ©teid^ung bie Unbcfannte nnter bem 
aBuräeljeid^en, jo nennt mon bie ©leic^nng irrational. (Sine 
©leid^ung rational maii^en l^ei^t, bie SBurjelau^brüde (3rratio= 
naiitäten) aug berfelben »egjc^affen. SKittel, bie ©leid^ung öon 
ben in il^r entl^oltenen aBurjeln ju befreien, finb: a) 5ßotenjiernng 
ber ©leid^ung mit bem SBur jetejponenten ; b) bie ©infül^mng 
nener Unbcfanntcn in bie SBurjelgleid^ung. 

a) 1) |)anptregel: SBejtnbet fic^ in einer @Iei(!^nng nur 
eine SBurgelgrö^e, fo bringe man biefetbe auf eine ©eite aßein, 
ifoliere bie SBurjel unb jjotenjiere bie fo umgeformte ©leid^ung 
mit bcm SBurjeleEponenten. 

©egeben: VlX'-^lO + 16 = 25 . 

Sluflöfung. 

]/7a; — 10 — 9; 7ic — 10 = 81, atfo a;=13. 

2Ran pte fic^ t)or bem gel^Ier, bie einjelnen ©lieber einer 
©teid^ung ju potenzieren ober ju rabijieren. (SBergteid^e bie 
Siote am ©d^Iuffe beg § 19.) SBoHte man bie vorgelegte 
äSurjelgteid^ung ol^ne oorl^erige 3foIierung ber SBurjel 
potenjieren, fo bliebe te^tere in ber QJIeid^ung. 

2) (Sntptt bie QJteid^ung jttjei ober mehrere S33urjeln, fo 
mu| bie unter 1) gegebene Sieget ttjieberl^ott ongettjenbet »erben, 
©leid^ungen biefer ?lrt finb im allgemeinen quabratifd^. ©ollen 



278 Sr&nftft Hbf^mtt 9itid^nnqtfi erfieit tmb 5.Deüeit 9rabe^. 

©{fuj^ungen mit ixotx Wnxytla tiom erften (SHrabe fein, f o mu^ x 
nad^ bem erften ^otenjieren beim Sereinigen ber rationdeit 
@Iieber nvegfaDen. IHefe Sebingnng mitb oon aSen @Iei(!^ungen 
t>tm ber f^rorm: 

Yax + b + Yax + c = d erfüDt 



efegeben: 2V'9jr-f- l — 3^40: — 3 = 1 . 

Suflöfnng. 

2}/97^ri „ sy4x~^S + 1. 

^efe @Iei(!^nng inS Ouabrat erhoben, giebt: 



36x + 4 — 36x - 27 + 1 + 6/4x — 3. 



»ereinigt: 30 — GYAx -3 ; 

bur(^ 6 bioibiert: 

5 = ]/4 x^— ~3 , alf D X — 7 . 
@Iei(!^ttngen Don ber ^orm: 



Yax + b + V'ca: + rf = Y^^+f 

finb im allgemeinen ebenfalls Dom jtt^eiten @rabe. SEßenn mon 
in t)orfte^enber ©(eid^nng bie SBnrjeln befeitigt, fo l^t eine 
@eite ber er^oltenen Snbgleici^nng ben SnSbmd 4ac - x^, bie 
anbere {e — a — cf • x^, Damit olfo bie quabratifd^e ®nb= 
gleic^nng in eine @(ei(!^nng erften @rabed äberge^t, mäffen bie 
mit X* bel^afteten Ordnen tt^egfaden. S)ied ift ber ^aU, tottta 
4ac«=(ß — a — c)* ift. ©ine ©leid^nng wie bie lefete, welche 
eine S3ebingnng {tnifcfien ben fioeffijienten einer @{eic^nng ani- 
fpric^t, bamit eine ©leid^nng l^ö^eren @rabeiS fic^ in eine 
®Iei(!^ung nieberen (SrabeiS t)ern)anbelt , ^ei|t 9tebncente. 
Sorftel^enber SBebingung genfigt bie ©leid^ung: 

Y2x + 39 + >/8i^T5 = )/l8(a;-f 3) . 
9L\x6) ©(eid^ungen, toelc^e fic^ anf bie t^orm: 

Yaä^^~+b = ex -{- d 
jurüdtfü^ren laffen, finb im allgemeinen quabratifd^en 6^ara!ter§. 
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SRod^t tnoti tiefe ®(etc^ung rational, fo entfielet: 

aa?* 4- 6 — cV + 2cdx + c?. 

Samit biefe @Ietd^utig in eine fold^e Dom erften @rabe übergel^t, 
mu§ a «=» c* fein. Diefer SBebingung genügt bie ©leic^ung: 

yi6x,+ 9 «= 4a; + 1 . 

Stehen beibe Seiten einer ©leid^ung unter bemfeCben SBurjel* 
geid^en, fo fann man ba^felbe ol^ne toeitere^ au2laffen. @o 
fotgt j. 85. au2: 

y4x + ö = YTx — 13 fofort 4a; + 5 — 7a: - 13. 

Sft ber aSurjeles^Jonent ber einen Seite n unb ber anbern 
@eite 2n, fo Denoanbele man bie äSurjelauSbrüde in gleic^^ 
ö^t^S^ (§ 25) unb taffe atebann bag SBurjelieic^en fort. 
@o ^at man g. S3. aujS: 

Yx+G^ y^+ SOx — 18 

>/(^^6p — V^+30a; — 18; 

{x + 6)^^x^ + S0x — l8, atfo rr«3. 

§at bie ®teid^ung bie gorm: 

Vax + ybx = yc, 

fo fann bie boppelte ?ßoteniierung üermieben werben. SSer^ 
»anbett-man bie linfe Seite in ein $robuft, inbem mon Yx 
obfonbert, fo entfielet: 

V^i}ra + yb)^Y~c^, mithin x^-^^^^:^, 

3um ©eifpiel: 

V&Äx-Y25x = 6\ 3Yx = 6; yx~2, alfo a;«4. 

b) SJ^and^e ©leid^ungen tt)erben jn)edmä|ig burd^ (Sin^ 
ful^rung einer neuen Unbe!annten gelöft. SInftatt nmiii) x 
bireft ju bered^nen, betrachtet man üortäupg eine SSerbinbung 
biefer ©röge als Unbelannte, bejeid^net biefen SluSbrudC burd^ 
ein neues Qti6im, Htoa y ober g, Denoanbett bie gegebene 
©leid^ung in eine fold^e mit ber neuen Unbefannten unb 
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ermittelt bereti Sßett SRit ^ilfe be« leiteten ift aldbann x 
feI6ft lei^t ju beftimmen. 2)iefe SRet^obe getoä^rt nici^t blo^ 
bei SBurjelgleic^ungen, fotibem aud^ jur Suflöfung tneler atibeta 
(Sleid^utigen iDefetitlic^e SSorteile. 

©egeben: ]/i6Är + 17 + 2l/4x + 14 — 13. 

Suflöfung: 93ettQ(^tet man bie erfte äBurgel ofd Um 
belotinte unb fe|t: 

1/I6a;+I7=y, fo wirb 1) x — ^^^^- 

SSetin man biefen äSert an ©teile Don x in bie gegebene 
@Hei(l^nng einfe|t, fo gel^t biefelbe in bie folgenbe über: 

y + 2|/4.?^^^ + 14 = 9. hieran» folgt 2) y « 5. 

es ift alfo nac^ 1): 

a; = (25— 17):16 — ^. 

§ 91. KntDenbnitg ber Z^eotie bet 0efHiitiitnitg#gIeiil|itnge«* 

X)a bie 3:^eorie ber S3eftimmungSgIei(^nnsen au^ gegebenen 
®rö§en anbere, unbefannte finben le^rt, fo Iä§t fic^ biefette 
mit großem SSorteit in ber ®rö§enle]^re antoenbcn. 

SBte jlebe gegebene ©leid^nng, fo entl^ölt and^ jebe ein- 
gefleibete Snfgabe betannte nnb nnbetannte @rö|en. Sieje 
nnbefannten ®rö|en ermitteln, l^ei^t eine änfgabe anflöfen. 
®a8 fogenannte ,,®enlre(!^ncn" befaßt fic^ jwar mit ber Slu^ 
töfung eingeHeibcter ©teid^nngSaufgaben bnrd^ bto|e SSerftanbeiJ» 
f(!^Ififfe. $änfig ift aber ber ß^fönimenl^ang unb baS SSerl^ättniiJ 
jttjifd^cn bcn gegebenen unb ben ju fud^enben ®rö§en fo mannig- 
faltig unb t)ertt)idfclt, ba| bie Söfung auf getoö^nlic^em, elemen- 
tarem SBege l^öd^ft fc^wierig ift unb erft nad^ langem ,,So})f- 
jerbred^en" gelingt; ober fogar gäuälic^ unmöglid^ ift. Die 
ÄenntniiS ber ©teic^ungen fc|t ben Sied^ner in ben ©taub, jold^e 
aSeifpiete im allgemeinen auf eine leichte SBeife ju bered^nen. 
SWan pflegt alle Aufgaben, ju bereu Söfung man fid^ ber 
Xl^eorie ber ©teid^ungen bebient, algebraifd^e Aufgaben unb 
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bic Äuflöfung eine olgebroifd^e gu nennen. 3n ber 8ficgcl 
fül^Tt boiS Sfied^nen mit ©letd^ungen Diel fc^neOer gum Qidt 
oli \tht^ anbete SSerfa^ren. S)ie ®Ieid^ungen arbeiten ober 
aud^ bem Sted^nen burd^ bto^e SSerftanbeSfd^Iüffe, ber 2öfung 
ol^ne §ilfe ber Sllgebra, wefentlid^ in bie $änbc, inbem bie 
gebilbete ©leic^ung bem Sfied^ner t)ielfa(^ ben S93eg geigt, onf 
tpeld^em er burd^ @d^Iäffe unb Folgerungen bie $lufgabe auf 
elementorem SBege löfen fann. 

Die angettjonbten Aufgaben, weld^e mit §ilfe ber ®leid^= 
ungen berechnet toerben, erf orbern tjon feiten bei^ 8fie(^ner8 ein 

1) mu| er imftanbe fein, au^ ben ©ebingungen ber Aufgabe 
bie notttjenbigen ©tüdfe für ben Änfa| l^erau^gufinben, 
biefelben in bie aritl^metifd^e ßeid^enfprad^e ju übertragen 
unb gu einer rid^tigen ©leii^ung miteinanber gu üerbinben; 

2) mu| er bie nötige ©id^erl^eit unb gertigfeit im 2luf löfen 
ber ©leid^ungen befi^en. 

Sediere S5ebingung wirb burc^ bie Söfung ga^Ireid^er ge* 
gcbenen Oleid^ungen ats erfüllt betrad^tet, xotnn bie Sluflöfung 
eingefleibeter aufgaben beginnt. S)ie gertigfeit, auiJ einer auf:! 
gefteHten ©teid^ung bie Unbefannte gu beftimmen t)orau2gefe|t, 
ift Bei Sluftöfung angetoanbler Slufgaben bie Verleitung be2 
Snfa^eS aui^ ber ^rt ber (Sinfleibung bie l^auptfad^e. Über 
bic 93ilbung ber ©leid^ungen laffen fid^ leine aUgemeinen Siegeln 
auffteHen. 35er Sied^ncr l^at in jebem eingelnen i^aUt gu prüfen 
unb gu beurteilen, tt)ie bie eingaben unb S5ebingungen ber Auf* 
gäbe gu t)ertt)erten finb. ßur Sluffinbung unb SJarfteQung be^ 
ÄnfafeeiJ bürften inbeiJ folgenbc SBeifungen üon SRu|en fein. 

1) S)ie $auptfd^tt)ierigfeit gur S5ilbung ber (Sleid^ung ift 
bie, gu erfennen, ttjetd^e 3^^^ ^^^^ ®rö|e fic^ auf gmeifad^e 
SBeife auiSbrädfen Iä|t. 3Ran überlege bal^er, meldte @rö|e 
in ber 3lufgabc burd^ gtoel üerfc^iebene Slu^brüdte begeid^net 
»erben lann. 

2) SBöl^renb in ber arit^metifd^en fd^utgemäfeen Söfung 
oon einem gegebenen ©tüdfe ber Slufgabe auiJgegangen unb 
burd^ eine 5Rei^c üon ©d^Iüffen unb SSeränberungen ber ge- 
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gebetien gal^Ien bie gefüllte 3al^{ gefunben toirb, giebt bie 
9({gebra entloeber ouf bie t^age ber Aufgabe ober eine anbete 
Unbefannte bireft bie Antwort: bie gefachte 3^^^ »irb mit 
X begeic^net. X)ie SKet^obe ber olgebraifc^en Suflöfung ift 
ballet anol^tifc!^. SRit biefet aSgemeinen vorläufig unbelannten 
@rö|e X »erben bie gegebenen ©röfeen (bie Daten) ber Auf« 
gäbe in iBejiel^nng gebrad^t nnb ntan nimmt mit x aQe arit^^ 
metifc^en S^etbinbnngen t)or, toelc^e bie SSebingungen ber Stuf^ 
gäbe forbern, mit anberen SEBorten: man Derffil^rt mit ber 
ßal^I X genan fO; ali^ toenn man mit einer bnr^ 
Sied^nnng gefnnbenen beftimmten 3^^^ ^^^ $robe 
mad^en tooHte. ©etangt man babnrc^ gu jioei ^ni^brficfen 
für bie Unbefannte, öon toeld^en eine ©ebingung ber Änfgobe 
aussagt, bafe fie einanber gteic^ fein muffen, fo l^ot man nur 
nötig, biefe gleid^en ^udbrüde bnrc^ baS @Ieic^l^eiti^jei(^en }u 
terbinben. 

3) SSielfad^ fommt man einfa^er nnb lürjer jum 3^^^/ 
toenn man nid^t bireft bie gefud^te ®röge, fonbem junoc^ft 
eine anbere ate Unbefannte anfielet nnb bered^net. 3Rit $itfc 
\yt^ getoonnenen (Srgebniffed beftimme man bann bie gefachte 
@(rö|e. man fe^e § 93, Aufgabe 6. 

4) ©oQen mel^rere ®rö§en gefnd^t »erben, fo betrad^te 
man bod^ nur eine als Unbefannte ber gu bilbenben @Ieid^ung. 
®er SBert biejer Unbefannten bient jur JBered^nung ber übrigen 
©röfeen. 

5) Äüe in einer Aufgabe öorfommenben gleid^ortigcn 
©rößen muffen ftet« auf biefctbe ffiinl^eit jurfidEgefül^rt »erben. 
Da nid^t bie ©röfeen felbft, fonbem nur i^re 9Ra|ja]^Ien ben 
®efe|en ber ?llgebra unter»orfcn »erben, fo fe|t man bie 
©lei^ungen burc^gängig mit reinen ^^a^tn an. 

^inlängUd^e gertigfeit im Sluffinben be§ Änfa^cjJ aug 
eingefleibeten ©leid^ungSaufgaben fann nur burd^ anbauernbe 
Übung ge»onnen »erben, unb »enn in irgenb einem gad^e, 
fo gilt l^ier ber @q|: „Übung mad^t ben SReifter" in feinet 
ganjen SBal^r^eit. S)er Anfänger mu§ mit ber Söfung jal^U 
reid^er leichter Stufgaben beginnen unb ftufenmä^ig ju fd^»ieri^ 
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gerctt fibcrgd^cn. ®ic cTnpfcI)Ien^tt)ertcn ÄufgaBenfatnmlungcn 
t)on ^t\^, Sarbc^, SÄcicr ^\x\ä) u. a. bieten reichlichen 
©toff jur Übung.*) 

83ei jeber otgebraifci^en Sluflöfung einer cingeflcibeten Äuf^^ 
gäbe finb brei ©tücfe gu unter}cf)eiben, toeld^e ber Anfänger fi(^ 
too^I merfen unb in ber fd^riftlid^en SJarfteHung unterfd^eiben 
möge: 1) Verleitung beiJ Stnfa|eg; 2) So Jung ber oufgefteßten 
©leid^ung unb 3) ^Beurteilung, Prüfung, ob ber gefunbene SBert 
ber Unbefannten bie SBebtngungcn ber SBortoufgabe erfüBt. 
(9Mon fel^e bie aemer!ung jur 10) «ufgabe § 93.) 

§ 92. SRet^oben jitr Kttf(ofttng bet eingefleibetrit 

®(eii|ttng8aufgalien. 

©ingeWeibete atgebroifd^e Aufgaben f önnen auf gelöft werben : 

1) mit $itfe ber Algebra -— algebraifd^e Sluftöfung; 

2) burd^ bie alte inbifd^e SKet^obe, bie Regula fabi, 
b. t). bie Siegel Dom falfd^en ©afee; 

3) mittels ,,geometrifc^er SSerfinnlid^ung"; 

4) burc^ bto^e SSerftanbeöfd^Iüffe. SBir nennen biefe 
Sluflöfunggart bie reine aritl^metifc^e Sluflöfung. ßu biefer 
Sluflöfunggart gehört aud^ bag bei ben alten Snbern fd^on 
belannte ;,SBerfa]^ren ber Um!e^rung". 3)ie arit^metifd^e 
Söfung fteQt an btn Sied^ner üon allen onbern SRetl^oben im 
allgemeinen bie bebeutenbften Änforberungen. S)ag ginben ber 
fiöfung forbert fd^arfeS SJenfen, fid^ereg rid^tigeS Urteil unb 
flareg ©d^liefeen. 3^^^ Übung ber UrteilSfraft unb jur SBedfung 
unb Slui^bilbung beg aritl^metifd^en Sd^arffinneiS ift bieS SSer« 
fa'^ren ein ganj aui^gejeic^neteg SRittel. 2)ie üoHenbete mufter^ 
gültige 2)arfteQung ber Sluflöfung in SBorten ift eine fel^r 
nüfelic^e Übung im rid^tigcn, fprad^lid^en SuSbrucf. |)infid^tlid^ 
be§ S3ilbunggget)alteS fte^t bie unter 3) angegebene SRet^obe 
ber rein oritl^metifc^en Söjung nal^e. S)ie Sluflöfung algebrai* 

*) 8 um ©clbftuntcrrid^t em^f elften toir ©d^oIariuS, 3)ic atge= 
bratfd^en ©Ictd^ungen etften unb ätociten ®rabe«. gerb, ©d&önifl^. 
$abcrborn. 3n bicfct ©d^rift pnb über 460 alocbtoifd^c Aufgaben au8= 
fft^rlid^ gelöft. «preis 1,60 JC 
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f^er Aufgaben ntit ^ilfe geometrifd^er X)aTfteIluitg tft ein 
tDic^tige^ päbagogifd^ei^ ^xttü jur formalen 99ttbung, n)eU^e§ 
faft ber geometrifd^en ftonftrultion jur ©eitc gefteÖt toerben 
fann. 2)er geiftige Stufen, meldten bte ^uflöfnng einer einjigen 
@Iei(^ungiSQufga6e, namentlich Dom {toeiten ®rabe, burd^ ^n- 
wenbnng t)on 9laumgrö|en gctoä^rt, ift unftreitig l^öl^er an- 
jttfc^Iagen^ aU bie SBered^nung einer größeren Slnjal^I ©leic^ungi^' 
f^fteme nac^ einer med^anifd^en, ftarren Sieget. ®ie algeBraift^ 
Äuflöfung erforbert and^ jum Äuffinben beg SlnfafeciJ in melen 
gäHen ein gefd^ärfte^ Urteil. SlUcin für ben ©eiibten ift fte 
immerhin t)iel leichter, ai^ bie aritl^metifd^e fiöfnng, toeil an 
©teile ber unbefannten ®rö%en fogteid^ 3^^^^ treten unb bie 
Sllgebra einen Seit ber S)enfarbeit übernimmt. 3n mand^en 
gäöen fü^rt bie atgebraifd^e 93e^anblung leidEjt jn einer reinen 
arit^metifd^en Sluflöfung, ttjenn man an ©teile ber Unbefannten x 
eine anbcre SSejeid^nung, j. S. Seil, (Sinfad^ei^, (Sangeg, fe^t 
unb bie ©d^Iüffe, tt^elc^e bie Algebra burd^ bie aritl^metifd^e 
3eid^enfpradE)e barfteHt, in SB orte einfleibet. SBai^ enblid^ bie 
^egel falsi jur Äuftöfung tjon algebraifdEjen Aufgaben an= 
langt, fo l^at fie, öom ©tanbpunft ber formalen Silbung au« 
betrad^tet, nur geringen SBert. 35ajJ ©d^ema il^rer ©ercd^nung 
jur Slufjtnbung ber unbelannten ©röfecn ift mit einer toten 
aRafd^ine ju Dergteid^en, bie bei richtiger Senufeung, ol^ne bie 
SJenffraft be8 Sied^nerS befonber^ in Änfprud^ gu ncl^men, ein 
richtiges (Ergebnis liefert.*) 

*) ^et geringe formale SBert ber Siegel falsi l^aftet mel^r ober 
»eniger aud^ anberen ^uflöfungSberfal^ren ber ^rit^metil unb Algebra an, 
tpenn, tote ed hxi ju $eftaIoj§id gett gefd^al^, bem Sernenben fertige, 
unoerftanbene Siegeln gegeben n^erben. ®oQ bie Siegel falsi lein 
toter, ftarrer Tltd^am^mu^ fein, fo tnug ba9 il^r §ugrunbe liegenbe 
©efeft enttotcfell, aum Ilaren S^erftänbniS gebrad^t nnb begtünbet ttjerben. 
Sin SUUe beS ftarren ©d^emog ber SBered^nung mu§ bie Äuflöfung ir 
Störten treten, ^ber felbft burd^ eine rid^tige bibaltifd^e S3e:^anblun( 
getoöl^rt bte Siegel falsi hn n^eitetn nid^t bcn formalen ©etoinn be 
anberen oben genannten ^ufIö|ung§met]^oben, »eil mit ben in ben oer^ 
fd^iebenen Sluf gaben gegebenen S<^W^ petS nat^ einer beftimmten, fefter 
Siegel (§ 97) öerfa^ren toirb. 
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3)tei^ bürfte anä) ber ®xuvb fein, bo^ bie SRegel falsi aud 
bcm ©d^ul rechnen ouSgefc^Ioffcn tootbcn unb faft flänjtti!^ in 
SScrgcffen^cit geraten ift. S)ie übrigen ongefü^rten ÄuftöjungS- 
arten forbern bagegen bei jjeber Slufgabe neue unb in mand^en 
gäQen angeftrengte ©enfarbeit. 9?aci^ ber |)roftifci^en ©eite 
]^in; aV\o n^enn eiS borauf anfonintt, bie unbetonnte @rö|e fc^neQ 
unb fidler ju finbeu; Iciftet bie galfired^nung jur ßöfung fotc^er 
Aufgaben, ju benen man ben Änfafe nid^t redEjt finben lann, 
unb bie fid^ burd^ einfache ©c^Iäffe nid^t leicht löfen laffen, 
gute Dienfte. Äuc^ gctoiffe gegebene ®Ieic^ungen fönnen o^ne 
Surücffü^rung auf bie Slormalform burd^ bie Siegel üom 
falfd^en @a|e in)edm&|ig gelöft werben. SSegen i^rer pra!- 
tifd^en 93ebeutung t)erbient bie inbifc^e Siegel im ©d^ulunter^ 
rid^t gen)ig S3eac^tung. 3u neuerer ßeit l^at biefe SRed^nung 
aud^ tjon feiten ^eroorragenber Älgebriften ooße SBttrbigung 
erfal^ren.*) 

3)cm ßernenben ift fel^r ju em|)f eitlen, t)on einer Sleil^e 
®Ieid^ungi^auf gaben öerfd^iebene auf lö jungen, namentlich auc^ * 
neben ber algebraifc^en SBel^anbtung bie aritl^metifd^e unb bie 
Söfung mittel geometrifd^er aSer[innIid^ung felbftänbig ju er^ 
finnen unb forgfältig unb Har in SBorten »iebergugeben. ©ine 
einjige Slufgabe gränbßd^ burd^bad^t unb mannigfad^ gelöft, 
]^ot einen weit größeren geiftigen ®eminn ate bie oberflöd^Iic^e 
Sel^anblung öieter SBeifpiele.**) 



*) ®<]^on Ääftner faßt in feiner ,,9lccl^enlunfi" 1786; ,,3)a3 
^[ngefül^rte toirb geigen, ha% biefe fo berül^mte Sflegel falsi bod^ nod^ Der- 
btent, ge!annt gu werben, tt)ennglei($ man fie je^t nic^t mel^r Brandet/' 
**) 3m Unterri^t Qtroä\)xt bie me^rfac^e S3e]^anbiung algebraifc^er 
Aufgaben eine angemefjene, angenel^me ^btt)ec^jelung , fie arbeitet ber 
(Srmübung 'entgegen, belebt ben Unterricht unb nötigt ben ütxnenttn, bie 
Aufgaben oon Derfd^iebenen (Slefid^t^^unften aud aufgufaffen. — „(Sim 
Kngal^I Don iBöfungen einer Aufgabe ift afö jttiedmägig unb förberlid^ 
gu begeic^nen. gfür ben ^nfönger, ber meifieni^ Wtü^t i^ai, eine einzige 
Huflöfung gu finben, ift ed le^rreid^er, eine $(ufgabe mdglic^ft t)iel: 
f eitig ju betrad^ten, oliJ Diele oberflödfelid^." ©arbc^. — ,,2)urd^ ben an« 
gufieQenben ^ergleid^ 5tt)tfd^en beiben $(ufIöfungiSarten ertangt ber ©c^üIer 
erft eigentliche ©ewanbt^eit in bergleid^en geiftigen Operationen.'' @ad^9. 
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§ 93. «Igekraifi^e SlitflSfuftg eingefleibeter ®Ieiil|ititgls 

aufgaten. 

1) Ättfgobc. J)imbierc ic^ eine gcioiffc QafjH burc^ |, 
obbiere ju bem erl^atteiten Ouottenteti 18, fubtral^iere t)on biefet 
@umtne | ber geboc^ten 3<i^I i^nb nod^ 24, fo erl^oUe ic^ 15. 
aßelc^ed ift^bie gebadete ßa^I? 

Äuflöfung. Die gcbod^tc QafjH l^ci^c t)orIäuflg x. SHe- 
jelbc butc^ I bimbicrt, giebt a; : | = 2^a;; l^ierju 18 obbiert, 
liefert 21^x +18. SSon bicfer ©ummc foll | ber gebod^ten 
ßol^t utib nod^ 24, olfo f a; + 18, fubtra^icrt toerben, itnb 
nod^ S3ebingung ber Aufgabe boi^ (Srgebnii^ bie 3^^^ 1^ f^i^> 
mithin beftel^t bie ©leidjutig: 

2^0: + 18 — (ix + 24) — 15. 

§ierottÄ X beftimmt, liefert a: = 12. S)ie gebeerte 3ö^t l^eifet 
Qlfo 12. 

2) Äufgobe. SBenn mon | einer ©umtne ©elbcS um 
lÖJC tjennel^rt, fo fommt ebenfo t)iet l^erouä, ate wenn man 
i bcrfelben ©uninte öon 81 c^ toegnimmt. SBic gro§ ift bie 
Summe ©elbeg? 

Sluflöfung. iBejeici^net man bie gefud^te Slnjal^t JC 
mit X, fo mu§ taut Scbingung ber Aufgabe bie ©leid^ung 
befte^en: |a; + 15 = 81 - ^x. 

äuiJ biefer ©leid^ung x entwidtclt, giebt a: = 45, SoIgKd^ 
betrug bie gefuc^te Summe Oelbeö 45 JC. 

3) Aufgabe. 2lfö A einft bem B gegenüber Jjral^lte, eine 
gett)iffe Summe ©elbeg ju befi|cn, ermiberte B: 3ci^ fenne 
beinen ganjen Steid^tum; bu mü^teft 1000 c/^ reid^er fein, atö 
bu mirllic^ bift, um nur ein SSiertet öon ber Summe ju 
befifeen, bereu bu bic^ gerühmt. |)ätte id^ ben ©etrag, ben 
bu ju üiel angegeben ^aft, fo tt)ürbe id^ bir ein Sec^^tet baüon 
fd^enfen, unb bennod^ jmeimal fo reic^ fein, als bu alsbanu 
befö^eft. S33ie gro| ttjar a) ber angebti^e, b) ber toirflid^e 
fReid^tum bei^ A? 
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Stuft öftttig. Der toitfHc^c Stcic^tum t)on A betröge 
XtM, fo xoox ber angeMid^e 4(a? + 1000)c/^, unb A l^ot 
fein Vermögen ^{x + \000) JC — xJC = dx+ 1000 JC ju 
1^0^ angegeben, ßufotge SSebingung ber Aufgabe l^eift ber 

^''^'^'' l(2x + 4000) - 2{z + »"+/°°° ) . 

äuS biefer ©Icic^ung erhält man a:«=4000. A befaft alfo 
wirHic^ 4000 JC, »äl^renb er fein SScrmögen auf 

4. 5000 c/« = 20 000 c^ 
angegeben l^atte. 

4) aufgäbe. 81m SSormittage eines 20 ©tunben langen 
©ommertageS frogte ein ©tubent math., toxt öie( bie U^r 
gefd^Iagen ^obc. @r befam jur Äntoort: SBenn bu bie tjer* 
floffenen ©tunben biefeiJ lageg Don ben !ommenben abjiel^ft, 
fo bteibt gerabe fo t)iet übrig, aU t^ jefet gefc^Iagen f)at SBie 
oiel U^r l^atte eS gef dalagen? 

?luflöfung. Die Ul^r i)aht xmal gef(!^Iagen, fo ftnb: 

a: — 12 + 10 @tb. = x — 2 ©tb. 

t)om Sage tjerfloffen unb ber Sag bauert nod^: 

20 - (a? - 2) ©tb. 
Sa ift bal^er: 

20 — (a; — 2) — (ir - 2)^x; fotgßd^ x = 8 . 

5) Slufgabe. SBenn 400 c/^ in 6 3a^ren unb 500 c/^ 
in 3^ ga^ren jufommen 178 JC Q\n\tn bringen, unb bag 
Untere Kapital ^ ?ßrojent niebriger ausfielet ali^ baiJ erfte, tt)ie 
öiel 3^^f^^ bringt bann jebeS Äapitat? 

Sluflöfung a). Sringt bag erfte Kapital xJC 3^«!^^/ 
fo trägt bag jmeite 118 — xJC. S)a» erfte Kapital ftel^t 

S)a bie ©iffereuä ^^^ ^rojcntfafeeg ^ beträgt, fo ift: 

100 'X 100(178 — a?) _ . , ^ _ iaq 
400 . 6 600 . 8^ —ty^— ^^^ • 
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Äuftöfung b). SWan bcrcd^ne jucrft ben SinSfufe be^ 
erften fta))itQliS. SSejeic^net man beitfelben ntit x, f o l^at man: 

6) Aufgabe, ffiin ©d^ulbncr ^at bic tüdtftänbigcn 3^^^ 
wn 200 c/^ ju 5 ^rojcnt filr 1 3a^r mc^r ju jal^Icn ate für 
2oOJC, bic er ju 4 5ßtDjent geliel^en \)at a)ic gcfamten Qm\tn 
betragen 50c/fC. SBie oiel fommt batjon auf jebeS fiapital? 

«uflöfung a). aja 200 JC in 5 ^rojcnt in einem 
Saläre cbenfoDiet 3^^^^ bringen tt)ie 250 c/^ ju 4 ^ßrojent, 
nämlic^ 10 JC, fo ergiebt fid^, wenn man bic rficfftänbigen 
3infen be« jweiten Äapitate mit x bejei^net, fofort bie 
®lei(^ung : 

X + X+ lO^bO^ mitl^in ic = 20. 

Äuflöfung b). SBejeici^net man bie Änja^I Sa^rc, für 
welche bie S^nfen beS gleiten ^apitatö rücfftänbig finb, mit x, 
fo erhält man bie ®Iei(^ung: 

260. 4. a; , 200(fl; + 1)5 _ .^ ^ ^^ 

iöö I IÖÖ ^^' X — ^. 

Slfo finb üom äweilen Kapitale 20 JC unb Dom erften 30 <^ 
3infen rüdftönbig. 

7) ?lufgabe. SSon einer ©umme ©elbc^ erl^ält A öorab 
3^ JC unb Don bem Übrigen ben merten %exl. SBon bem je^t 
bicibenbcn Stefte bcfommt B im t)orau3 6 JC unb ben vierten 
Xcil beffcn, toa^ noä) übrig ift. C erhält t)on bem je^t nod^ 
t)or^anbenen 9lefte l^JC unb i bc^ Übrigen. D bcfommt 
öon bem britten 9icfte erft 9 c/k unb bann i beffen, toa« 
übrig bleibt. E erl^Mt t)om vierten Stcfte öorab llJC unb 
i beg Übrigen. SSon bcr ganjen Summe finb iefet noc^ 12 cS 
übrig. SBie gro| ift bieje Summe unb tt)ie t)iel l^at jeber 
erl^alten? 

?luftöfungen. a)ie cinfad^fte Söfung bietet bie Operativ 
bcr Umfe^rung, tt)cld^e mit bem legten Sßeftc beginnt unb ua^ 
unb nad^ öorwärtgfd^reitenb , bie anbern ©lieber beftimn 
(9»an fet)e § 95.) SBottle man ^ier bie unbefannte ©umm 
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mit X bejetd^tien unb birelt ben 9n{a| für x auffteQen, fo 
erl^telte man folgenbe ©leid^ung: 

^=3i+i(^-ai-)+6+i(^-[3i+i(^-3i)]-.6) tc. 

S)ie öoQftänbiflc @Iet(!^ung toütbc einen großen Umfang gewinnen. 

9ii4t üiel einfädlet geftoltet fid^ bic algebraifd^e Änflöjung, 

ttenn man bie jebe^maligcn 8fiefte in fotgenber SBeife berechnet: 

A erl^äft öorab Z\Jt unb \(x — 3\)JC, b. l \x + 2^JC. 

9ieft: i» - (f + 2|) = |a? — 2|. §ierüon erhält B iunäd^ft 

6c/^ unb t)on bem SRcfte i; bieg liefert: 

KI^-2|-6) + 6 = 3^a; + 31^ u. f. tt). 

35er einfaii^fte atgebraijc^e SBeg »irb tt)ot|I fotgenber fein, 
ber bem Umlel^rungSt^erfa^ren mel^r entfprid^t. 3Jtan besetd^ne 
bie ©umme mit x, ben SReft, ber bleibt, nac^bem A feinen 
Xeil l^at, mit m unb bie SRefte, »etc^e entftel^en, nac^bem 
B; C unb D bef riebigt finb, mit n, p unb q. SRun bered^net 
man rüdftoärtsfd^reitenb bie SBerte tjon q, p unb n unb tnb^ 
Ixi) X fel^r leidet, »ie au8 folgenbem ju erfel^en ift. 

1) g = ii+t:iil + 12; folglich 2 = 27. 

«Ifo erhielt E 21 JC - 12 JC '^ 15 J6, 

2) j? = 9+^- + 27; mithin p^A5. 

3)emna^ erl^ieft D 45 JC — 21 JC = 18 JC. 

3) n = 7^ + 2^ + 45; folglich n-67i. 
C erhielt atfo 61^JC^45JC = 22^ c^. 

4) m = 6 + ??!^ + 67i; mithin m = 96. 
B erl^ielt bemnad^ 96JC-61^JC = 28i c/^. 

5) ©nblic^ rc = 31 + 5-^ + 96; 

]^ierau8 ergiebt fid^: x = 131^. 

2)ie ganje ©umme betrug olfo 131^ JC. 
A erlieft S^JC + i öon 128 o^, b. i. 35^ JC, 

©(füllet, 9(rit^mettr. 19 
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8) Aufgabe, ©in Dberft woBte fein Siegiment in ein 
Ottobrat fteQen. (£r üerfud^te t^ auf jtoei Sitten. S)a$ erfte 
äRal blieben i^nt 39 äRann übrig, baiS {Weite 9RaI, aliS er 
bie @eite beiS Ouabratei^ um 1 äRann vergrößerte, fel^Iten i^m 
jur Silbung bt^ Ouabratei^ 50 äRann. 3Sie ftarf ipar M 
Siegintent ? 

^uflöfung a). SSejeid^net man bie Wxioijli SRann, tod6)t 
ber Dberft beim erften Serfud^e in eine Sleil^e ftettte, mit x, 
fo war ba8 Regiment x^ + 39 SRann ftarf. Sei ber jweiten 
ÄuffteBung ergab ftd^ bie ©tärfe be8 Siegimente^ aU: 

{x + 1)^-50 SKann. 
Si^ ift bal^er: 

x* + 39 = (x+iy — bO] folglich x = U, 

35a« Regiment jä^Ite alfo 44« + 39 SKann — 1975 9Kami. 

Äuflöfung b). 35ie öorige Söfung jeigt, wie üon ber 
jwedmäßigen SBSal^I ber Unbelannten bie einfädle Sled^nung 
abl^ängt. SBottte man öorftel^enbe Aufgabe birelt löfen, fo 
würbe fid^ ba8 folgenbe umftänblid^e SSerfal^ren ergeben. 

25ag aiegiment fei x äRann ftarf, fo lautet ber 8lnfa^: 

yx — 39^yx + öO — l. 

Srl^ebt man beibe ©eiten biejer ©leid^ung in« Ouabrat, fo 
erl^ält man: 

a? — 39 = a; + 50 - 2yx + öO + 1 . 

ülebujiert man bie je ©leid^ung, fd^afft bie SBurjelgröle allein 
auf eine ©eite unb biöibiert bie neue ©leid^ung burd^ 2, fo 
entfte^t: 45 _ |/^ + 5o . 

S)iefe ©leid^ung in« Duabrat erl^oben, giebt: 

2025 = a; + 50; alfo a;=1975. 

S)ie Sluflöfung burd^ geometrifd^e SSerfinnlid^ung fel^e man 
in § 94, mittels ber Siegel falsi in § 96. 

9) Aufgabe, a) Um weld^e 3eit nad^ 12 U^r ftel^en 
bie Ul^rjeiger jum erften äRale übereinanber? b) SBann nad| 
3 Ul^r bilben bie ßeiger ben näd^ften redeten SBinfet? c) Um 
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tocld^c 3^ «^^ 6 Ul^r bitten bie QtiQtx jum erftcn SÄale 
ttncber einen geftredtten SBinlel? 

Äuflöjungen. a) 35er ©tunbenjeiger möge big gut 
X)ec!nng mit bem 9)tinutenieiger x Slaumminuten jurücfiegen, 
fo l^at festerer 60 + a? 8^oumminuten ju burd^Iaufen- S)a 
ber aRinutenjeiger eine 12 mal fo gro^e ©efd^iöinbigfeit ate 
ber ©tunbenjeiger ^at, fo ift: 

12ic = ir + 60; fotglid^ a; = 5^^: (äRinuten). 

b) aSttebe ber Heine ßeiger auf 3 [teilen ; fo würbe er 
mit bem SWinutenjeiger nad^ 30 SKinuten »ieber einen redeten 
äBinfel bilben. 93ii^ jur SSilbung beS legieren rüdCt aber ber 
©tunbenjeiger ein 3^^^^^^^^ toeiter, bad x l^ei^en möge. 
S)er gro^e QdQtx mn^ alfo 30 + a? Siaumminuten jurüdt= 
legen. äRan ^at bal^er: 

12ic = a? + 30 ; mithin x = 2^' 

c) Seibe QtxQtx fönnen erft nad^ 7 Ul^r in geraber Sinie 
fielen. äSegeid^net man bie Slnjal^I 9laumminuten, um toeld^e 
ber ©tunbenjeiger öon ber Qi^tx 7 au8 bi« jnr ©Übung eine« 
geftredtten SBinfelS mit bem SRinutengeiger fortrfidten mu|, mit 
X, fo l^at festerer nod^ x + 5 3lanmminuten ju mad^en. 25a 
ber aRinutenjeiger 12 mal fo gefd^toinb läuft als ber ©tunben- 
jeiger, fo ift: 

12a; = a? + 5 ; folgtid^ ^ = A • 

Die ätiQtx bilben alfo 5^ 2Rinuten nad^ 7 Ul^r einen 
geftredtten a33infet. 

10) Stuf gäbe. ®er SBater fei 48 unb ber ©ol^n 20 Saläre 
att. SSor »ie öiel Salären toar ber SSater boppelt fo alt als 
ber ©ol^n? 

Stuflöfung. S)ie gefud^te Änjal^I 3al^re fei a?, fo ift: 

48 — a? = 2(20 — a?); l^ierauS folgt a; = — 8 . 

®cr negative SBert ber Unbefannten beutet an, ba§ bie 
fragtid&e Änja^I Saläre nid^t in ber SSergangenl^eit liegt, 
fonbem in ben entgegengefe^ten 3^^*^^^^^/ ^^^ ^^ ^^ 

19* 
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ßufunft, fäQt. $ier unb in tnand^en anbeten ^^Ken beutet 
bet negQtit)e Sßert eine Suftöfung in einem anbeten, bet ^age 
entgegengefe^ten @inne an. S)ie SUgebta tritt gleid^fam he^ 
lel^tenb auf, inbem fie fagt, ba^ eine itttfintlid^ Sbmal^nte in 
bet Aufgabe entl^alten ift. Snbett man bie itrige SBotauS« 
fe^ung, inbem man ;. 93. bie ^age nad^ bem fjfottfd^teiten 
tn 3^t unb 9laum, nad^ bem SBetmögen k. in bie fjrtoge 
nad^ htm 9lttd(fd^teiten in ßeit unb 9laum, betn). nad^ 
@d^ulben u. {. to. unb umgelei^tt, umtoanbelt, fo n)itb baS @t^ 
gebniS füt x eine natfitlid^e 3^^!- 3^ t)0tliegenbet Hufgabe 
mu^ alfo bie f^tage lauten: 91 ad^ toxt üiel Saluten ift bet 
SSatet boppüt fo alt ali^ bet @o]^n? ®e|t man in bem 
Änfafee + x ftatt — -a:, fo etgiebt fid^ x = 8. 

993enn ü6etl^au:t)t nad^ $lbfd^Iu| einet 9led^nung eS tatfam 
etfd^eint, bie 3lid^tigfeit beg Sfiefultatei^ ju iJtüfen, fo ift bei 
bet algebtaifd^en SlufUfung in mand^en t^äSen bie $tobe 
butd^au^ notn^enbig. ®et aus bem 8(nfa^e beted^nete negatiüe 
SEBett füt X genügt itoat bet aufgefteQten @Ieid^ung, alfo in 
algebtaifd^et ^infid^t, abet nid^t ben S3ebingungen bet Sßott^ 
aufgäbe. 2)tefe Stfd^einung ift abet nid^t als ein SDlangel bet 
dgebtaijc^en Huflöfung; fonbetn getabe^u als ein SSotteil bet- 
felben au^uf äffen. (£S ift alsbann ©ad^e beS 9led^netS, bie 
$tobe aniuftellen unb ju beutteilen, untet loeld^et 9)ebingung 
bet gefunbcne SButjeltoett füt bie eingelleibcte Aufgabe ju 
öettoenben ift. Slamentlid^ bei ben fpätet bel^anbeltcn ein» 
gelletbeten Huf gaben, loeld^e auf quabtatifd^e ©leid^ungen 
füllten, ift baS 85 otjeid^e n bet füt bie Unbefannte gefunbenen 
ßal^Ientöctte bei bet anjufteöcnben ?ßtobe ftets gu betürffi(^tigen. 

§ 94. HttflSfttttg algeitaifi^et Hnfgaben bnti^ geomettif^e 
IBetfittnU^ttttg; teine atit|metifi^e SSfung« 

Sltgebtaifd^e Aufgaben, beten Söjung eine Slcil^e 
öon nid^t getabe leidsten, abfttalten ©d^Iüffcn et- 
fotbett, fönnen butd^ Änttjenbung täumlid^et S)ats 
ftetlungen anfd^autid^ getöft toetben. 

SSetgegentoättigen toit nn^, ba§ bei Slnttjenbung biejet 
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SöfungSart bie al^ftralten 3^^^^^ ol^ne SSerbinbung mit Opera- 
tion^jeid^en burd^ bie Sängen t)on ©treden, baS ^robnft 
itoeier gal^Ien bnrcl^ baS dted^ted nnb im befonberen ^aQe 
burd^ ba^ Dnabtat bargefteUt nnb k)eranfci^ttlid^t toirb. 

S3ir jeigen an einigen 83eifpielen, n)ie bie einfad^ften, 
belannteften Sianrngebilbe, nämlid^ ©trede, 9ted^tedE nnb Dna« 
brat jnr Srlftntemng nnb SSeranfd^anlid^nng ber ^(nfföfnng 
benn^t »werben fönnen. 

a) 93enn^nng ber @tredEe. 9i^ ^nSgangdpnntt einer 
©mppe üon §(nfgaben, bie bnrd^ ^(ntoenbnng einer @tredEe 
getöft toerben, nel^men wir 

1) Änfgabe. ©in Seamter, beffen ©el^att Jöerboppett 
toorben ift, erl^ält \tiji jäl^rlici^ ebenfoöiel über 900 c/^, al^ 
il^m biai^er an 900 o^ gefel^It l^at. SBieöiel beträgt jefet fein 
jiäl^rttd^eS Sinfommen? 

Um ben SBert ber Äuflöfnng burd^ „geometrifd^e SSers^ 
finntid^nng" red^t jn erfennen, löje man bie änfgabe aritl^^ 
metifd^, l^ieranf mittefö ©leid^nng, aljo algebraifd^, nnb fd^Iie^- 
Kd^ mit §ilfe geometrifd^er DarfteOnng. 

a) S)ie oritl^metifd^c Söfnng lönnte etwa anf folgenbe 
SBeife gefd^el^en: 

^aä) ber Slnfgabe ift baS nrfprünglid^e @el^alt t)erboppeIt 
toorben. S)ic Silage jerfäQt in jtpei gleid^e leite; ber erfte 
%txl ergänjt ba^ anfdngtid^e ©el^alt jn 900 c/^, ber gweite 
Seil überfteigt 900 JC nm benfelben Setrag. S)a beibe Seite 
gleid^ ber ganjen ßnlage, alfo and^ gleid^ bem nrfprüngtid^en 
©e^att finb, fo beträgt ein Seil bie §älfte biefe? ©ehalte«. 
S)ad ^nfangSgel^alt nnb bie ^älfte beSfelben, alfo l^mal bai^ 
urfprüngtid^e ©inlommen ift nad^ ber Änfgabe gleid^ 900 JC. 
fjolgiid^ beträgt baS nrfprüngtid^e ©el^alt: 

900 JC : 11^ = 600 J( 

unb ba^ jie^ige (Sinfommen: 

2 X 600 JC = 1200 ^. 

ß) ?llgebraifd^e Stnflöfnng. SBir bejeid^nen bie ßa^I, 
toeld^e fein nrfprünglid^eS ©el^alt in 2Warf,att8brfidEt, öorlänfig 
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mit o;. %libann tutrb baS doppelte biefeS @ti)altt^ burd^ 
2a; bcgcid^nct. 35er Sctrag, um tpcld^cn 2x bie ^oi)i 900 
überfteiflt, toirb burd^ bie ©ifferenj 2 a; — 900 bargefteQt, unb 
ber S;eil, toeld^cr ba8 urfprünglid^e ©el^alt ju 900 c/^ ergänjt, 
ober um welchen 900 €/fC bai ÄnfangSgel^alt fiberjd^reitet, burd^ 
bie 35ifferenä 900 — x angejcigt. 3la6) Angabe ber Slufgabe 
l^aben beibe ©ifferenjen bcnfelben SBert. 9foIgIid^ beftc^t 
bie eJIeid^ung: 2 a; — 900 = 900 — a; . 

§ieraug x beftimmt, giebt a;=600 unb folgßd^ 2a;=1200. 

y) ßöfung burd^ jeid^nerifd^e SJarftellung.*) S)ie 
Qaf)l, toeld^e bag urfprünglid^e ®e^alt be8 Seamten in 3Äarf 
angiebt, fei bnxi) bie ©tredte AB öeranfd^aulid^t Slfebann 
tpirb bie j^a^jH, weld^e burd^ SSerboppelung beS Änfangggcl^alteS 

l^eraui^fommt, burd^ bie boppelt fo gro^e 
5ifl. 27. ©tredte AC öerfinnKd^t. 

C ®ie Sa^I 900 ^at nad^ ber Aufgabe 

bie ®igenjd^aft, ba§ fie ebenfo l^od^ über 
bem urfprüngüd^en ©el^alt, afe unter bem 
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^Doppelten be§ tefeteren liegt. 



Sluf unfere 3^^^^J^9 übertragen, l^ei^t 
ba8: Auf ber ©trerfc AG liegt jiöifd^en B 
unb C ein 5ßunft x ebenfo l^od^ über B, 
ate unter C. Um biefe ©igenfd^aft ju 
erfüllen, mu§ ber ^unlt offenbar in ber 
aKitte ber ©tredEe BG liegen, gotglid^ 
fteat Ax bie 3a]^t 900 öor, unb t^ fragt 
fid^: a33eld^e 3^^! ^jirb burd^ bie ©tredte AG öeranfd^aulid^t? 
iRad^ ber S^id^^ung ift: 

^a; = li-^i?; AC=2'AB, 
Sllfo H.^B«=900; mithin: 

AB = 900 : 1^ = 600 unb ba^er AC = 1200 . 
SSerg leidet man bie erfte, rein aritl^metifd^e Böjung mit ber le^terett^ 

*) 2)er £ernenbe mdge bie erl&utemben getd^nuttgen mögli(^fi rid^tig 
unb faubcr anfertigen, unb bie ßöfung augfül^rlid^ unb forgfSItig fd^riftßd^ 
unb münbU(i^ ttiebergeben. 
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fo etftel^t man, bag bet eigentUd^e (Sang ober Setlauf bev betben 
Setfal^ren bexfelbe iß. allein bie leitete £5fung t^at in ber t&umUd^en 
^atfteEung unfhettig htn $Bor}ug ber ^nfd^aulid^leit. 2)ie gal^Ien, 
tteld^e in ber Sd^Iugreil^e ber rein aritl^ntetifd^en ^uflöfung inbetrad^t 
lomnten, finb l^ier burd^ toirUid^e ®rögen, bnrd^ ©trecfen, bargefieQt. 
^ier tmrb bent Semenben bie gefnd^te S^V' 0^^i4 b^ Anfang ber Söfung 
im (Setoonbe eined räuntlid^en ®ebilbel» t)or ^ngen geffil^rt; bent 6d^üler 
tttoa^ IBelannted an 6teEe bei» Unbelannten gegeben. 2)ie f&n- 
ftnbemngen, toeld^e jum ^totde ber ^fldfung ntit ben gol^Ien tot- 
genommen toerben muffen, koerben oor ben ^ngen bed Semenben an 
@treden toirlUd^ t)oll5ogen, unb bie abftraften ©d^Iftffe ber rein aritl^s 
ntetifd^en £bfnng finb l^ter in toirlUd^e, finnlid^ toal^rnel^mbare 
Operationen nmgefe^t, ber SSerlauf ber Kufldfung ifi anf(^anHd§ 
nnb Ilar, ber äBeg burd^aud unstoeibeutig. 

3n äl^nlid^er SEBeife tarn baS folgenbe 83eifpiel gelöft 
toerben: (Sd foQ eine Qafjli gefud^t toerben^ beten ^ünffad^eS 
ebenjoöiel über 20, ati bie Sal^I fettft unter 20 ift. 

2) Aufgabe. 3n einem »cutel ift 6mal fo öiet ®elb 
cntlialten als in einem anbem. 3Ban nimmt au« le^terent 
50 JC l^erauS, unb nun ift im erfteren ffleutel 
9 mal fo öiet atö in bem jttjeiten. SBie öiel JC 
entl^iett jeber Seutet anfangt? 

Sluflöfung mittet« geometrifd^er 
Serfinnlid^ung. 35ie gefud^te anjal^I SWarf, 
tocld^e ber jtoeite Seutel entl^iett, werbe burd^ 
bie StredEe AB öerfinnüd^t. Ätebann ift bie 
©tretfe FG = 6'ÄB ein Silb ber 8#/ 
tocld^e bie ©umme ®elbe8 im erften Seutel 
bejeid^net. SRad^bem man an^ bem jweiten 
Seutel 50 c/^ genommen l^at, beträgt fein 
Snl^alt nur J öom erften Seutel. ©d^neiben 
toir auf ber ©tredte AB t)on B au8 ein 
©tüdtd^en BC ab, fo öerftnntid^t BC erfteni^ 
bie 3a]^I 50, unb itoeiten« mu§ BC m6) ber 
Aufgabe | — J = ^ ber ©tredte FG, ober 
{ t)on AB fein, golglid^ bejeid^net AB bie 
3a^I 3 . 50 = 150 unb FG bie ga^I 6 • 150 = 900. 2)er 
etftc Seutel entlieft alfo 900 c/^ unb ber anbere 150 c/^. 
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S)er Sotittg ber Sltifd^aulicl^feit ber ^(uflöfung mttteli^ 
flcotnetrifd^ iDarftettutig öor ber rein oritl^tnettfd^en tritt bei 
ber folgetrf^en Aufgabe beutlid^ l^erüor. 

3) Slufgabe. Um ade meine SluSgaben beftreiten ju 
Idnnen , mä|te ic^ ein lä^rlid^ed (Sinfommen t)on 1620 JC 

^aben; l^ierju fe^It mir aber nod$ ein 
8^»- Scträitlid^e«. SBären meine ©inffinftc 

C a^mat fo grofe, at8 jte toirlßd^ ^nb, fo 

* mürbe id^ ni(^ aSein meine %idgaben 

beftreiten fönnen, jonbem jäl^rlid^ nod^ fo 
t)iel übrig bel^alten, ate mir je^t fel^It 
SBie l^od^ belaufen ftd^ meine Sinfunfic? 

j^2o Söfung. Die ©trede AB bejeid^ne 

bie 3<^^i/ ^^^^t bie $ö^e be§ ©el^alte^ 
in äRarl angiebt; baS S^fad^e beS festeren 
toirb burd^ bie ©tredte AC öerfinnßd^t. 
SSlaä^ ber Aufgabe beträgt ber Über^ 
f^u| beS S^fad^en beS ©el^alteS ebenfo- 
t)iel über 1620 JC, afe ba8 @e^alt felbft 
unter biefer Summe liegt 

Diefe Angabe lautet geometrifd^ ge^^ 
beutet: $ßunlt G ber ©tredfe AC Regt 
ebenfo l^od^ über einem gefud^ten $unft 
X, al8 JB unter x liegt 3)er $ßunft x 
liegt alfo in ber SWitte öon BG. SRad^ ber Äonftruftion ift 
Ax — 2i' AB; 2^ • AB öeranfd^aulid^t aber bie QaijlL 1620^ 
mitl^in AB, 1620 : 2^ = 720. 3)a8 gefuc^te Sinfommen be= 
trägt alfo 720 c/^. 

b) Slnmenbung k)on 9led^tedE unb Duabrat äRand^e 
Aufgaben, ju bereu Söfung man fid^ in ber Sftegel ber 
Steigungen bebient, unb bereu reine aritl^metifd^e (elementare) 
83e]^anblung nid^t unerl^eblid^e ©d^mierigleiten bietet, liefern 
uns ein red^t banlbareS gelb für ba8 grap^ifd^e SBerfal^ren. 
SHe SRid^tigleit biefer Sel^auptung ergiebt fid^ fofort, teenn tt)ir 
oon einigen SSrifpielen bie algebraifd^e unb bie Söfung burd^ 
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„jeid^nerifcl^e DarftcUung" geben unb beibe miteinanber 
öergleid^en. 

4) ©tQthtn fei Aufgabe 8) § 93. 

a) Sllgebratfd^e Söfung. 85egetd^net man bie Stnjal^I 
bcr groannfd^ qftett mi t x, fo fielen auf einer ©eite beg erffen 
Duobrote» Yx — dd unb auf einer ©eite beS ätoeiten Duabrateg 
Yx + öO aWann. S)a ber lefetere SffiurjetauSbrurf gemä^ f8t^ 
bingung ber Aufgabe um 1 größer afö ber erftere ift, fo l^at 
man bie (Slcid^ung: 



|/a; — 39 = ya; + 50 — 1 . 

2)ie Sered^nung beiJ SBerteS ber Unbelannten x erforbert 
bie JBefeitigung ber SBurieIgrö|en au8 ber ©Icid^ung. Die« 
gefd^iel^t baburd^, ba^ man beibe Seiten ber gegebenen ®teicl^ung 
in« Duabrat ergebt, bie erl^altene ©teid^ung fo orbnet, ba§ auf 
ber einen Seite bie rationalen ©lieber unb auf ber anberen 
bie irrotionalen ®rö|en ftel^en, unb biefe ©teid^ung abermals 
quabriert. 

S)iefed bop:peIte Ottf^tUn einer ©teid^ung mit gtoei mel^r- 
gUebrigen SBurjelauSbrürfen ift eine für ben Anfänger nid^t 
gerobe leidste red^nerifd&e Arbeit, unb biejelbe mn^ mit aSors= 
fid^ ausgeführt werben, (»ergleic^e bie «ufWfung § 93.) 

(Srl^ebtic^ einfad^er unb toeit anfd^aulid^er geftaltet fid^ 
bie gra^Ififd^e Sel^anblung biefer Slufgabe. 

ß) Slufiöfung mittels geometrifd^er fflerfinnlid^ung. 
ßs öeranfd^auKd^e bie ©tredte AB bie S5[njal^t SRannfdiaften, 
bie bei ber erften Slufftellung auf einer ©eite, unb bie ©tredte 
ÄC bie ?lnja]^I ©olbaten, weld^e beim jioeiten SSerfud^ auf 
einer ©eite be« DuabrateS ftel^en. Sefd^reibt man über ben 
©treten AB unb ÄC Eluabrate, fo entftel^t bie befannte 
gigur, toeld^e überl^aupt bie Seftonbteile beS DuabrateS über 
ber ©umme jtoeter ©tredten ftd^tbar t)or ?lugen fül^rt. (gig. 9, 
©eite 52.) S)a bei ber jttjeiten ÄuffteBung nid^t nur bie 
39 SWann, toeld^e bei ber erften übrig bleiben, öertoenbet 
toerben, fonbem au^erbem nod^ 50 SRann nötig finb, um baS 
jtoeite Ouabrat t)oQ ju mad^en, fo finb offenbar jur S3e{e^ung 
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bc3 fltöfecren Duabtatc^ 89 ©olbaten ntcl^r crforbcrüd^, als 
bei bcr crften Äufftcttung. 

S)ic ©trcrfc BC öcrftnntici^t bie 3a^I 1; alfo beträgt bog 
Duabrat be8 ^yx\ci%t^ DGJSJ= 1. S)ie beiben gleid^en 
Sled^tede öeranjd^auKd^en 89 —1 = 88; ein ülcd^tcd bejeid^net 
mtt^in bie ßa^I 44. 2)a bie Sreite eine« «ec^tecfg = 1 ift, 
fo beträgt bie ßätige ettoa BEc^U. S)ie ©eite AB beg 
erften Duabrate« öeratifd^aulid^t alfo bie Qa^ 44; bog Quo- 
brot felbft bie 3^^^ 44* = 1936. SRed^net man i^ierju bie 
39 aWonn, tpeld^e bei ber erften Stufftettung übrig bleiben, fo 
ergiebt fid^, ba§ bog ^Regiment 1975 SWonn ftorl war. 

2)ie algebroifd^e Söfung entfprid^t bem festeren SSerfol^ren, 
toenn ntan bie Slnjal^I SWann onf einer ©eite beg erften Dua:= 
brateg afö Unbelannte x annimmt 

§ 95. Sie SRet^obe bet nnU^tm%. 

S)ag SSerfal^ren ber Umlel^rung beftel^t barin, ba§ bie 
Sleil^enfolge unb bie ?lrt ber Operationen, toeld^e in ber 
Aufgabe jur SSilbung einer befonnten Qaf)l ongegeben finb, 
gerobeju um geleiert n^erben. 2)ie äT^etl^obe ber Umfel^rung 
ift, wie bie üleget öom falfd^en ©ofee, inbifd^en Urfprungg. 
Der Snber Str^abl^atto (geb. 476 n. Sl^r.) lennjeid^net bie^ 
felbe in feiner lurjen SBeife folgenbermaften: „9KuIti|)ülationen 
werben S)it)ifionen, Dtöifionen werben äRuItipUfationen; wo« 
®ewinn war wirb SSerluft, wog SSertuft war wirb ®ewinn; 
Umlel^rung." S)er Araber a3e^a=@bbin (1547—1622) fogt 
in feinem 9ied^enwerf „®ffenj ber 3led^enlunft": „Sei biefem 
aSerfa^ren tl^ut man bog Gegenteil öon bem. Wog ber f^i^ogenbe 
»erlangt; forbert er SSerboppelung, fo l^albiere; l^ot er obbtert, 
fo fubtrol^iere, l^ot er mnitipügiert, fo biöibiere; foö bie Quo- 
bratwur^el auggejogen werben, fo erl^ebe ing Ouobrot, unb 
l^ot er le^tere Operation öerrid^tet, fo öerfol^re umgele^rt, 
inbem bu mit ber legten Eingabe beginnft: bann erl^ältft bu 
bie Sluflöfung." 

1) Sluflöfung ber 7) Slufgobe in § 93 burd^ bie Operation 
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bcr Umlel^runfl. SRad^bcm E t)om öicrten Sieftc öorab llc/^ 
genommen l^at, bleibt eine getoiffe ©umme übrig. §iert)on 
nimmt er i; foIgUd^ bleiben f berjelben, unb biefe betrogen 
12 JC; ber öicrte «eft ift alfo: 

E erl^ält mitl^in: 

21JC- 12 JC=^ 15 JC. 

Der öierte üleft, 21JC, ift geblieben, nad^bem D t)om britten 
Sicft 9c/^ nnb bann i be8 Übrigen genommen l^at. SKitl^in 
finb i öon (Es — 9)o^ gleich 21 </^, nnb ber brittc «eft 
beträgt: j^,21JC+ 9JC = ^5J(. 

D belommt: 

4bJC - 27 J(=^ 18 JC. 

Durd^ nod^ breimalige Sßieberl^olung berfelben ©d^Iäffe gelangt 
man jur öoOftdnbigen ?luflöjnng. 

2) Slnfgabe. ©in Sater bringt eine Änjal^I %fet nad^ 
$aufe unb giebt bem erften Sinbe bie $ätfte be8 ganjen fflor^ 
rotes weniger 8 Äpfel, bem jtoeiten bie §ätfte be8 Sleftei^ 
»eniger 8 Äpfel, ebenfo mod^t er e8 bei bem britten unb 
öicrten; bem fünften giebt er bie nod^ übrigen 20 ÄpfeL SBie 
öiel Äpfel l^ot ber »oter »erteilt? 

auflöfung. Dag merte Äinb er^It öom britten Siefte 
bie §ätfte weniger 8 Äpfel; folglid^ bleiben bie §&Ifte bejJ 
britten »tefte« unb 8 Äpfel für bog fünfte Äinb. S)er britte 
3icft mu^ bo^er 2(20-8)Äpfet gteic^ 24 Äpfel fein. Se^tere 
blieben übrig, nod^bem ba8 britte Äinb öom jweiten 3left bie 
§oIfte toeniger 8 Äpfet erholten l^otte, e8 bleiben bol^er bie 
^ölfte öom jweiten Slefte unb nod^ 8 Äpfet (£8 ift bo^er ^ 
t)om jtoeiten Sleft unb 8 Äpfel gleid^ 24 Äpfet, unb mitl^in 
betragt biefer 9icft 2(24 — 8) Äpfel ober 32 Äpfel. SBenn 
mon biefelben ©d^Iüffe nod^ jttJcimal onwenbet, fo erl^ält man 
80 ÄpfeL S)ie ju mod^enben ©d^tüffe lurj burd^ bie oritl^* 
metifd^e Qtiä)tn\pxa6)t angebeutet, giebt: 

iÖß(l + 8) + 8]+8) + 8 = 20. 
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Sufunft, fäOt. $ier unb in tnand^en anberen i^Ken beutet 
ber negQtit)e Sßert eine ^uflöjung in einem anbeten, ber %taQt 
entgegengefe^ten @inne an. ®ie Sllgebra tritt gleid^fant 6e^ 
lel^renb auf, inbent fie fagt, ba^ eine irrtfimlid^e ^nal^nte in 
ber Aufgabe entl^alten ift. Slnbert man bie irrige SSorauS« 
fe^ung; inbem man j. 93. bie ^age nad^ bem Ufortfd^reiten 
tn 3eit unb 9laum, nad^ bem SBermögen tc. in bie f^rage 
nad^ bem SlüdEfd^reiten in Qtit unb 9iaum, btito. mä) 
©d^ulben u. f. to. unb umgcfei^rt, umtoanbelt, fo »irb ba8 ©r- 
gebni8 für x eine natürlid^e Qdf^t 3n öorliegenber Aufgabe 
mu§ aifo bie grage lauten: 91 ad^ tpie öiel Salären ift ber 
SSater boppelt fo alt afö ber @ol^n? ®e^t man in bem 
Änfa^e + x ftatt — a?, fo ergiebt fid^ x = 8. 

993enn überl^aupt nad^ Slbfd^Iu^ einer Sied^nung eS ratfam 
erfd^eint, bie SKd^tigfeit bc8 aftefultateg ju prüfen, fo ift bei 
ber algebraifd^en Äuflöfung in mand^en götten bie ^robe 
burd^auS notioenbig. ^er aus bem Snfa^e bered^nete negatit)e 
SEBert f&r x genügt jtoar ber aufgefteQten @Ieid^ung, alfo in 
algebraifd^er ^infid^t, aber nid^t ben 93ebingungen ber Sßort- 
aufgäbe. 2)tefe Srfd^einung ift aber ni^t als ein WaxtQtl ber 
algebraijc^en Suftöfung, fonbem gerabeju als ein äSorieil ber^ 
felben au^uf äffen. (£S ift alsbann ©ad^e beS 9led^nerS, bie 
$robe anjufteQen unb ju beurteilen, unter toeld^er 93ebingung 
ber gefunbene SBurjetoert für bie eingelleibcte Slufgabe ju 
öertoenben ift. Slamentttd^ bei ben fpäter bel^anbetten ein=* 
gcHeibeten Stuf gaben, toeli^e auf quabratijd^e ®Ieid^ungen 
fül^ren, ift baS 8Sorjei(^en ber für bie Unbelannte gefunbenen 
3öl^Ienttjerte bei ber anjuftettenben ?ßrobe ftets ju berürffi(^tigen. 

§ 94. VttflSfttttg algeiraif^et Vttfgabett bitti^ geomettif^e 
IBetfittnU^ttttg; reine atit|metifi^e SSfung« 

Sltgebraifd^e Slufgaben, beren ßöfung eine Steige 
t)on nid^t gerabe leidsten, abftralten ©d^tüffen er- 
forbert, fönnen burd^ Äntoenbung räumlid^er ©or« 
ftellungen anf(^auUd^ gelöft »erben. 

SSergegennjärtigcn toir un8, ba§ bei Slnttjenbung biefer 
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SöfungdQtt bie ol&ftralten QoijUtn ol^ne SSetbtnbung mit Opera- 
tion^ieid^en bittd^ bie Sängen k)on @tre(fen, baS ^tobnft 
jtpeier 3^^^^^ ^^^^ ^^^ SHed^ted unb im befonberen ^aQe 
butd^ bad DnabtQt bargefteUt nnb t)erQnfci^uU(^t toirb. 

993ir jeigen an einigen 83eifpielen, nne bie einfa^ften^ 
befannteften Sianmgebilbe^ nämlid^ ©trede; 9tecl^tecl unb Dua:» 
brat jur Srlftuterung nnb SSeranfd^auIid^ung ber ^(uflöfung 
benu^t tuerben fönnen. 

a) SSenu^ung ber ©trede. SU^ ^uSgang^puntt einer 
®TVippt t)on Slufgaben, bie bur^ ?lnttjenbung einer ©trede 
gelöft tperben, nel^men »ir 

1) Stuf gäbe, ©in Seamter, beffen ©el^alt Jöerboppelt 
tDorbcn ift, erl^ält jicfet jäl^rttd^ ebenfoöiel über 900 c/^, aU 
il^m biSl^er an 900 JC gefehlt ^at. Sffiieöiel beträgt jeftt fein 
iä^rlid^e« ©infommen? 

Um ben SBert ber Äuflöfung burd^ „geometrifd^e SSer^^ 
finnlid^ung" red^t ju erlennen, löfe man bie Stuf gäbe arit]^= 
metifd^, l^ieranf mittetö ©leid^ung, aljo algebraifd^, unb fd5He|== 
lid^ mit §ilfe geomctrifd^er S)arftenung. 

a) ^ie aritl^metifd^e Söfung fönnte etn^a auf folgenbe 
SBeife gefd^el^en: 

3lai) ber Slufgabe ift baS urfpr&nglid^e @el^alt t>ttbopptlt 
toorben. S)ie S^Iöfl^ jerfäQt in swei gleid^e leite; ber erfte 
Seil ergänjt baS anfdnglid^e ©el^alt ju 900 JC, ber jiöeite 
Seil überfteigt 900 c/^ vm benfelben Setrag. Da bcibe Seile 
gleid^ ber ganjen 3^tage, alfo aud^ glcid^ btm urfprünglid^en 
©el^alt finb, fo beträgt ein Seil bie ^älfte biefe? ©ehalte«. 
Dag SlnfangSgel^alt unb bie ^ätfte be^fetben, atfo Hmal bag 
urfprttnglid^e ©infommen ift nad^ ber Slufgabe gteid^ 900 JC. 
golgttd^ beträgt ba8 urfprüngüd^e ©c^aft: 

900 JC :11^^ 600 JC 

unb bag jefeige ©infommen: 

2x600 JC = 1200 JC. 

ß) ?llgebraifd^e Sluflöfung. SBir bejeid^nen bie Qa% 
ipeld^e fein urfprünglid^eS ©el^alt in SRart.auSbrädCt^ t)orIäufig 
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Äuflöfunfl. ®]^a8fata löft biefe aufgäbe, inbcm er 
öerfud^SWeife 3 annimmt, nnb crl^ält fo: 15, 10 nnb 1, f, 
|> ba8 Srgebni« ift 4^. ßefttereS tft in ber gegebenen Q(ä)l 
(68) 16 mal entl^alten, nnb ballet ift bie rid^tige Qaiji: 

16 . 3 — 48. 

3n einem alten ated^enbud^e*) ift bie einfache galfired^nung 
unter ber Uberfd^rift „De regnla propositionum ober falsi'^ 
bel^anbelt Über bie Sl^eorie biejer SÄetl^obe verbreitet fid^ bie 
©d^rift folgenberma^en: „S)er $ßroje§ bicfer Siegel öerl^ält fid^ 
atfo: aWan nimmt eine Qa^ naä) belieben, bod^ fo, ba§ in 
fettiger bie in ber Aufgabe beftimmten Sieite ol^ne 9left aufs 
gelten; mit biefer erbid^teten Qa^ öerfäl^rt man nad^ ben An« 
forberungen ber Slufgabe, ©efunbeneg abbiert man, bag ©oHect 
ift bie erfte 3«^^^^ We angenommene ober erbid^tete 3^^^ if 
bie anbere ©teße, unb toai fonft auS ber Aufgabe befannt, bie 
britte ©teile; aföbann öerfäl^rt man nad^ ber gemeinen Siegel 
de tri, Wie nad^gefeftte ©jempel bt^ meieren jeigcn toerben/' 

?lufgabe. Sin ©ol^n fragt feinen SSater, toie att er fei. 
S)er SSater antwortete il^m: SBäreft bu nod^ einmal fo alt, 
imal fo alt, ^mal fo alt unb nod^ 1 ^a\)x älter, fo toäreft 
bvi gerabe 100 3a^re aft. SBie alt ift ber @o^n? 

„«uflölung. @efc|t, ber So^n fei 48 Sa^re aft (48 
ift bie erbid^tete ßal^l). 

48 



96 nod^ einmal fo aft 
24 ^mal „ „ 

12imal „ „ 



132 eottect 



100—1 — 99; 48-99:132 = 36. 
S)cr @o^n toar aljo 36 Saläre aft." 

yiaä) unferer mobemen Dreifa^^ 
bered^nung würbe ber Änfa| etwa fo 
lauten: beträgt ba^ ©rgcbni» (ßollcct) 
132 3a^re, fo ift ba8 Slfter 48 Saläre. 
SaSie öiel beträgt ba^ Slfter, wenn baS 
Srgebnig 99 ift? 

35a8 aSerfal^ren mit einer angenommenen 3^^! ip ^tfo 
fe^r einfad^. 2)ie Sflid^tigfeit begfelben berul^t auf bem ©d^Iuffe: 

*) 3)a8 Titelblatt fel^U. 
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2)ie angenommene 3^^^ ^ t)er]^ält ftd^ jnr Unbelamtten ^ nrie 
bie au8 o burd^ bie geforberten SSeränberungen ber Slufgabe 
erl^altene ßal^I m ju ber gegebenen 3^^^ **• 
3n ^tii^tn: m:n = a:x. 

S3ei ber einfachen gatfired^nung bürfen nur bie öier erften 
fRed^nunggarten ber ?lrit^meti( auf Sruc^teile ber (grgebniffe 
angetoenbet »erben, wie ber Kommentator ber ©d^riften ^^a^^ 
faraS (®ane9a) rid^tig bemerlt. 

6) Sie Kegel ber )loei falfi^en Vnfa^e. 3^^ Sinfül^rung 
in ia& SSerftänbniS ber boppelten galfired^nung biene folgenbeg 
Seijpiel. 

1. Aufgabe. Sin Sater ift 42 Saläre, fein ©ol^n 6 Saläre 
alt. 3ta6) toie t)iel Salären ift ber Später 4 mal fo alt aU ber 
©ol^n? 

Sluflöfung. 1. Ännal^me: nad^ 3 Salären. 3)ann ift 
ber ©ol^n 9 Saläre unb ber SSater 45 Saläre alt. 9lad^ ber 
Aufgabe foö ber JBater 4mat fo alt als fein ©ol^n, er mü^te 
olfo 36 3a]^re alt fein. g^^Sttd^ if* We erfte Slbtoeid^ung, ber 
erfte gel^Ier: 

45 Saläre — 36 3a^re = 9 Saläre. 

2. Slnnal^me: nad^ 4 Salären. ®ann ift ber ©ol^n 
10 Saläre unb ber Sater 46 Saläre alt. Saut fflebingung 
ber ?lufgabe mü^te festerer 40 3al^re jäl^Ien. Die jtoeite 
Slbtoeid^ung ift alfo: 

46 3a^re — 40 Saläre = 6 Saläre. * 

S)urd5 bie 2. Annahme l^at ber erfte gel^Ier um 3 Saläre 
abgenommen. 35erfelbe foO glei^ toerben, alfo mu§ er nod^ 
um 6 abnel^men. Damit biefer Überfd^u^ öerfd^ttjinbet, mu§ 
bie 2. Ännal^me um fo öiel Saläre toad^fen, al« 3 Saläre in 
6 Salären entl^atten finb, atfo um 2 Saläre. 3)er SSater ift 
bal^er nad^: 

4 Salären + 2 Salären = 6 Salären 
4 mal fo alt al8 fein ©ol^n. — ?ßrobel 
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Stül^er Derfu^ man xna mct^tf^*) na(^ folgenbn Sieget: %fUm 
ntäjim )loei beliebige S^fjiiiai a^ unb o, an, boE^ an il^nen bie in ber 
Kttfgabe geforberten )6etftnbentngen nnb BefHntmte bie beiben ^btoeid^ungen 
ober %tfjlitx fi nnb f^ )toif(^en ben etl^altenen S^film unb ber gegebenen 
gal^I. 2)ann bilbete man )to>ei ft^ fc^neibenbe ®eraben, fe|te an bie 
beiben (Enb|)nnlte bec einen @eite bie loUnftrlid^n 9(nna]^men unb an 
bie anbem (l^b|)unlte bie beiben S^l^Iet. 9lun multiplizierte man bie 
Bälgten ,;im ftreu^'' unb nannte bai$ $robu!t a^fi bad erfte unb ba§^ 
$robu!t Oif^ ba9 jtoeite fllefnltat. SBaren bie l(btoei(^ngen gleid^- 
artig, alfo beibe ))ofttib ober negatib, {o bibibierte man bie 2)ifferen§ 
ber SÜefuttate burd^ ben Unterfd^ieb ber grel^Ier, in 3^i(^^n: 

Xraten bagegen bie Qlbtoeic^ungen fi unb f^ mit berfd^iebenen SSor$ei<^ 
bel^aftet auf, \o tourbe bie ^nmmt ber $robu!te burc^ bie @umme ber 
Sel^Ier bibibiert, in S^^^^* 

2)al» ©d^ema ber IBered^nung toar toie folgt (9[ufgabe 1). 

@e^e 4 Sal^^e. 



6ete 


3 


3a^re. 




@o]§n 


9 


Salute 


fßaitx 45 


n 






86 


n 


fottten fein. 




9 


Sfll^re. 





■«••A»»*- 



@ol^n 10 Saläre 
8ater 46 „ 

40 „ fofften feii^. 

6 Saläre. 



9{0. 80. 




4 9 — 36 

X — « 6. 

9 — 6 



'*') (Sin fold^ei^ geiftlofei^ 9ied^nen geigelt @d^toei|er xn feiner 
„aHietl^obe für (Elementarlel^rer" in folgenber ^eife: „9^d^ ber 
alten äl'letl^obe mad^te man \>xt ©d^üler ^u ben^ugtlod o))erierenben 
9led^enmafd^inen, »a^rfd^einlic^, »eil t^ bamatö noc^ leine fRed^enmafd^inen 
gab, beren ^ftnbung erft ber neueren ^txi angel^ört. ®ett)iffe unbegriffene 
^unftgriffe tourben eingeübt, unb l^dd^ftend getoann unter ben Dielen 
aj^artem einf eitig baS ©ebftd^tniiS. Wi^ toar ein geißlofei» treiben, 
burd^ toeld^ed ftd^ bie @d^üler in einem l^ol^Ien 9iegeltoerI feftrenneten''. 
SSergleidJc bai» in § 92 über bie fRcgel falfi ®efagte. 
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a3ett)ei8 für bic aiid^tigfeit öorftcJ^cnbcr 9lcget. 
S)ic algcbraifd^c aScgrünbung ber SRcgct be8 boppcltcn folfd^cn 
Shtfa^c» ift cinfad^. S)a bic algebraifd^e Äuftöfung bcr Auf- 
gaben, toctc^c mittcfö bcr SRegcI fdfi USbax finb, auf eine 
©teid^ung wn ber gönn: 

fü^rt, fo genügt eS, bic SRic^tigfcit beg ®efefee8 ber gatfi^ 
red^nung für biefe ®Ieid^ung ju ben^eifen. 

9ltntmt man für bic Unbefannte x jtuei beliebige äBerte 
an, etoa: ^ _ ^^ ^^^ ^ _ ^^ 

unb fe^t biefe Bälgten ftatt x nad^etnanber in bie ®(eid^ung 
ax^'b ein, fo l^at man im allgemeinen bie f^el^Iergtcid^ungen: 

a • a^^^^b unb a - d^ «=* 6 . 

Sie beiben geinter ober Äbtoeid^ungen finb offenbar: 

b — aa^ unb b — aa^ . 

©e^t man ben Sel^Ier in ber erften ©leid^ung gteic^ /i unb 
ben geinter in ber jtociten ©leid^ung gleid^ /i, atfo: 

b — aa^ — /i unb b — aa^ = ^a / 
fo iolgt: 

aa^ =6 — /*! unb aa^ =«6 — f^. 

@uBtra]^icrt man bie beiben legten ®tcid^ungcn |nad^einanber 
t)on bcr gegebenen, fo entftcl(t: 

a(x — ai) = /i unb a{x — ag)™^. 

Offenbar finb bie beiben au8 biefen ©leid^ungen fid^ ergebenben 
SBerte für a einanber gleid^, b. 1^.: 

—-■-■— SSS5 ^^^^^ ■ • 

X — a^ X — a^ 

hieraus erl^ält man bie ^Proportion: 

{x — aj) : (rc — og) = /; : f^ 
unb 

^ — T-zifr' 

Bi^MUx, Strit^metil. 20 
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2)ie gefunbene t^formet für x brildt foIgenbeS allgemein 
gAltige Clrfe^ avA: S)ie UnBetannte o; ift einem SSrnd^e 
flleid^, beffen S^I^ gebilbet ift au8 einer S)ifferenj, 
beren SRinnenb baS $robn!t aus ber jioeiten Snnal^me 
unb bem erften ^^el^ter unb beren äKinuenb bad ^ro^^ 
bu!t aus ber erften Knnal^me unb bem jioeiten f^el^ter 
ift; unb beffen ftentiev bie 2)ifferenj ber beiben 8(5^ 
toeid^ungen barftellt (SÄan öcrgleid^e obige 8lcgeL) 

S)aS Serfal^ren ber boppetten ^^alfirec^nung tautet in ein^ 
fad^fter fjorm: ©efee 1) a^ = 0, 2) «^ — 1 unb Beftimme 
bie gel^Ier f^ unb f^, bann ift bie Unbefaunte gleid^ bem erften 
tJel^Ier biöibiert burd^ bie JDiffereuj ber ^tlfizx, in S^^^n: 

2)ie ated^nung mit ben Knnal^men unb 1 em^ftel^It fid^ Bei 
mand^en S(ufgaBen ber Bequemen Operationen l^atBer. 

2) »eifpiel. ©egeBen fei bie 8) «ufgaBe in § 93. 

«uflöfung. 1) ®efefet; nad^ ber erften «uffteDung 
ftänben in einer Sleil^e SRann, bann tt)äre baS SHegiment: 

0« + 39 — 39 aRann 
ftarf. S3eim jtoeiten SSerfud^ ergäbe fid^ bann: 

(0 + 1)» — 50 — — 49. 
tjfolglid^ Beträgt ber f^el^ter: 

39 - (— 49) — 88 . 

2) angenommen, in einer Steil^e tt)äre 1 Wtaxcx, fo toürbe 
baS Slegiment: 

{y + 39) aRann = 40 SKann 

jäl^Ien. S)ann ftänben nad^ ber jtoeiten KuffteQung auf- einet 
@eite 2 SRann, unb eS toäre: 

2« -50 = -46. 

SRit^in ift jefet ber gelter: 

40 -(-46) — 86. 
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%)nx6) bie itotiit Snnal^me ift ber f^el^ter um: 

88-86 — 2 

t)erminbert tt)orben; er foQ nod^ um 86 abnel^men. Z)ie jtDeite 
Snnal^me mu| ballet fo oft um 1 größer gettommen tonbtn^ 
üli 2 in 86 etttl^atten ift, b. i um 43. di ftanbett ballet 
auf einer @eite beS DuabrateS: 

(1 + 43 «=) 44 SKann, 

unb baS {Regiment n)ar: 

(44« + 39) 2Kann — 1975 SKonn 

ftort iRad^ obiger Siegel ift: 

/i — A 88 - 86 **• 

^em Sentettben eittpfe^Ien toir, nid^t med^anifd^ ttad^ obiger %otmtl 
ben äBert ber Unbefannten }u bered^nen, fonbern bie fCuflbfung in Porten 
)u liefern^ toie in ben S3eifpielen l) unb 2) gezeigt ifL 

(Befd^id^tlid^ed. ^ad SSerfa^ren, oon einem f alfd^en ^n\aii aui= 
pgel^en unb ben %tfjliet nac^träglid^ 5U beri(!^tigen, »ar juerft hd ben 
alten ^Qtiptttn in (Sthtau^. 93ei ben Snbem begegnet und biefe fRt^mm^ 
M beton^te; andgebilbete SDletl^obe. 2)ie fUtämunq mit 3»ei fa(f(!^en ftn« 
nal^nten gel^drte axtd^ bei ben alten fCrabem )ur 3^it SRol^antmeb ben 
a^ufad ,4ttm (Srunbßode matl^ematifd^ex Sßa^r^eiten". fCrabifd^e fLU 
gebrailer {(!^reiben bie (Srfinbung ber gat{ire(!^nung ben ^elel^rten ber 
3nber ju. 2)ie fCraber nennen bad ^erfal^ren //9legel ber ^toti 
Sel^Ier" nnb „%kttf^oht ber föagfd^alen" (regnla lancimn). 
Se^tere ift t)on 3bn fCIbannä, b. 1^. @o]^n beS eaumeijlerd, (geb. 1262 
ober 1257 in älilatollo) in ^ol^em ao^a^e audgebilbet toorben. (ün S^etoeiS 
für bie 9h(!^tigfeit bed SSerfal^rend »urbe bagegen »eber t)on einem 
inbifd^en no^ t)on einem arabifd^en a)>latl^ematifer gegeben. 



20' 
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(Sletdiittigen txpn (SntHes mit ttte^rerett Kniretunmten. 

§ 97. 8egriff unb eisenf^aften tinti S^iftemS Ixntattt 

Olei^ntigen. 

S)ic SRormatform einer ©leid^ung erften ®rabcg mit 
tncl^reren Uttbclantttcn ift: 

aa; + 6y + CjSf + '=Jc, 

in toeld^er bie' 3^^^^ o;, y, z unbefannte unb bie 

Äocfpjienten a, h, c fowie ba8 Sttfotutglicb k gegebene 

ßal^Ien bejeid^nen. 3ft in einem befonbem gaQe ä; = 0, \o 
l^ei^t t)orfte]^enbe ®Ieid^ung l^omogen. kommen in einer 
@Ieid^ung mel^rere unbefannte ®rö|en t)or; jo fonn man jtoat 
ben SSSert jeber Unbefannten inbejug auf bie anbem auSbrüden; 
aber ba l^ier bie SSerte ber Unbefannten t)oneinanber abl^ängig 
finb, ober, ttjie man fid^ toiffenfc^aftUd^ auöjubrücfcn pflegt, bie 
eine Unbefannte eine gunftion aUer übrigen ift, fo ift ber 
gefunbene SBert unbeftimmt ®i8 fei j. 85. bie ©teid^ung: 

5a; + 3y = 13 

gegeben. Söfen tt)ir biefelbe nad^ x auf, fo erl^alten wir: 

13 - 3y 
6 

S)er gefunbene SBert für x ift aber unbeftimmt, toeil wir 
ben SBert ber Unbefannten y nid^t fennen. SRel^men wir ]^in= 
gegen für y einen wiUfürli^en SBert an, fefeen j. 33.: 

y — 0, y = l, y = 3, 
fo fotgt: 

SBie man erfiel^t, öerwanbelt fid^ bie vorgelegte ©leid^ung burd^ 
beliebig gewäl^Ite SBerte für y unb ben iebedmal bered^neten 
für X ftetg in eine ibcntifd^e. ®ine ©leid^ung mit jwei unb 
mel^reren Unbefannten l^at bal^er unenblid^ t)iele Söfungen unb 
wirb eine unbeftimmte ober biopl^antifd^e*) ©teid^ung 

*) ^iopl^antttS, ein berftl^mter SRatl^ematifer beS Altertums, 
geftorben um 350 n. d^x,, l^at ftd^ x>ul mit unbeftimmten ©(eid^ungen 
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genannt. @iS leud^tet ein, ba| eine @teid^ung mit jtuei Un- 
befannten nid^t genügt, nm mit Slu^jd^tu^ toilßüriid^er An- 
nal^men, alfo burd^ ftrenge SHed^nung für jebe UnBefannte nur 
einen beftimmten Sal^Ientoert jn finben. 3^ biefem Qmdt 
mn^ öietmel^r eine jtocite ©leid^ung gegeben fein, bie beftimmte 
@igenfd§aften erfüQt. Um überl^aupt bie SBerte t)on n Un= 
befannten bcftimmt ermitteln ju fönnen, finb ebenfo t)iele 
©letd^ungen erforberlid^. SRel^rere jujammengel^örige ©leid^- 
ungen l^ei^en ein Softem öon ©leid^ungen. 

(Sin ©leid^unggf^ftem auflösen l^ei^t, bie beftimmten 
SEßerte ber Unbef annten finben , wctd^e j| e b e ber gegebenen 
©teid^ungen in eine ibentifd^e t)ertt)anbelt. @inb j. 93. bie 
©leid^ungen: 

a; + 2y == 9 unb 2x + 3y = 16 

gegeben, fo genfigen biefem Softem nur bie SBerte: 

a; = 5 unb y = 2 , 

n)eil nur burc^ Sinfe^ung biefer ßal^Ien jebe ®Ieid^ung in eine 
ibcntifd^e übergel^t. ßur Sluffinbung ber beftimmten 3^^^^^^ 
toerte ber Unbefonnten finb an ba8 ©leid^ungöf^ftem gettjiffe 
Slnforberungen ju fteQen. S)te n gegebenen ©leid^ungen mit 
n Unbefannten muffen a) tjoneinanber unabl^ängig fein, 
unb b) feine ©leid^ung barf einer anbern wiberfpred^en. 
©leid^ungen l^eigen unabl^ängig, totrm fie au8 anbern burd^ 
arit^metifc^e Umformungen nid^t l^ergeteitet ttjerbcn fönnen- 
®og ©lei^unglf^ftcm: 

I2x+ by— 50= 7 

ic — 13y + 10^ = 3 

3x— 8y+ 7;sf=10 
mu§ als unbraud^bar jur Sluflöfung öertnorfen ttJerben, ba bie 
erfte ©leid^ung baS @rgcbni8 ber ©ubtraftion ber jttjeiten 
©Icid^ung tjon ber britten ift. Sntfpric^t ein ©leid^ungSf^ftem 
ben tjorl^in angegebenen Slnforberungen, fo laffen fid^ aQemal bie 
SBerte ber Unbefannten burd^ ftrenge Sluf(öfung§metl^oben finben. 

Befd^ftftigt, unb il^m ju (Sitten nennt man bie unbeftimmten ©leit^ungen 
and) \>xopf^anti\ä)t. 
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§ 98. Sei^tieHf^e 9$tfitUun% bet 88ftitigeti rtner lineareii 
Olei^titig ilQif^eti }loei ttnlielatititeti.*) 

SRan nennt bie 3^^^^^ fi^^ ^ ititi> 9/ ^eld^^ eine nor^ 
gelegte ©teid^nng in eine ibentifd^e üenoanbeln, ^nfammen« 
ge^rige SSerte nnb jjebed infamntengel^örige äBertepaar eine 
Sdfnng ber ©teid^nng. 3eber ®leid^ung mit )tt>ei Unbetonnten 
genügen unjäl^Iig biete Söfnngen. 3)iefet6en tDnbtn etl^alten; 
loenn man eine gegebene ®Ieid^nng inbe^ng anf eine Unbetannte, 
ettoa y, anpft, in bem erl^oltenen SnSbmcI an @tetle t)on x 
einen beliebigen ^af)Urtmxt fe^t nnb l^emad^ y bered^net. fS^ 
fei bie ®Ieid^nng: 

3a; — 2y — 6, alfo y — 3(^a; — 1) 

gegeben. @e^t man: 

x= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

fo n)irb: 

y 3, -H, 0, li, 3, ^, 6, 

Um nun \omfjH bie unenbUd^e Stnjal^t t)on Söfnngen 
ber üorftel^enben @Ieid^ung atö aud^ bie gegenseitige ^h^ 
pngigfeit ber Unbelannten ju öerfinntid^en, öerfäl^rt man 
anf folgenbe SBeife. 

SKan jcid^net (gig. 31) burd^ einen fcften 5ßnnft jtoci 
fid^ rcd^ttoinfetig fd^neibenbe ©erabcn, XX^ unb rr^, bie man 
nad^ lieber @eite l^in ali unbegrenzt annimmt. 3n jieber 
©eraben unterfd^eibet man eine pofitiDe unb eine negative 

*) über ben bibaftifd^en äBert bei} ^ier be^anbelten d^egenftanbed 
äußert ftd^ (S^ultnann in feiner ©d^rift ,,^ie grafil^ifd^e StatxV 
(2. Auflage): „di liegt nid^t im gtoede biejed Sßerlei», bie Sl^eorie ber 
(Steid^ungen grctp^ifd^ toeiter au enttoideln, allein ed mürbe ha» ^er- 
ftdnbnii» berfelben gemig nnQemtin erleid^tern, toenn man bie aBftratten 
gal^U^erl^ftltniffe burd^ geid^nung barfteHen unb erläutern toürbe". — 
^aud fagt: ;,S3ei ber (Snttoidelnng ber X^eorie ber dfleid^ungen toirb 
niemanb biefed »ertboHe SSeranfd^auUd^Ungi^mittel unbenu|t taffen''. — 
@d^erUng fd^reibt: ,,^ie ^ufnal^me ber gra))l^i{d^en ^arfteHung iß ald 
eine toertbolle »eigabe banlenb l^injune'^men". (Seitfd^rift für mat^. 
Unterrtd^t, XII. 3a^rg. (Seite 342 unb 369.) 
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^älfte. @e^t man bie aftid^tung OX red^ts t)on als bie 
fiofitiDe feft, fo mn^ man bie entgegengefe^te 02^ als negatU) 
bejeid^nen, unb nimmt man bie 9äd^tttng Y oberl^alb XX^ 
als ^ofctit) an, f o mn^ man nottuenbig bie ^albad^fe T^ als 
negatik) anfeilen. (SDZan t)etgteid^e §§ 29 unb 38.) 

S)ie äBerte ber Unbefonnten x loerben k^etfinnlid^t, inbem 
man nad^ einer beftimmten Sftngeneinl^eit bie biefen S^Un 
entf^red^enben Sängen auf ber Sd^fe ZX^ i^om 9hül))nnft anS 
abträgt, nnb jtoar bie pofiti&en äBerte anf ber fiofttii^en nnb 
bie negativen anf ber anbem ^älfte. 9Ran nennt bal^er bie 



Sfig. 81. 




Oerabe XX^^ bie Z^«d^fe, nnb ba bie «bfd^nitte anf berfelben, 
n^eld^e bie äBerte k)on x i^eranfd^anlid^en, ^bfciffen l^ei^en, fo 
fül^rt bie X^Std^fe and^ ben Flamen Stbfciffenad^fe. Um ben 
äBert für y jeid^nerifd^ barjnfteOen, ber einem beftimmten äBert 
für X jngeorbnet ift, errid^ man im (Snbpnntt biefer SGbfciffe x 
bie ©enired&te; beren Sänge bem gal^Ientocrt für y entfprid^t 
Obigen f^eftfe^nngen infolge faQen bie @tred(en für alle ^ofi^ 
tiüen äBerte t)on y oberl^alb, bagegen bie negatii^en nnterl^alb 
ber Z^Std^fe. 2)ie Sote, tt)ei[d^e jur SSerfinnlid^nng ber äBerte 
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t)on y bienen^ l^ei^en Orbinaten; fte tonhtn nad^ il^rer Sage 
in pofitik)e unb negatit)e unterfd^ieben. 9Ran nennt bie %ä)'\t 
YTi, tocld^e nttt ber DtbinatensSRid^tung parallel gejogen ift, 
Drbtnatenad^fe. gür alle fünfte bcr Äbfciffenad^fe ift bic 
Drbinote gteid^ SRuQ, unb in iebem 5ßunlte ber Drbinatenad^fe 
ift a: -=» 0. ©tott bie Dtbinaten unmittelbar an il^re Slbfciffen 
anjutragen, fann man bie äBerte für y aud^ auf ber @eraben 
TYi abtragen, burd^ ben erl^attenen $unlt bie parallele jur 
Xs^c^fe unb aud bem (Snbpunit ber jugel^örigen Slbfciffe bie 
parallele jur Orbinatenad^fe jiel^en, ber ©d^nittpunft beiber 
$araQeten giebt bie Sage beS ^unlte^ für y genau an. äßeil 
man aUe SBerte für y auf ber ©eraben YY^ abtragen fann, 
fo nennt man biefe auc^ F^Äd^je. Äbfciffe unb Drbinate 
fül^ren ben gemeinfc^aftttc^en Flamen „Äoorbinaten" unb bie 
beiben Äd^fen bie ^Benennung ÄoorbinateuKad^fen. Der 
lefetercn gemeinfd^afttid^er $unft l^ei^t bcr Anfang ober 
Ursprung ber Äootbinaten, ^ier finb Slbfciffe unb Drbinate 
gteid^ 9luII. 

3n öorftel^enber Jitx6)nmtQ tjcrfinnlid^t ^ßunlt G bie Söfung 

a? = — 2, y = — 6, 

$unft C baS Sßertepaar 

X = A, y "*= 3 

unb enblid^ ^ßunft E bie Söfung 

^ = 6/ y = 6 

ber t)orgeIegten ®Ieid^ung 

3x — 2y = 6. 

3ebe Söfung ber le^teren, überl^aupt jeber linearen 
©leid^ung jttJifd^en jttjei Unbefannten, ttjirb burd^ einen 
$ßun!t öerfinnlid^t, befjen Slbfciffe unb Drbinate ben 
jufammengel^örigen SBerten t)on x unb y gleid^ finb. 
S)cnlt man fid^ für aQe (rceUen) 3^^^^^ ^^ relatiöen S^l^Ien^ 
teilte (§ 58) t)on x bie jugel^örigen ääerte für y bered^net unb 
bie entfpred^enben fünfte in ber (Ebene jeid^nerifd^ bargefteUt, 
f liegen biefe SSilber nid^t getrennt, fonbern fie fliegen lüdEenlo^ 
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incinanbcr über unb bübcn eine gerabe Sinie.*) S)ie unjä^Iig 
t)ielen So jungen jjeber ©leid^ung t)on ber fjorm: 

aa; + &y + c = ober y = aa; + 6 

fönnen dfo räumUd^ miteinanber t)erbunben unb burd^ eine 
(Serabe t)erfinnltd^t werben. SBir finb fomit jur Slufftettung 
bcg folgenben Sel^rfa^eg beredt tigt: 

Se|t{a^: Sebe @Ieid^ung erften ©rabeS jn^ifd^en 
ittjei UnbeJannten lann burd^ eine beftimmte ®erabe 
bilblid^ bargefteltt werben. 

2Kan nennt bal^cr bie Slormalfomt einer linearen ©leid^ung 
jwifd^en x unb y, alfo bie ®Ieid^ung: 

öic + 6y + c = ober y = aa; + ü^ / 

bie @Ieii|ttng ber Oeroben.'^'^) 3)a jjebe ©erabe burd^ jwei 
fefte fünfte üoUftänbig beftimmt ift, fo finbet man ba8 Sitb 
einer öorgetegtcn ©leid^ung, wenn man ffir jwei Söfungcn bie 
fünfte fud^t unb burd^ biefe bie ©erabe jiel^t. S)er ©infad^l^eit 
wegen pflegt ntan bie jwei fünfte feftjufteQen; in wetc^en bie 
gefud^te ©erabe bie Äi^fcn fd^neibet. S)ie Sinie \fl/i ftet« ntit 
jjeber %if\t einen $unlt gemeinfam, wenn bie SBertc ber Sud^* 
ftQben a, & unb c in ber ©leid^ung bon 9luQ üerfd^iebcn finb. 

SSeifpiel. ©egeben fei bie ©Icid^ung: 

2a; — y + 4 = 0, 

man fott bie bilbüd^e S)arfteIIung berfelben finben. 

äuftöfung. 2Kan erwäge, bQ§ bie Drbinatcn aQer 
?ßttnlte ber X^ Steife gtcic^ giuQ finb. pr bie Slbjciffe be8 



*) 3" unfercr geid^nung öerl^ält ftc^: v 

ÄB:ÄD^BC:DE unb ÄO:ÄF^OH:FG. 

^iefe Proportionen Iönn#n ber ^onftruftion gentftg nur unter ber 93e^ 
bingung befleißen, bag ^retedE: 

ABC n^ ADE unb AOH<^AFG, 

b. i. bie burd^ bie ?ßunfte G, H, A, C nnb E gezogene ßinie gerobe ift. 

**) Wtan öergleic^e bie erftc gu^note Szitt 267. 
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@d^mttt)ttntted ber gefud^ten ®etaben tmtg atfo y — fein. 
Um biefe Stbfctffe )tt finben, fe^t mati ballet y »» unb fud^t 
aM ber ©leid^ung 2a; + 4 — bcn SBert für a;; man ftiibet 
a; — — 2. S)a für aDc fünfte ber T-^%iSi\t a? — ift, fo 
fe^e man pr Sefttmmung beS ©d^nittf^unfteS ber ®eraben mit 
ber Drbinatenad^fe in ber gegebenen ©teid^nng x^O. fLui 
— y + 4 = folgt y — 4. Irogt man bie «bfciffe a;= — 2 
unb bie Orbinote y — 4 wm $(nfangS))un!t ani ob unb jie^t 
burd^ bie erl^altenen fünfte bie @erabe^ fo ift biefe baS i&xih 
ber t)orgeIegten ®leid^ung. 

8ef ittbete ^ale. SBetrad^ten tt)ir je^t bie %SSit, in tt)eld^n 
bie Qüäjcn a, b nvb c einzeln unb itt)ei*) berfelben k)on 9httt 
i^erfd^ebene SBerte bejeid^nen. 

1) SS fei a — 0^ fo gel^t bie iRormalgteid^ung: 

aaj + &y + c — 

in bie fotgenbe aber: 

1) 6y + c — 0, toorau» folgt y = — |. 

S)ie @Heid^ung 1) tt)irb burd^ eine @(erabe üerfinnlid^t, bie im 

«bftanbe - 1 mit ber Z^«(^fe »jarattet läuft. ®o j. ». ifl 

bie bilblid^e JDarfteQung ber (Sleid^ung 2y + 4 = bie gerobe 
Sinie, toeld^e im Äbftanbe üon 2 Sängen unterl^alb ber Z^Äd^fe 
mit biefer parallele 9äd^tung l^at. 

2) 3ft gteid^jeitig a — unb c — 0, fo l^at bie ®teid^ung 
bie gorm: 

2) fey = 0; atfo y — 0. 

S)er ©leid^ung 2) entfprid^t eine (Serabe, toeld^e mit ber Slbfciffen* 
ad^fe iufammenfäUt^ b. 1^. biefe Sld^fe fetbft. 3)ie @(eid^ung ber 
X^Slc^fe ^ei§t atfo y = 0. 

3) §at 6 ben SBert SRuII, fo öerwanbett fid^ bie Sßormol:: 
form in fotgenbe: 

*) a unb b bütfen nx^t augteic^ ben SBert amtel^men, toeil ba« 
burd^ beibe Unbefannten ani» ber d^Ieid^ung t^etfd^tpinben »ftrben. 
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3) aa; + c «= ; mitl^in a; = — - • 

^ad SBilb biefer ©leid^mtg ift bie ®erabe, tt)etd^e mit ber 

F-Äd^fe ttn Äbftanbe — - paroQet gel^t. SEBirb jugteid^ aud^ 
€ = 0; fo entfielet: 

4) aa; — 0; alfo a?«=--«0. 

S)icfc ©teid^ung bejeid^net bie F^Äd^fe. 

5) SBenn femcr c = ift, fo erl^ätt bie SRormalgleid^ung 
bie fjorm: 

5) air + 6y — , 

toetd^er bie SBertc a; = unb y — genügen. ©leid^ung 5) 
l^at jnm 83ilbe eine @erabe, tt)eld^e bnrd^ ben S(nfang8pun!t 
ber ßoorbinaten gel^t. 

93eif))iel. (begeben: 

2ic + y = 0. 

©e^t man ir — — 1 , f o toirb y = 2 unb für a; — — 2 

ttjirb y = 4. ©teilt man bie ^ßunfte, toeld^e biefc ftoorbinaten 
erfüllen, bar, unb jiel^t bie ®erabe, \o fielet man, bag biefelbe 
bnrd^ ben S(nfangSpttntt gel^t. 

Die ieid^nerifd^e S)orfteIIung ber ©leid^ungen liefert femer 
ein anjd^auUd^e» Silb ber gegenfeitigen Äbl^ängigfeit ber Un* 
bekannten. 3n f^igur 31 fteigt bie ®erabe AE nad^ red^ts 
unb man fielet beutlid^, toit bad SBad^fen ber Stbfctffe x aud^ 
ein 3^^^^^^^^ ^^^ Orbinaten jur f^olge ^at. Sßenn bagegen 
bie ®erabe nad^ red^ts füQt, fo nel^men bie Sbfciffen jn, 
n)äl^renb bie jugeprigen Orbinaten Keiner n^erben. Steigt bie 
fiinie nad^ tinfö, fo nel^men bie Slbfciffen ab, to&f^xcvb bie Orbi« 
naten n)ad§fen, nnb fäQt bie ®erabe nad^ tinfö, fo nel^men bie 
Äoorbinaten ab*), toie bie Sinie EG (gig, 31) anfd^auKd^ jeigt 



*) ^er 2ttnmht üergegentoärtige ftd^ ben ^n^aXt t)on § 32. 
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§ 99. Mrtlibeti )ttr Kttff8f««g einel S^fleml einfahrt 

•lei^ttnieti. 

2)qS 93erf adrett; ein ©leid^uttgiSf Aftern mit n Unbefannten 
aufjulöfen, Befielet batin, ba^ man burd^ SSerbinbung bet 
gegebenen ©teid^ungen nac^ unb nad^ bie einjetnen Unbefannten 
befeitigt; bis man fd^tie^ttc^ eine @teic^ung mit nur einer 
Unbefannten erl^&tt. 2)iefe @teid^ung n)irb alsbann nac^ ben 
für bie Gleichungen mit einer Unbefannten gegebenen Siegeln 
aufgeldfi (Sine Unbetannte auS einem ©Qftem U)egf^a^en^ 
l^ei^t biefelbe eliminieren*), unb bie Snbgleid^ung, in loeld^er 
burd^ (Elimination nur eine unbetannte @rö|e t)ortommt, nrirb 
(StiminationSgleid^ung genannt 2)ie (Elimination ber Un» 
befannten tä^t fid^ burd^ t)erfd^iebene äJtetl^oben erreid^en, meiere 
man (EtiminationSmetl^oben nennt. 2)a baS SSerfal^ren bei 
@tei(^ungSf ^ftemen mit mel^r ats jfod Unbefannten nur mel^rere 
SRate angetoenbet n)irb; fo {eigen loir bie t)erfd^iebenen SD'tet^oben 
ber ^(uflöjung an einem Softem auS jn^ei einfad^en ®Ieid^ungen. 

äRan bringe baS gegebene ©teid^ungSf^ftem junäd^ft auf 

bie Kormatform: 

air + &y c= c 

fall« cS in biefer gorm nid^t bereits erfd^eint. S)aS cinfac^fte 
unb l^äufig üorfommenbe Softem ift: 

'x-\'y = a 

Sluflöfung. Um ben SBert für x ju finben, abbicre 
man bie beiben ©leid^ungcn, fo entftel)t: 

2a; = a + 6 ; folglid^ x = ^(a + 6). 

*) «Radi ©ulcr (1707 — 1783) auS »ofel, SRoticmatiler in 
@t. ^ctcrSbtttg. 
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©ubtrol^iert bic jweitc ©leid^uttg öon ber crftcn, fo crl^ält man: 

2y = a — & ; mithin y = ^(a — 6). 

35icfc SBerte bcr Unbcfanntcn finb ffir bie Sluftöfung bcr 
quabtatifij^en ^leid^uttgen mit jtDei unbefonnten @rö^en tuol^I 
iu merlen. 993te lauten bie gegebenen @(ei(j^ungen unb bie 
©rgebniffe in ber SBortfprad^e? ©inb bie Äoeffijienten öon 
X unb y in ber einen @Ieid^ung ben $a!toten t)on y unb ^ 
ber anbem gteid^, fo fann man ba2 Softem auf bag t)or= 
ftcl^enbe jurüdfül^ren, j. 95.: 

©egeben: |12ir+ 7y = 69 

1 7ir + 12y = 64. 

S>ur(j^ ^bbition beiber ©leid^ungen entftel^t: 

19(ir + y) = 133, aljo a; + y = 7 . 

S)ie ©ubtraltion ber ©leid^ungen liefert: 

b(x — y) =^ 6 , mxif)\n a; — y = 1 . 

3)ur(i^ eine jn)ed(mä^ige SSerbinbung mond^er ©^fteme fann 
man bie Summe ober bie SJiffereuj ber Unbefannten ableiten, 
h' 85.: 



1) 87a: + 45y = 480 

2) 79a; + 53y = 448," 

@ubtraf(iert giebt: 

8(x — y) = 32 

X — y = 4. 

S)iefe ©leid^ung mit 45 mul- 
ti^^Iijiert unb bie erl^attene 
©leid^ung ju 1) dbbiert, liefert: 

34a;=170; x=ö u. f. tt). 



1) 95a; + 81y = 433 

2) 46a; + 39y = 209 

®ie 2) ©leid^ung mit 2 multi= 
plijiert unb bie neue ©leid^ung 
t)on 1) fubtra^iert, liefert: 

3(i» + y)=15; x + y^ö. 

äWuItiptijiert man tcfetere 
©leid^ung mit 39 unb fub? 
trainiert bie neue ®Iei(j^ung 
t)on 2), fo entftel^t: 

7a; = 14; x = 2 u. f . tt). 

3)ag aQgemeine SSerfal^ren, ein auf bie* Sßormatf orm ge- 
brad^teS ©Aftern aufjulöfen, befte^t barin, ba§ man junäd^ft 
bie Äoeffijienten ber ju eliminierenben Unbefannten 
gleid^ gro| mad^t, unb bie neuen ©teid^ungen burd^ S(bbition 



.1 
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ober ©ttbtraltion i^erbinbet, je nad^bem bie fioeffijienten tnU 
Segengefe^te ober gleid^ SSorjetd^en l^aben. 3)aburcl^ entftel^t 
eine StiminationSgteid^ung, beren Suflöfung befonttt ift. Um 
bei SSorbereitung ber Stimination mit ben üeinften ßo^Ien ^u 
red^nett; multipliziere man bie gegebenen @Ieid^ungen mit folgen 
t^aftoren^ ba^ bie fortju^d^affenben Unbetannten ha& üeinfte 
gemeinfd^ofttid^e SSietfad^e (§ 66) ol8 Äoeffijienten erl^olten. 
3n befonberen gäQen ift es jtoedhnäfeig, eine gegebene ßJIeid^ung 
burd^ einen beftimmten fjaftor ju biöibicrcn. 

93eifpieL begeben fei baS Softem: 

1) 17a:-36y= 98 

2) lla; + 90y = 290 

«ttflöfung. S)o8 Heinfte JBielfod^e ber Äoefpiienten 36 
unb 90 ift 4.5.9 — 180, SRuItipIijiert man ©leic^ung 1) 
mit 5, bie jtoeite mit 2 unb abbiert bie erl^altenen ®Ieid^ungen, 
fo entjftel^t: 

107 a: =1070; folglich ic — 10. 

Um X JU eliminieren; muttiptijiere man bie erfte ®teid^ung mit 
11, bie jttjeite mit 17 unb fubtral^iere bie neuen ©teid^ungen, 
fo ergiebt fid^: 

19262/ — 3852 ; atfo y = 2 . 

Klgeftirjte Kuflifting. S)ie Sdfung t)on @9ftemen (be- 
fonber« mit 2 Unbefanntcn); toetd^e feine großen Saluten ent« 
l^alten, !ann baburd^ toefentlid^ abgelürit n^erben, ba^ man nid^t 
fämttid^e Umformungen unb Serbinbungen ber ©leid^ungen cat^ 
fd^reibt; fonbem bie Sfled^enarbeiten ganj ober jum Seit im 
Äopfe auSfül^rt. 

aSeifpiel. begeben: 

1) 9a; + 7y = lll 

2) 6a; — 5y— 45. 

Serft|reti: äRan fe|e bie i^attoren, mit tt)eld^en bie 
©leid^ungen jur gortfd^affung ber Unbelannten y multiptigiert 
ttjerben muffen, re^t» neben bie ©teid^ungen. ®a y fortfällt, 
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fo bntmt biefe ®rö^e jur S3ered^nung be^ äßerteS t)on o; nid^t 
inBetrad^i 2)en 9Bert ber UnBefonnten fd^reibe nton in S3rud^:= 
form Sofort l^itu 3)er 3^^^^^ ^^^ Särud^eS beftel^t ouS ben 
^tobidten ber S^^^ltn auf ber redeten @eite ber ®Ieid^ungen^ 
ber 9lenner entl^&It bie ^obufte ani ben Aoefftiienten t)on :c; 
unb ben entf^ed^enben gfaftoren. S)aS @d^enta ber {[uflöfung 
fielet fo aus: 



X 





y 


1) 9a; + 7y=.lll 


5 


2) 6«-5y= 45 


7 


6 • 111 + 7 . 46 970 


— 


6 • 9 + 7 • 6 "^97 



10. 



Um X ju eliminieren^ fonn man ®Ieid^ung 1) mit 2, 
©(eid^ung 2) mit 3 multiptiiieren unb l^ierauf bie entftanbenen 
@teid^ungen fubtral^ieren. S)er ©leid^förmigleit beS SSerfal^renS 
n^egen empftel^It eS fid^^ bie gfattoren fo ju toSüjUtn, ba§ ftets 
eine Kbbition ber ®Ieid^ungen jur Elimination ber Un- 
belannten fül^rt 2)a]^er mutttptijiere man bie erfte ©tetd^ung 
mit 2, bie jtoeite mit (—3) unb abbiere bie neuen @Ieid^ungen. 
@o ergiebt fid^ folgenbe S)arfteQung: 

X 



1) 9ic + 7y — 111 

2) 6a: — 5y— 45 



2 

3 



y 



222 — 185 



29 — ^- 



14 + 16 

S)aS t)oaftänbige abgelArite Serfal^ren für bie Suftöfung 
eines @9ftem8 mit jioei Unbefonnten ift aus folgenbem @d§ema 
erfid^tlid^: 



1) 
2) 



20a? + 9y — 136 
löx — Ay— 59 



y 



4 
9 



X 



3 

— 4 



X 



y = 



4 ■ 186 + 9 » 69 _ 1076 
80 + 136 ~ 216 

8 « 186 -- 4 » 69 _ 172 
27 + 16 48 ■ 



5. 



4. 
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©cgcben fei ba3 vorige ©Aftern. ÜRati löfe eine ©leic^ung 
tiad^ einer Unbcfannten auf unb fe|e ober fubftituiere ben er? 
l^attenen Äuöbrucf *) an ©teDe biefer Unbefanntcn in bie anbete 
®(eici^ung, u^oburd^ biefe ftd^ in eine (SliminationSgleid^ung üer- 
toanbeft. @o folgt j. 85. au^ ©leid^ung 1): 

16a; — 69 

y 4 — 

3)iefen SBert ftatt y in 2) eingefe|t, liefert: 

20a: + 9 . l^^Ili? = 136 . 

4 

hieraus x beftimmt, liefert x = 5 unb bal^er ift: 

76 — 69 . 

y 4 — = 4. 

3)iefc ®ttnunation8metl^obe filiert faft burd^gängig auf 
©teid^ungen, in »etd^en Quotienten üorlommen, unb bal^er ift 
if)re Slntoenbung namentlid^ bei ©leid^ung^f^ftemen mit me^t 
aU jtoei Unbefannten mit umftfinblid^en SRed^nungen öerfnilpft. 
Sei a5enu|ung biefer SSerfal^rungSart mirb man ben SBert 
berjenigen Unbelannten aus einer ©leid^ung enttoidteln, toeld^e 
ben cinfad^ften StugbrudC liefert unb ben fteinften Äoeffisienteti 
l^at. 3)ie ©ubftitutionSmet^obe finbet am meiften Äntocnbung 
jur Sluftöjung eineg ©^ftemS, in »eld^em bie eine t)om erften 
unb bie anbere t)om j weiten ®rabe ift. 

(Sg fei ttjieber ba8 le|te ©Aftern gegeben. Soft man iebc 
ber Vorgelegten ©leid^ungen nad^ einer unb berfelben Un* 
befannten, j. 85. nad^ x auf, fo erl^ält man 

-, ^v 136 — 91/ c, ^ c%\ 59 + 4y 

aug 1) x = — 2^—^ unb au§ 2) x = — ^^— ^ • 
©e|en toir biefe SluSbrüdCe für x naä) bem 3) @runbfa|e, 

*) ^a^ bem ©runbQcfcfee: Solan batf ©Icid^cg für ©leid^e« 
fcfecn (Einleitung 13, 3). 
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©ititeitung 13) citiatiber glcicl^, jo entfielet bie ffitinimatiott2= 
gleic^ung in y: 

69 + 4« 186 — 9y ä« « a 

^ ^ 2^- hieraus y = 4. 

2)rü(it man avA beiben ©leU^ungen bie SSerte fär y aus unb 
t)crbinbct leitete burd^ bag ©tcid^^citöjcici^en, fo l^at man:* 

16a; — 59 186 — 20 a; 



4 9 5 a: — 5. 

2)a8 t)orftc^enbc SScrfa^rcn jur ©timination einer Un= 
Betannten beftel^t barin, ba^ man fämtlid^e ©leid^ungen bed 
gegebenen ©^ftemS inbejug auf biefelbe Unbelannte auflöft 
unb bie crl^altenen ÄuSbrüde als gteid^e SBerte berfetben ®rö§e 
einanber gleid^ \t%if tx^oburd^ man eine @liminati niSgleid^ung 
für bie vx ben ÄuSbrüdten cntl^altene Unbelannte erhält. SDicfe 
SluflöfungSart toirb @Ieid^je|ung«' ober Äomparationg= 
met^obc genannt. 2)er Sil^corie nad^ fc^r einfad^, fü^rt biefe 
aWctliobe in ber praftifd^en ?lntoenbung, befonberg bei Äuf^ 
löjung t)on ©teid^ungSj^ftemen mit mel^r ate ä»ci Unbcfannten, 
auf ttjcitläufigc aUed^nungen. 

3n ber ?ttgcbra pflegt man l^äufig eine allgemeine 3^^^ 
grö^c, bercn SBert öortäufig nod^ unbcftimmt i[t, in bie 
Sled^nung cinjufil^ren unb mit berfclbcn fo ju operieren, ba§ 
fie toeiterl^in einen beftimmten SBert erl^ätt. 3Rit ^itfe bcg 
le^teren »erben bann bie SBerte anberer Unbefannten beftimmt, 
»eS^atb bie eingeführten ®rö§en Seftimmung»* ober ^ilfs^ 
grölen genannt »erben, ©ine fold^e ^ilfSgrö^e »irb bei ber 
folgenben 3Kctl^obe angemenbet, um bie Unbefannten ju eü= 
minieren. 

®egeben fei ba3 ©^fiem: 

1) aa? + 6y «= c 

2) aiic + 6iy = Ci. 

Äuftöfung. SÄuttiptijiert man ®Ieid^ung 1) mit ber 
vorläufig nod^ unbeftimmten (fpäter ju beftimmenben) §itf8* 

®(^flller, «nt^ntetif. 21 



1 
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gr&|e f», abbteit ju (fulitral^iert Don) ber neuen @lei(^ung bte 
ituette unb {e|t bte ßDefftjienten uon x unb y in Slammern, 
[o entfielt bie foflenonnte Wefolöente*): 

3) (oj + am)a; + (6, + tm)y -= cm + c, . 
S)iefe ßKeid^ung ^at ben SSorjug, ba| man nug bcrfelbctt 
(owo^I « a\i y fogteid) wegf^affen (onn. ©oQ y eliminiert 
reiben, fo fege man ben Soeffijienten biefer Unfietannten gUii^ 
iRuD, ba ein $cobuIt gu 9hiQ niib, toenn ein ^attoi beiSfelben 
ben SEßeit 9lua f|at (§ 40, 2). Xiann bleibt: 

4) («1 + am)x = cm + <;, . 
3(uä bei SSeftimmungSgleic^ung: 

&m + 6i — folflt M — — ^. 

@e|t man biefen SSiert ftatt m in @Ieii^ung 4), fo Uerwanbett 
fit^ bie(eI6e in bie ffiliminationÄflteid^ung: 

5) (ofci — aib)x =» 6,c — fcc, . 
Um bie Unbe(annte x au8 ©tetd^ung 3} j« ettminieren, lege 
man ben ftoeffijienten ton x glei^ SRuIl, fo bleibt bie ©leit^ung: 

6) (6, + hm)y ^c^-\- cm. 
9lun «giebt ji^ ou8 bet 3ebingung8glei(^ung: 

«ff» + a, =10, m ^ — -■ 

3)iefen SBcrt an ©tettc Bon im in ®let(^ung 6) gefegt, liefert 
bie IStiminationSgleic^ung in y: 

7) (ofci — aiÄ)y = oc^ — a,c. 
a)ieje SKet^obe mirb na(^ bem SRainen i^reä ©rfinberä, 
eines fraiijöfifi^en SJZattientatiletjS, St^jout'fi^e**) obei fi^Iet^t: 
neg fianiöfif(^e ä)tett|obe genannt. SBet Stuftbfung eines 
@QftentS uon brei ©leic^ungen t|at man i»ei berfelben mit 
^ilfSgrögen m unb n ju muttipliiieten unb bie eitjaltenen 
0Heiif|Ungen «nb bie britte jU abbieren.***) Um auS biefer 

•) »«[e SBejeii^iiuiifl iftson Sulet in bie Wsebra emgefü^it woibni. 
**) ^äjDut ^at biefe Sid^Dbe ITöO Deieffmtlii^t. 
**•) 9Han tonn bie biitte ®Ieid^ung auc^ Don bet Summe bei: anbem 

@lei(^ungen jubtca^ieien. 
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neuen ©teid^ng mit einem Wtak jttjei Unbefanntcn ju eli^^ 
minieren, fc|e man il^re Äoeffijienten gleid^ SluH unb ermittele 
au8 biefen SebingungiJgteicI^ungen bie SBcrte für m unb n. 
@e|t man biefe für bk ^ilfSgrö^en in bie 3icfoIt)ente, fo gel^t 
lefetere in bie ©liminationiJgleici^ung ber britten Unbelannten über. 
SBeld^eg SSerfal^ren üon ben erläuterten ©limination^^ 
metl^oben am fd^neDften jum 3^^^^ fö^rt, bleibt in jjebem ein== 
jetnen %a\i^ bem Urteile be« SRed^nerg übertaffen. 3n ber 
^rajiS entöjidett man bie SBerte ber Unbelannten eines S^- 
ftemS fetten nad^ einer 3Retl^obe, fonbem man benu^t eine 
jtt)edtmä§ige SSerbinbung berfelben unb öerwenbet aud^ ben 
gefunbencn SBert einer Unbefannten jur SSered^nung ber anbern. 
Äommen in einem Softem mit me^r ats brei Unbefannten nid)t 
oHe in jeber ©teid^ung öor, fo ctiminiert man j»edfmä§ig bie 
Unbelannte juerft, »eld^e in geringfter Slnjal^I öorl^anben 
ift. ®rjd^einen in jeber ©leid^ung alle Unbefannten, fo fd^affe 
man juerft bie Unbefannte mit ben Ileinften Äoeffijienten 
fort. 2)em fiemenben ift fclir ju empfel^ten, ba§ er fid^ bie 
lürjefte unb t)orteiIf)aftefte Söel^anblung getoiffer ^äufig üor- 
lommenber ©leid^unggj^fteme ttjol^t merft. 

1) »eijpiel. ©egeben: 

1) x + y = a 

2) y + i3 = b 

3) a; + ^ = c . 

Sluflöfung. 3lbbiert man biefe ©teid^ungen unb biöibiert 
bie neue ©teid^ung burd^ 2, fo entfielet: 

4) x + y + is = ^(a + b + €). 

^ierüon bie gegebenen ©leid^ungen nad^einanber fubtral^iert, 

liefert: 

x = i{a + c — b), 2/ = i(a + 6 — c) 

unb ^ = 1(6 + c — a). 

2) (ginige ©teid^ungSf^fteme fül^ren auf ©leid^ungen l^öl^eren 

21* 
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@robc8, tt)cnn bic SSrüd^c ou8 bcnfclbcn fortgcfd^afft toctben. 
@o }. 83. er^&It iebe ©teid^ung be8 @9ftem8: 



' y ^ 



X 



y ' « 



n/Q 



m 



n 



— 4- -1 = Ä! 

burd^ bicfc JBcrätiberung bic fjonn: 

Ax + By^ Cxy, 

unb fold^e ©leid^ungen gel^örett nad^ ber SrlUlrung in § 97 
tocgcn be8 @Uebc8 Cxy nid^t ju jenen üom erften @rabe. 
Um biefe f^omt jn t)enneiben^ beftimme man junäd^ft ni^t 
bie Unbelannten fclbft, fonbem i^re umgetel^rten SBerte. 
Säl^tt man nämlid^ neue Unbetannten ein unb fe^t ettpa: 



— = w 

X 






V 



= m; 



> • 



fo ge^t \>a^ gegebene ©^ftem nad^ ©ubftitution biefer (Stößen 
in foIgenbe8 über: 

a • M + 6 • t; = Äj 

c • V + d • tt; = ÄJg 

m • u + w • t? = Äg 

^ierau8 beftimme man nad^ einer ?luflöfung8art bie ©röfeen 
Uf V; w; unb mit §itfe ber ©rgebniffe bie SBerte für bie Un- 
befannten x, y unb 0. 

3) »eijpiel. (gegeben: 



1) 



xy 



a 



2) 



xz 



= b, 3) 



yz 



= C. 



^ + y **' "^ X -{- z ^' ^^ y -{• z 

Auflösung, ^n^ ben gegebenen ®teid^ungen folgt: 
xy = a(x + y), x0 — b(x + 0), y0^c{y + e). 

3ebe ®teid^ung burd^ ba8 ®Iieb auf i^rer Knien ©eitr 
biöibiert, liefert: 

i-,(!+i), .-»e+1), i-.(i+i)- 

§ierburd^ ift bie Aufgabe auf bie öorige jurüdgefül^rt 
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4) Seijpiel. ©cgeben: 

xy = ax + by 

y0 = cy -{- dz 

xz = ma?+ njEf.*) 

Anleitung jur Sluflöfung. 2)tüibtert man jiebe ©leid^ung 
burd^ ba8 ®Hcb ouf il^rer ütifen Seite, fo entfielt ba8 befannte 
©Aftern: 

X » y 

1 + ^=1 

^iS * X 

5) 3n äl^nßc^cr SBeife tote uor^tn ift ba8 folgenbe ©Aftern 
SU bel^anbeln: 

«y 



y^ 



= d 



2 



— d^. 



§ 100. Ittgelttrjte eSfnng Untattt ®Ieiilittng»fl|ßeme 
mittels einet i|niibriitifil|en SdjeittiK. 

a) (Sleid^ungen mit jtoei Unbefannten. 
SBentt man ba^ ©(eid^ungSf^ftem 

a^x + \y = q 

< 

a^x + ft^y e=c2 

mittete ber Äbbitton8:= unb ©ttbtra!tion8mett)obe auftöft, fo mu§ 
man, um eine @limtnation8gIeic^ung in x ju erl^alten, bie erfte 
©leid^ung mit 6a, bie jweite mit \ multiplizieren unb bie er* 
l^altcnen ©leid^ungen Subtrahieren, ttjoburd^ man 

*) %\i\^ @^ftem toirb aud^ burd^ bie SBerte: 

x =» 0, y « unb z ^Q 
befriebigt. 
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erl^ält. S)it)ibiert man biefe ©letd^ung burd^ bett ^oefftjienten 
tjon Xf fo entfielt: 



X «= 



Oid, — a,6i 



SBicbcrl^oIt man bicjc2 (8ßmination8t)ctfa^rcn, um ben SSBert 
für y ju ermitteln, fo ergiebt ftd^: 



^_ «1 Ca — «a Cj 



3)ie ©ntttridtetung jleber Unbelanntcn erforberte jnjei ÜRuIti= 
plifationen, eine ©ubtraftion unb eine SDiuifion. S)a§ bie 
SRed^enarbeiten; tt)et(^e bie aQm&l^tic^e (Elimination erforbert, fic^ 
bei ^uflöjung eines ©^ftemS mit brei Unbehnnten erl^eblic^ 
umfangreid^er als öorl^in gcftalten, leud^tct fofort ein. I)a bei 
S9eftimmung beS SBerteS t)on n Unbe{annten auS n linearen 
®Ieid^ungen biefe gciftlofen, med^anifd^en, ermübenben unb jeit^ 
raubenben 9led^cnarbeiten toieberlel^ren, fo liegt bie grage nac^ 
einer Kuflöfungdmetl^obe na^e, burd^ toeld^e bie £)t)erationen 
ttjefentlid^ abgelürjt toerben. 

aSetrad^tet man bie SSilbung ber öor^in gefunbenen all= 
gemeinen SBerte (Formeln) ber Unbefannten, fo ergeben fid^ 
folgenbe SBal^rl^eiten: 

1) bie ÄuSbrüdte ber Unbefannten erfd^einen in gorm t)on 
aSrüd^en, toeld^e benfetben Slenner l^aben; 

2) S&^ter unb Slenner biefer Srüd^e beftel^en an^ jtoei 
©liebem, t)on »eld^en baS erfte pofitit), baS gtoeite negativ ift; 

3) bag erfte pofitiüe ?ßrobuft be8 gemeinfd^aftlid^en SlennerS 
ift auiJ bem Äoefftjienten öon x ber erften ©leid^ung unb bem 
gdtor t)on y in ber jtoeiten ©leid^ung gebilbet. 3n ä^nli^er 
SBeife ift ba2 jtoeite negative ©lieb ba^ ?ßrobuft au8 htm 
ftoeffijienten tjon y in ber erften unb bem Äoeffijientcn t)on x 
in ber gleiten ©leid^ung. 

SBle bie Ären je in nad^ftc^enber 3)arfteDung anbeuten, l^ätte 
man nad^ SenntniS biefeS a5ilbungi5gefe|e§ ben Slenncr fofort 
l^inf (^reiben !önnen: 
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Ol 61 



ober 2) 




6g. 



') X 

- + 

4) 3luf ä^nttd^c SBcijc toic ber Slcnncr ift aud^ bcr Sagtet 
be8 SBcrtc8 für jcbc Unbclannte an^ bcn Sdanntcn q, c^ unb 
ben Äocffiäictitcn bcr atibern Unbelanntcn gcbilbct. 2Ran erlauft 
bcn S&iiitx cincg Srud^cö au8 feinem Slenticr, inbctn man bic 
Äocffijientcn bcr gcfnd^tcn Unbclannten burd^ bic Äbfotutgtieber 
Ci unb Cs» «^f^fet- §icrnad^ crgiebt fid^ atfo ani htm ©d^ema 
unter 2) für bie Unbcfanntc x ber S&l^Ier: 



b. i. ftgCj — ^1^2) 




für y ber 3^^^^^* 

V 



b. i. «1^2 ögCi . 



a 



2 



Scäci^nct man bic Silbung bcr 5ßrobu!tc in bcn quabra- 
tijd^en ©d^emata für bic QSfjUtx unb 9lcnncr ber gormetn für 
X unb y baburd^, ba§ man j|ebe8 ©d^ema burd^ j»ei fenfred^te 
©trid^e cinfd^lie^t, fo ift: 



1) x = 





Ci 


h 






Cg 


h 






«1 


h 






a, 


6, 





2) y 





«1 


Cl 




0, 


Ce 




«1 


*x 




«2 


62 



3Äit SBcnulung biefer f^mbotijd^en 3)arftcDungcn lönnen 
tt)ir bie SBerte bcr Unbefannten au8 einem ©^ftem, in toeld^em 
jebe ©teid^ung bie 9lormalform ax-^-by = c erfüllt, ol^nc 
ßtoijdienred^nung; fofort l^infd^reiben. 

1) aScijpiel. ©egeben: 

nx + 5y = 31 

4x + 3y = 18. 
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^(uflöfung. 



X 



y — 



31 


5 




18 


3 


93 — 90 


7 


5 


21 — 20 


4 


3 




7 


31 




4 


18 


126 — 124 



3; 



2) a5eij^)iet ©cgckn: 



|9x — 
[bx- 



lly == 44 
7y = 20. 



«(uflöfung. 



X 



44 


— 11 


20 


— 7 


9 


-11 


5 


- 7 



— 30 8 + 220 

— 63~+ 6ö 



11; 



y 



9 
5 



44 
20 



8 



180 — 220 



Knmetfung. Kui» biefen ^eifpielen bürfte enteilen, bag bie 9[ufs 
I5fung eined ©leid^ungi^f^ftemS mit ^ilf e bei» ^;quabtati{d^en ©d^emaS'' 
int aUgetneitten gtoge SSorteile Dot ben onbem (SUntinationStnetl^oben bietet. 
2)a ber 92enner ber Srud^toerte unDeränberlid^ iß, {o brandet man ben^ 
felben nur einmal an^ufd^teiben unb p bered^nen. S3ei einiger ftbung 
!ann ber 9led^ner bie 2)arftellung bed @d^emai» unterlagen unb aui htm 
gegebenen ©Aftern bie d^rgebniffe fofort in S3rud§form l^infd^reiben. 2)ttrd^ 
biefe 9b!üi^ung toirb im SSergleic^ mit ber t)olIftftnbig auiSgefül^rten 
SCbbitionS» unb @ubtraftioni»met]^obe hai Knfc^reiben Don 26 gal^I^ü^en 
erf))art. 



SBenn ber SEBert be9 @(^emai» 



«a h 



gleich fflnSi tft, fo mug 



?L « -1 {ein, in biefem gaUe finb bie SBerte für x unb y unenblicj gro§, 

b. ^. bad (Softem fann burd^ enbUd^e Sc^^^^totttt nic^t befriebigt »erben. 
@inb gleid^geitig aud^ bie ©d^emata ber S^V^^^ ^^^ ^^11 gleid^, ift alfo 



§ 100. 9(6ge!ürate Sdfung Uneorer (Slletd^ungiSf^eme ic. 329 

/i h /» 
Ci6, — Cgfcj — uttb «1 c, — OjCi «= 0, fo mvL^ ftctS -i =. ~l « -A 

flfj Oj C| 

fein, unb |ebe Unbe!attnte f^at ben SEBert - (§ 40). ^föbann ftnb bte %t^ 

gebenen (iJIeic^ungen abl^ftngig Doneinattber, jeber Unbefannten genügt 
ein beliebiger 3^^^^^^^^^/ ^^^ leiner Don i^nen liefert eine ^uflöfung 
be« @#cm» (§ 97). 

b) ©Icid^ungcn mit brci Unbclanittcn. 

Soft man baS ©leid^ungi^f^ftem 

a^x + biff + c^a — dj^ 

auf, fo ctl^fttt man: 

>' «l(&jg8 — ^gj) + «^(ftsgl — ^gs) + «sl^g» — &»gl) ' 

iBcjeid^ncn loit ben Slcnncr bicfc« SSnic^c« jur Äfirge mit 
Ä*), fo ift: 

6) Z ^ 

S)ic SBcrtc ber Unbefannten erfd^cinen aud^ l^icr in Studien 
mit gcmeinfd^aftlid^cm Slcnner. ®ine anfmcrlfame SSe* 
trad^tnng jeigt^ ba^ ber ^^tx eined jjeben S3rud^e^ aniS feinem 
SRenner J^etuorgel^t, toenn man an ©teile ber Äoeffijienten ber 
gefud^ten Unbefannten bie Äbjointgßeber dj, d^ unb d^ fe|t. 
S)ie au2 ben gormein für bie ?tuftöfung eine» Softem» mit 
2 Unbefannten gefolgerten S33al^r]^eitcn »erben alfo aud^ t)on 
\it^ allgemeinen SBerten ber Unbefannten eine» Softem» au» 
brei ©leid^ungen au»gefprod^en. 

©teßen toir ben gemeinfd^aftlid^en Slcnncr obiger SSrüd^e 
burd^ ba» unter a) eingeführte quabratijd^e Sd^ema bar unb 
bejeid^nen \^txi SBert be» erfteren burd^ JJ**), fo l^aben toir: 

*) Sagrange benu|t bad geid^en ^. 
**) SBie t)iele 9led^nungen unb ©(Treibereien Don S3ud^paben gur 
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4) R 



a. 









+ a 



s 



'8 



'8 



6i Ci 



+ «s 



*i 



'2 



öl 


fei 


<h. 


o, 


fe. 


c* 


«8 


fe» 


Ca 



Mx^x lann man btefen 9lennet butd^ ein quabratifd^eS ©d^etna 
aus ben ^oeffijtenten bet Unbelannten bes botgelegten (Sletc^ 
ungSf^ftemS bejetd^nen, nämlid^: 



5) B 



Um ben 9Bert biefeS Qijimai ju bereij^nen, fann bie «formet 
unter 4) benu^t merben. ©o ift j. 85.: 

6 2 3 

B= 15 5 

24 8 

8 9 

2 3 



= 6 



5 

8 



6 
9 



+ 15 



6 
9 



+ 24 



2 

5 



3 
6 



= — 18 + 90-72 — 0. 

Qax fd^neQen ^raftifd^en ^usmettung eines quabratijd^en ©d^emaS 
aus 9 3<i^tgt5|en gieBt eS ein einfad^eS S3erfa!^ten, meld^eS burc^ 
nad^ftel^enbeS @d^ema beranfc^oulid^t metben foQ. 




E = 



<h 


hl 


Ci 




X 


Ojk^ -^^Äj^^ 


/^i 




<h 


h 


Ci 




% 






«8 


h 


Ci 


» 

/ 


k 


^/K 




X 



SBic man crficl^t, finb betn urfprüngHd^cn ©d^ctno rcd^tö bie 
bctbcn crften S5crti!atrcil^cti beigefügt. Äug beut erhaltenen 
©d^ema finbet man bie brei pofitiuen ©lieber, loenn man 

Slufflnbung btcfer SBerte erforberttd^ finb, baS möge ber ßernenbe felBfl 
betec^tten. 
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bie Sa^tgrö^ett in ber SKci^tung ber ©togonate t)on «i tiad^ Cg 
fotoie bie einer ieben mit biefer parallel laufcnben diagonale 
ju ?ßrobnlten üerbinbet. 2)ie negativen ©lieber ergeben fid^, 
inbem man bie 3^^^^^ ^ ber SJiagonalrid^tung uon Oj nad^ c^ 
unb bie S^^^en, bie in jeber ber beiben mit bicfer Süd^tung 
parallel lanfenben ©eraben Hegen, ju ?ßrobuften bereinigt. 

2)0; toit bereits oben gefagt »orben ift, ber Sö^I^i^ i>^* 
aSerteg einer jeben Unbefannten anö bem Slenner beS Srud^e« 
l^eröorgel^t, inbem man an ©tcHe ber Äoeffijienten biefer Un^^ 
belannten bie Sbfolntglieber fe^t, fo mn§ au^ ba^ qnabratifd^e 
©d^ema ffir bie 3^^^^^ ^^^ ^f Vt ^ ^ng obigem ©d^ema beS 
Siennerg entftel^en, toenn bie Äoeffijienten biejer Unbefannten 
bnrd^ bie SSefannten d^, d^ nnb d^ erfefet »erben. S)ie aH:: 
gemeinen gormein ber Unbelannten lönnen bal^er Inrj in fot 
genber SBeife bargefteHt »erben: 



a; = 



d, \ 


Cl 


di Jg 


A 


dt ftj 


c« 



R 



y = 



Ol 


d. 


Cl 


a^ 


d. 


Cg 


Og 


d. 


Cj 



2? 



iS 



«1 


&i 


dl 


a, 


6g 


d. 


«s 


6a 


d. 



R 



9lun [tnb toit tntftanbe; mit $tlfe beS quobtattft^en @d^etnaS 
aud^ ©leid^ungSf^fteme mit btei Unbefannten unmittelbar auf= 
julöfen: 

1) SBeifpiet.' ©egeben: 

{2x + Sy — öz-^l 
3x — 2y+ « = 6 R = 

x+ y — Sg = 2. 



2 3 
3-2 
1 1 



— 5 

1 

-3 



= 15. 



x = 



7 
6 
2 



3 
2 

15 



5 
1 
3 



= 3; y = 



2 7 

3 6 
1 2 



5 
1 
3 



15 



2; 



2 
3 
1 



3 
— 2 

1 

15 



7 
6 
2 



= 1 
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2) »eifpiel. ©egeben: 
«4- y + e =• 5 
3«— 5y+ 7« = 75 
9a;-llisr+ 10 = 0. 



22 — 



y= 



1 
3 

9 



X 

o 
75 
10 



196 



1 

7 
11 



1 
3 - 

9 



196 



= — 5; «== 



1 1 

5 7 

0»)— 11 



5 


1 


1 


75 


5 


7 


- 10 





- 11 



= 5; 



= 196. 



1 


1 


5 


3 


-6 


75 


9 





- 10 



196 



=5. 



§ 101. ergriff einer Setenttiniinte ; ee|rfa^e Sker i|re 

SBerttefiaitbigfeU. 

Sm Dorigen $atagTQ))l§en l^aben toir erfel^en, ba^ bte S3enu|ung 
bet quQbratifd^ett @d^emata für bie ^uflöfung getoif(e¥ linearer ^leid^ungS« 
f^ftente erl^eblid^en Vorteil getoftl^rt, inbem man o^ne jiebe Btotf^^enred^nung 
tAt Sßerte ber Unbelannten barfteSen !ann. 2)a nun getotffe (Sigenfd^aften 
biefer @d^emata pr ^ui^n^ertung berfelben eine wefentlid^e ^blftriung 
getoäl^ren, unb aud^ bie S^l^eorie jener eigentümlichen f^mboUfd^en ^vS>' 
brücfe in neuerer geit eine l^ert^orragenbe 93ebeutung erlangt l^at, fo 
erfd^eint t% angezeigt, bte Anfänge biefer klaffe ton ^uSbrüdfen su 
erläutern. 

a) 95 e griffe. 2Ran nennt ben gcmeinfamen Slenner ber 
aSrud^ttjerte ber Unbefannten eine» linearen ©leid^nnggf^ftem^, 
alfo bie burd^ bie qnabratifd^en Schemata 



1) 



a. 



\ 



a 



2 



'2 



unb 2) 



«1 


h 


Cl 


<h 


\ 


Cg 


«J 


\ 


ftj 



*) Sßenn in einer (Sleid^ung eine Unbelannte fel^It, fo be^eid^net 
man ben Koeffizienten berfelben mit 0. SRon lönnte bie britte ©leid^ung 
bei^ S^ftemd aud^ fo fd^reiben: 

9aJ + . y — 11;? = — 10. 
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bcjcid^netcn algcbratfd^en ©ummcn: 1) a^b^ — a^bi utib 

bic SJctcrtninaittc bicfeS ©Aftern«. 

@inc 3)etermiTiante tt)irb atfo lurj bargefteßt, tnbem man 
4, 9, 16 • • • w* gegebene S^^^grö^en in n toagered^te unb in 
w fcnfred^te SRei^cn, in gorm eine^ Duabroteg, orbnet, unb bte 
Soi^Ien burd^ jtoei fenfred^te ©trid^e einfd^tie^t. 2)ie in bem 
©d^ema iufontmengefteßten ßeid^en l^ei^cn ©lentcnte, bie tooge= 
redeten 8ieif)en »erben aud^ !urjtt)eg 3^^^^^/ ^^^ fcnfre^ten 
Äolonncn genannt, ©in (SIcment, ttjeld^eg in geraber Sieil^e 
an geraber ©teDe ober in ungeraber 9iei]^e an ungeraber ©teße 
fielet, nennt ntan gerabe, aDe übrigen (SIcniente finb ungerabe. 
3)ic einjelnen ?ßrobuIte ber burd^ ba^ ©d^ema bejctd^neten 
atgebraifd^en ©umme ^ei^en ©lieber ber 2)eterniinante. Unter 
Determinante eineg ©^ftemö öon n^ Elementen öerftel^t man 
bie algebraifd^e ©umme* t)on ^robuften, bie auS ben Elementen 
nad^ folgcnbem ®efe| gebilbet finb: Scbeö $ßrobuft befte^t auS 
wgaltoren unb e8 barf au3 jeber Qdk unb Äolonne nur ein 
(Clement entl^atten. SSei einem ©d^ema aug 4 ©rö^en ift bag 
©lieb au3 ben ®Iementen in ber 9iid^tung ber §auptbiagonaIe, 
nämttd^ ba3 ?ßrobu!t a^ b^ pofitit), ttjäl^renb bag ©lieb ber kleben* 
biagonale OgSj negativ ift. 2)iefelbe Siegel gilt aud^ für bie 
SluSttjertung eineö ©d^emaS aug 9 ©lementen, tt)enn man bem= 
felben red^ts bie beiben erften Äotonnen beifügt (§ 100). Sine 
3)eterminante auS 4, 9, n* Stementen tt)irb eine 3)eterminante 
2ten, 3ten, wten ©rabeg genannt, »eit il^re ©lieber ^robufte 
aug 2, 3, w galtoren finb. 

SBie uorl^in bemerlt »orben ift, barf eine ©röfee beg 
©d^emag, j. 93. a^ m6)t mit ben ©lementen in berfelben ßeile 
unb Äolonne t)erbunben tt)erben. 2)euten tt)ir mittefe ©d^ema 
öom jöjeiten ©rabe bie ©lemente an, mit metd^em a^ in ber 
3)ej;ermtnante unter 2) öerlnüpft ttjerben barf, unb bejeid^nen 
ba^ ©d^eiha jtt)eiten ©rabeg mit Ä^, fo ^at man: 



A 



h ^2 



'3 



"— Oa Co Oo Ca • 



2^8 ^S^i 
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2)iefc S)ctcrtninontc jtocitcn ®rabc8 nennt man bie bem 
©Icmcntc a^ gugcl^örigc Untcrbctcrminantc. gür j[cbe§ 
Slement etne^ ©d^emaiS btitten &xabe^ giebt e^ eine il^nt ju« 
gel^örige Unterbetemiinante; biefelbe »irb bem ©ebtaud^e gemä^ 
burd^ ben bem Elemente entfpred^enben ©ro^ud^ftaben bejeid^net. 
®c^ört bie Untcrbeterminante einem geraben ® lernen! gu, fo 
ift if)r JBorjeid^en pojitit), im anbem gatte negaüt). Sie 
Determinante btitten ®rabeiS tann alfo furj burd^ 

bejeid^net loerben. 

ßufotge beS § 100 unb be§ JBorangel^enben finb tt)ir nun 
bered^tigt, folgenben ßel^rfa| aufjufteßen. 

8e|rfa^: 2)er SBert ieber Unbefannten eineö linearen 
©teid^ung^f^ftemS ift einem SSrud^e gleid^, beffen 
Slenner ftet^ aU bie 2)eterminante aug ben Äoeffi^ 
jienten ber Unbefannten erfd^eint unb bef Jen Qaf^Ux^ 
Determinante au8 bem ^Renner burd^ ©infe^ung ber 
bekannten ®tieber an ©teile ber Äoeffigienten ber 
gefud^ten Unbefannten l^erüorgel^t. 

b) fiel^rfä^e über bie SBertbeftänbigfeit ber 2)eter= 

5 6 



minante. SSertaufd^t man in ber Determinante 



8 10 



bie 



Der aBert ber 



(glemente in ber erften QdU mit ben ©tementen in ber erften 

5 8 
Solonne, fo l^at man ba2 ©d^ema ^ ^ 

Determinante beträgt 50 — 48 = 2, ber jttJeiten ebenfalls 2. 
Durc^ bie aSertaufd^ung ift alfo ber SB er t ber Determinante 
unöeränbert geblieben. Slögemein ift: 

1) 8e|tfa^: Der SBert einer Determinante änbcrt 
fid^ nid^t, tt)enn man fämtUd^e ©temente einer §Dti= 
jontalreilie mit ben ©tementen einer SSertilalreil^e 
öertaujc^t. 



i?2 = 



0^62 ~~ (h^i- 
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S)cr SBcrt bcr Determinante 



5 
6 



2 

7 



beträgt offenbar 



35 — 12 = 23. aSertaujd^en tüir bie beiben SSertilalreil^en unb 
bie tüagered^ten Steil^en mtteinanber, fo erl^alten Wir bie beiben 
©d^entata 

unb 



6 
5 



2 5 

7 6 

3)er S33ert ber Ie|tem ift 12 — 35 = —23. ^uxä) bie SSer* 
taufd^ung l^at alfo nur eine Slnberung be8 SJorjeid^en^, nid^t 
be^ abjoluten SEßerteS ftattgefunben. Stögemein ift: 



»1 



a 



8 



alfo 



= a^b^ — a,&, ; 



h 



'2 



«1 
«2 



= a^h^ — aih\ 



a. 



a 



2 



\ 



'2 






a. 



a 



2 



2) Seftfa^: SBenn man in einer S)eterminante jtoei 
geilen ober jtoei Äolonnen miteinanber öertaufd^t, fp 
Snbert bie Determinante nur il^re SSorjeid^en, nid^t 
il^ren abfoluten SBert. 



jRg = 



1 4 7 




2 5 8 




3 6 9 





4 
2 
3 



10 
5 
6 



16 







8 


— 


2 5 8 


9 




3 6 9 



0. 



©rlWrung: Slbbiett man bie erfte unb britte §orijontat:= 
rei^e in ber erften, fo l^at man bie ättjeite Determinante. SBirb 
in lelteret baS bo<)peIte ?ßrobuft ber jtoeiten 2>^\t üon ber 
erften fubtral^iert, fo erl^ölt man bie britte Determinante. Die 
aBerte fämtlid^er Determinanten finb einanber gleid^, nämlid^ 
jpjg = . Dagfelbe Stefultat ergiebt fid^, toenn man ben SBert 
jcber biefer brei ©^fteme nad^ bem in § 100 angegebenen SJer^^ 
f al^ren bered^net. Durd^ bie SSeränberungen, ttjeld^e mit obigen 
^Determinanten vorgenommen finb, ift bal^er il^r SBert nid^t 
t>cränbert toorben. Slögemein ift: 
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3) 8e)tfa^: S)er äBett einer S)etetminatite bleibt 
unöerättbett, ttjetin mon ju ben ©Icntcnten einet SSet- 
tifolreil^e ober ^ortäontalreil^e ein beliebigei^ SSieU 
fad^e einer anbern Solonne ober 3^^^^ abbiert ober 
öon berfelben fubtral^iert. 

3)iefer Ie|tere Sel^rfa| ift für boi^ praftifd^e Sted^nen mit 
Seterminonten üon SBid^tigfeit. S)enn mit §ilfe berfelben lann 
man, wie au8 obigem JBeifpiele l^erüorgel^t, bie ©lieber einer 
S)eterminante auf eine geringere Snjal^l rebujieren unb babnr(i^ 
bie 9led&nung abfürjen. 3)ieje 3iebuftion befielet barin, bQ| 
man mel^rere ©lemente auf Sluö bringt, tooburd^ alle ©lieber 
ber S)eterminante, in benen ein galtor yinU ift, öerfd^toinben. 

§ier folgen ju obigem Sel^rfa| nod^ einige Seifpiele: 



J?3 = 



üg = 



4 7 9 




11 







1 : 


l 




1 1 


2 3 4 




2 3 4 




2 3 4 


— 2 


4 8 10 




4 8 10 




2 2 


z z 


27 9 4 




9 4 


a A 1 


18 6 7 


= 


6 7 


= 1 


«7 •* 

6 7 


= 63 — 24 


13 4 9 




1 4 9 













=0. 



üBeifpicI (jum folgenben Se]^rfa|e): 



B=. 



3 
6 
3 



4 

7 
4 



5 

8 
5 




3 
4 
5 



= 0. 



Slttgcrnein ift: 



■Rj 



«1 



h 



a. 



a 



8 



'2 



'8 



a. 



2 



a 



8 



= 0. 



4) Sel^tfa^: SBenn in bem ©d^ema einer ©eternti- 
nante jwei gleid^e ^ßaraUelreil^en üorfommen, fo i^ 
ber aBert ber Determinante gleid^ StuH. 

SB e weis. SSertaufd^t man bie jwei gleid^en ^ßaraöelrei^eiv 
fo änbert bie Determinante nad^ bem jweiten Sel^rfa^e i^t 
aSorjeid^en, eS wirb alfo aug JBg ber SBert —B^. S)a 
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tttitt tt)cgctt bcr glcid^en ©lemcntc hmi) bic SScrtaufd^ung 
nid^tg gcänbctt tüxtb, fo mu| R^^^R^ jcin, tt)og nur 
möglich ift, wenn R bcn SBcrt SRutt ^ot (§ 32). 

• 

©cfd^id^tUd^cS. a)tc in bcn §§ 100 nnb 101 bel^anbetten dgc== 
braifd^en ^(udbrüde in gfoxm quabratifd^er @d^emata; totlä^t ben Flamen 
,,3)cterminantcn" fül^rcn, l^at jucrft ber große Wtat^tmatiUx unb 
$]^Uo{o))l^ £eibni§ entbecft unb bad $rin5tp btefed ^(goritl^mud *) bem 
frongöfifd^en SWatl^cmatilcr r§o:pitaI in einem SBriefe (1693) mitgeteilt. 
^Qein bie (Sntbedfung fanb feine meitere ^ead^tung. 3)ie ^nmenbung 
ber S)eterminanten jur ^uflöfung eines linearen ©leid^unggjjjftem« l^at 
5um jtDeiten 97lale 6^ramer (1750) gegeigt; nnb nad^ il^m l^eigt biefe 
SluflöfungSmetl^obe audj S^ramerfdfte Siegel, ^ünti^er**) teilt «nS mit, 
bafe ber fftamt „S)eterminanten ber quabratifd^en gormen" öon 
®au6***) l^crrül^re. 3)er etgentlid^e 83egrünber ber 2)eterminantenle]^re 
ift ber ftanjöfifd^e 3Wat^emotiIer ^aütl^t) (1812), ber bie öon ÖJaufe 
gefd^affene SBejeic^nung bcibe^Iten ^at („le döterminant"). 3)ie erfte 
üoHPänbige ©d^rift über bie 3;^eorie biefeS 5(u§bmdfd l^at gacobi (1841) 
ücröffentlid^t. 6^Iöefter brüdft fid^ über bie 3)eterminonten folgenber* 
ma^en auS: f,fE&a^ ift im ©runbe genommen bie S^^eorie ber ^etermi« 
Tionten? @S ift eine über ber Algebra ftel^enbe SWgebra, ein Sfled^nungäs 
Derfal^ren, meld^ed und in ben @tanb fe^t^ bie 9{e{uUate ber algebraifd^en 
£)))erationen ^n fombinieren unb biefelben t^oraud^ufagen, ö^nltd^ , »ie 
XDix und mit ^itfe ber Algebra ber befonbern D:perationen ber $lritl^metil 
entl^eben fönnen." 

§ 102. tlttftöfttng eintelleibeter ®Ieii$ttitg9attfgafeen ntit 

mt^xtttn UnMannitn. 

Sommert in einer ongetoonbten ©leid^ung^aufgabe meistere 
Uttbefanntcn öot, fo lonn man jebe öorläufig bnxä) einen SSud^- 
ftaben oo, y, z u. \. xo, ou^brilden, aug ben SScbingungen ber 

*) 2)er ©elei^rte SWoi^ammeb ben Sätvi\ci, SJerfaffer einer ©d^rift 
über inbifd^ed ^fted^nen, tourbe f:päter nad^ feinem ^eimatknbe ^^otoarefmien 
Slld^toarijmi genonnt. ^u8 biefem S^lamen entftanb Sllgoritlfemi unb 
burd^ Übertragung biefed Sflomend üom SSerfaffer auf bie ©d^rift bilbete fidj 
bad ^ort ^llgoritl^mud. Wii legterem bejeid^net man ie^t jebed jur 
Spiegel geworbene Sfled^nungdöcrfal^ren. 

**) „Sel^rbud^ ber 3)eterminanten5Xl^eorie für ©tubie^ 
renbe", (Erlangen bei SBefoIb. 

***) Disq. arithm. ©eite 301 u. f. 

©d^üllet, «ritl^tnetif. ' 22 
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8(ttfgabe fo tnele unai^ängtge @Ietcl^ungen l^erletten, als Un^ 
bcfanntctt flcfud^t »erben, unb baS aufgefteDte ©Aftern auftöfen. 
Sebe ^ebilbete ©leic^ung ntu§ eine neue IBebingung auiSjpted^en. 
a3ei ber Verleitung beS ©leid^ungSf^ftemS befolge man bie in 
§ 91 entl^aftenen Siegeln unb ginger jeigc. gorbcrt eine Ättf^ 
gäbe bie (Sntoidetung Don m + n Unbetannten, toöl^renb fte 
nur bie fflebingungen für SBilbung bon m Gleichungen entl^ölt, 
fo l^ci^t bie Slufgabe unbeftimnit. 3nt allgemeinen ift bcm 
Stec^ner ju empfcl^Ien, nid^t mcl^r Unbefannten eiuiufül^ren, afö 
iur ^[uflSfung ber Aufgabe nötig finb. Sft au^. ben gegebenen 
(Srö^en nur eine Unbelannte bered^net, fo lann man mittetö 
be8 @rgebniffe8 leicht bie anbern gefud^ten Qa\)Un beftimmen. 
S)er Semenbe ticrfud^e, meistere Gruppen öon Aufgaben nid^t 
bIo| einer oerfd^iebenen algebraifc^en SSel^anblung (burd^ ©in- 
fül^rung mel^rerer unb einer Unbefannten) ju untcrtoerfen, 
fonbem bemül^e fid^ auc^, auf ben in § 92 angegebenen anbern 
SBegen Äuflöfungen gu liefern. 

I) Aufgabe, gmei Knaben l^aben Gipfel. SBettn %nim 10 ton 
feinen ^f)feln bem Sftattj giebt, fo l^aben beibe gleid^t)iel; giebt aber 
Sranj 2 öon feinen Äpfeln bem ^nton, fo ^at ber lejtere 7 mal fo üicl 
ald gran^. äBie biet ^p\tl btfi^i ieber Stnaht? 

1) $ll0ebraif(^e Sluflöfung. IBeaeid^net man bie ^n^tfi Äipfet 
bed ^nton mit x, bie bed %xan^ mit y, fo liefern bie JBebingungen ber 
tS(uf gaben folgenbe (Sileid^ungen: 

X — 10 ^y + 10 

x+ 2 = 7(y- 2). 

2) fllgebraifd^e ßöfnng. SWan fud^e pnäd^fl bie Summe Äpfel, 
toeld^e beibe Knaben §ufammen beft|en. $eigt biefelbe s, fo l^atte ^nton 

8 8 

öor ber erften SBerteilung ö + ^^ unb Sranj r — 10 . ^a^ ber ä^citen 

ß 

SSerteilung loürbe ^nton - + 10 + 2 , ber anbere ^nabe bagegen 

IS 

- — 10 — 2 Äpfel befifeen. 2)a ber erfiere ^abe ie|t 7mol fo öiel 
tpfel aii gratis ^tte, {o tfl: 

1 + 12-7(1-12); fotQli«! 8 = 32. 



I; 
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tB 



9i«. M. 
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S) aigebratf c^e Safung. ^vA bev Xl^atfad^e, ba| betbe ^aben 
nad^ ber erften SSerteiluttg 0letcl^t)iel llpfel befi^en »ürbett; f(^lie|t man, 
bag ^nton urf^irüngUd^ 20 Stpfel mel^r aI9 Sran^ l^at. JBeaeid^net man 
bie 9(naal^I ^\z\ beS leiteten mit o?; fo ergiebt fic^ leicht folgenbe 
©feic^ung: « + 20 + 2 « 7(ä - 2); a; - 6. 

4) flufldfnnö mittel» acidjncrifdjct 3)arftcnun0 (gfifi. 32). 
2)ie ^naal^I ^fel bei» Slnton toerbe bnr^ bie ©ttede AB unb bie Sal^I, 
weld^e bie ä4)fel*t)on Srans angiebt, burc^ 
bie (Stredfe EF öerflnnlid^t. (Siebt SCnton 
10 ^fel an Srtanj ab, fo befi^en beibe 
^aben gleid^Diel. 2)ied Detanfd^anlid^en 
Xo\x, inbem toit bon ber @tre(!e J.B t)om 
fünfte B aud ein @tüd( JB(7 ab[d^netben 
unb EF \>\& G t)erlftngem. 3)ie geici^nung 
jeigt nun offenbar, ba| bie @trc(fc J.B um 10. 
2xFG grdftet aö EF ij5t, b. 1^. im 
aritl^metifd^en @inne: 9[nton :^at urfinrüng- 
Ud^ 20 ä:))fel mel^r als ^tan^, S3ei ber 
atoeiten 93erteilung giebt Ie|terer 2 äi^ifel 
bem anbem Knaben: ber ie|ige SSorrat t)on 
gftanj wirb burdj bie ©tredfe EH unb ber 
bed %nton burd^ AD ))erfinnUd^t. 9lad^ 
btr ßeid^nung x\t AD um ba« @tü(f DA" 
größer aI8 JSJBT; ©tredfe DK öeranfdjaulid^t 

1) bie So^I 24 
unb 2) ßxEH, 
^er Stbfd^nitt JE^H be^eid^net alfo 

^ t)on 24 <» 4 
unb mitl^in oerfinnltd^t EF bie ga^l 6 

unb bie Strede AB bie gal^I 26. 9(nton l^atte bal^er 26 ä^jfel unb 
Sftona 6 %fel. 

5) Slritl^metif^e S5fung. SRan erl^ftU eine rein aritl^metifd^e 
Huflöfung, toenn man bie Srgebniffe ber k)origen burd^ bloge @4Iüffe 
tnttoidtlt 9la(^ ber Aufgabe l^&tten beibe ^aben Qitx^t>iti, toenn ^nton 
10 oon feinen Ä|)fetn bem Sranj gäbe, hieraus fd^Iiegcn wir auf einen 
Unterfd^ieb oon 20 ^feln, fo bag ^nton biefe ^njal^t me^r l^at aU 
9rttn§. (Siebt le^terer 2 ä^pfel an %nton ab, fo tt)irb ber beftel^enbe 
Unterfd^ieb um 4 äpfel gr&ger, mithin ^ätte ie|t ^nton 24 ä;pfel 
mel^r ots ber anbere ^aht. B^fo^d^ ^ebingung ber ^[ufgabe befäge 
^nton aber aud^ 7 mal fooiel ^fel al9 ^xani, b. ^. er l^dtte 1) bie ie^ige 
^naal^t ^fel Oon %xani unb 2) noc^ bai^ ®ed^dfad^e berfetben mel^r als 

22* 
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lener. Sfolgltd^ mu^ bad ©ed^iSfad^e bet ^pfet bei^ Sftftn^ 24 fipfel, b. i. 
ha^ (Sinfac^e 4 ^fel betragen; u. f. tt). 

6) ^rit]^nteti{(!^e Sdfung. Tlan bered^ne §uerft bie ©untme 
bet ä^fel betbet Knaben, fflad^ bet etften SSetteilung l^ätte |ebet ^aht 
bie ^ftlfte aQet ^fel, nad^ bet ^totitm tDÜtbe 91. ^ biefet @umme unb 
%, i betfelben be|t|en. (Sefe|t nun, bie @umme bettage bortäuftg 
8 Äpfel*), |o ^fttte 

nadj bet 1) »ctteilung % 4 tp\tl unb g. 4 Äpfel; 

„ „ 2) , ^. T ,, , &. 1 gpfel 

8 Äpfel. 8 Äpfel. 

2)et Untetfd^ieb bet Slnjal^I Äpfel nad^ bet erften unb -^meiten Setteilung 
bettftgt bei iebem ^aben 8 Äpfet Saut JBebingung bet 9[ufgabe änbett 
fid) bet 93ottat Äpfel eined {eben Knaben butd^ bie SBetteitung um: 

10 Äpfel + 2 Äpfel = 12 ÄpfeU 

2)iefet Untetfd^ieb ift 4 mal fo gtog als bet butc^ bie ^nnal^me etl^altene 
unb folglid^ ift bie »itflid^e @umme Äpfel bet ^aben aud^: 

4x8 Äpfel =. 82 Äpfel. 

^ietbon toütbe jebet ^abe nod^ bet etften SBetteilung bie §älfte, b. i. 
16 Äpfel beft^en; alfo l^atte 'ä. 26 Äpfel unb S- 6 ^fel. 

7) Sluflöfung but^ bie 9ftegel bed boppelten falfd^en ^n- 
fa^ed. gufolge bet jmeiten SBebingung bet Aufgabe foQ gf. 2 Äpfel 
an'^. obQthm unb biefet aldbann 7 mal fo t^iel ald Sf. befi^en. ^iefe 
JBebingung ift in S5Bit!lid^feit nut etfüSbat, tDenn f^. »enigftenS 8 Äpfel 
^at Um bet etften ©ebingung geted^t ju toetben, muß man füt ^. 
28 Äpfel annel^men. l) ©efe^t, beibe Knaben l^ätten jufammen 26 Äpfel, 
bann befftge nad^ bet jtDeiten SBetteilung S. i ^pfel unb 91. 25 ÄpfeL 
Saut bet Slufgabe müßte leitetet 7 mal fo öiel atö %,, b. i. 7 @tüd 
befijen; folglid^ ift bie et^e TOtoei^ung 26 — 7 — 18. 2) eingenommen, 
bie gan$e @umme bettage 28 Äpfel, bann toütbe nad^ bet jtoeiten Set« 
teilung g. 2 unb «. 26 ©tüdf befijen. iRun fottte aufolge »ebingung 
bet Aufgabe Sl. 7 x 2 Äpfel = 14 Äpfel l^aben; mitl^tn ift bet jtoeite 
geißlet 26 — 14 = 12. 3)utd^ bie jtoeite 5lnnal^mc l^at bet geilet um 
18 — 12 == 6 abgenommen, bamit et öetfd^toinbet, muß bie S^^I 28 fo 
oft nm 2 üetmel^rt merben, alg 6 in 12 enti^alten ift. golglidj befaßcn 
beibe Knaben jufammen 82 Äpfel. 

II) Aufgabe. Son einer @umme ®elbed etl^alten Jl unb £ jufamuten 
a = 26 o^, B unb C jufammen ö = 32 .^ unb bxt einteile beg A imh 
C bettagen sufammen c = 48 c^. SBic gtoß ift bet Anteil jebet $erfon? 

*) einfädle SRegel falfi. 
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^Igebraifcl^e ^uflöfung. SSe^eid^net man bte gefuchtelt Anteile 
ber brci ^etfonen mit x, y unb z, \o liefern bie Jöebingungcn ber 8(uf= 
gäbe folgenbe (Slleid^ungen: 

a; -f y a 25 a a 

3/ + £f == 32 =- 6 

X -\- z — 48 = c . 

S)te S(uflöfung btefeiS S^ftemd in allgemeinen gal^Ien liefeti (§ 99) bie 

^«^«^ 0? = -Ka + c - 6), y = i(a + 6 - c) 

unb iE? «■ \{b + c — a). 

^iefe abfhalten Sal^Ientterte für bie Unbelannten fann man bnrc!^ fol^ 
genbe geometrifd^e ^arftelCung ))erftnnlid^en. Wlan ^d^ne aud brei 
(Streden; beren Sftngen ben S^W^ ^z ^ ^^^ ^ entf))red^en, ein ^reied 
unb bef^reibe in badfetbe ben SBerül^rungSlreii^. ^Idbann k)eranfd^auUd^en 
bte t9[Bf(i^nitte, toeld^e burd^ bie JBerül^rungd^unÜe auf ben leiten bed 
2)reted^ gebilbet toerben, bie Sßerte ber Unbefannten. ^ie t>ox^in ge« 
funbenen ^[uSbrüdEe für o;, ^ unb z fann man au8 ber gigur unmittelbar 
ablcfen.*) 

III) Aufgabe, ^n einem äBerfe mürben Ä unb B ff\i\ammm 
12 Xage, B unb C gemeinfd^aftltd^ 16 Xage unb A unb O 20 Xage 
lang arbeiten muffen, a) 3n mieöicl Xagen mürbe jebe ^erfon allein 
bie Arbeit audfül^ren? b) 3n meld^er geit mirb ha^ äBer! t>oUmhtt, 
tomn bie brei $erfonen gemeinf am arbeiten? 

Äuflöfung. Ä unb B t)errid^ten jufammen in l Xage (unter 
fonft gleidjctt Umftänben) ^ be« SBerfeS, B unb O leiften in 1 Xage -^ 
unb A unb C in berfelben geit ^ ber ganzen Slrbcit. ©ejeid^net man 
bie B^teU; in toeld^en jebe $erfon allein bad ^erl ausführt; mit x, y 
unb z, fo befleißen folgenbe ©leid^ungen: 

a? ~ y 12 
i 4- i = -1 



*) 3m 16. Sal^rl^unbert !ennseid^net fid^ bte äJiatl^emati! burd^ 
beftftnbigc innige 8Scrfnü;pfung jiDifd^en Algebra unb (Seometrie. 
3. 93. SSenebetto benu|t in feiner ©d^rift: „Diversarnm speculationum 
matL et physis. Liber*^ Xurin 1686, beftänbig geometrifd^e Setrad^tungen, 
unt aritl^metifd^e unb algebraifd^e ©efe^e unb ^Regeln ^u erläutern unb $u 
bemeifen. ^ie ))orftel^enb gelöfte Aufgabe bietet ein vortreffliches ^eif))iel 
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9lad^ ber in § 99 angegebenen 9[uflöfung9tt)ei{e flsbet man o; » 30, 
y »> M unb j9 — 60. ^ierand ergiebt fi^ toeitet, ha% bie btet arbeitet 
in 10 S^agen genteinf^oftUc^ baS Sßerl boQenben UimtVL 

IV) Aufgabe. SRan l^at bcei ftbtbe mit Äpfeln. @d^üttet man and 
bem etften ftotbe | feineiS 3itl^aUei( in ben ^tveiten, bon ber nunmehrigen 
^Ln^a^l bed ^toeiten fobiel ^fel in ben britten, aU fid^ fd^on barin 
beflnben unb enblid^ au9 biefem i feine« ie^igen Snl^alted in ben er^en^ 
fo ftnb in biefem 80, hn 5»eiten 60 unb im britten 40 ^fel. SBieoiet 
ä^pfel befanben fic^ anfangi» in iebem ßorbe? 

1) 2)ie 9(ufldfung bur4 bad Umfel^tungdberfa^ren ift anf^ folgenber 
3)arflenung erftc^tlid^: 





A 




B 







4) 


80 äpfel 




60 ^t>fel 




iO ^Ü 


8) 


eo „ 




60 „ 




60 „ 


2) 


60 „ 




80 „ 




30 „ 


1) 


80 „ 




60 „ 




80 „ 


9) Klgebraifd^e Söfung. 


ixa gefud^te 


(Sleic^tmgSfQftem lontet: 






ix 


+ 1«- 


80 






ix 


+ 


y — « — 


60 








is 


-i*- 


40. 





(Sltii^nnitn tt^m imtlttn (Stülpt. 

§ 103. Otiakratif4|e ^Uii^unitn mit einet ttn&efiitfiteit. 

SBe griff, ©rfd^eint nac^ bem Dtbticn unb gel^örigex 
9lcbuItiott einer ©Icid^ung bic Unbelannte mit htm ^otenj* 
ej<)onetttett 2 bel^aftet, fo ift bie ©leid^ung eine quabtatifd^e 
ober üom jtoeiten @tabe. S)ie allgemeine gorm einer auf 
SRutt rebujierten quabratifc^en ©leid^nng ift: 

1) ax^'+ 6a; + c = 0. 

SBirb in öorftel^enber ©letd^ung ber Soeffiäient a gleid^ Slutt, 
fo ücrttjanbelt fid^ biefelbe in bic ©leid^ung erften ®rabei^: 

6a; + c «* 0. 

für bie äRet^be, toeld^e IBenebetto in feinem IBnc^e befolgt. Slnd^ 
Sulad be i3orgo, (S^arban unb S^artalea mac^ in i^ren alg^raif c^ 
©d^riften an bieten ©teilen bon ber (Geometrie (Hebraud^. 
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SBenn bai freie ®Keb c ben SBert HlnU annimmt, fo entfielet 
bie qnabtatifi^e ©leid^ung: 

toetd^e, burd^ bie Unbclannte biöibiert, ebenfalls in bie einfädle 
®Ieic^nng: ax±hc^O 

übetgel^t. 3)it)ibiert man bie (Sleic^ung 1) bntc^ ben Äoefpjienten 
öon X, fo entfielet: 

x^ + ^x + - = 0, 
S)er Äürje wegen fe|en tt)ir in biefer ©leid^ung: 

-=p unb 4 ■^2/ 
fo gel^t biejelbe in bie folgenbe über: 

2) x^+px + q = 

ober, tt)enn man bai freie @üeb q auf bie redete ©eite fe|t: 

3) ic* 4:jpa; = + g. 

S)ie ©d^emata unter 2) unb 3) nennt man bie Slormal^ 
formen (©eite 268) einer quabratifd^en ©leid^ung mit einer 
Uttbelannten, in ttjeld^er bie IBud^ftaben p unb q befannte 
pofltioe unb negative Qof)Un (einfd^üe^Iid^ ber Siuß) bejeid^nen. 

Sl r t e n. 3)ie Gleichungen jweiten ®rabe^ »erben in jtoei 
Sitten unterfc^ieben. Sritt bie Unbelannte in ber crften unb 
ber jweiten ^otenj auf, fo nennt man bie ©leid^ung eine \)diU 
ftänbige*) ober gemifd^te quabratifd^e. 3]^r ©c^ema ift bie 
®(eid^ung unter 3). ^ommt bagegen bie Unbefannte nur in 
ber jtoeiten ^ßotenj oor, fo ]^ei|t bie ©leid^ung eine reine 
quobratifd^e. S)ie fflormalform ber Ie|teren gel^t aug 3) l^eroor, 
toenn jp = toirb, woburd^ bie ®Ieid^ung a? ^q entftel^t. 

§ 104. Httflofung ber reinen qnabratif^en ®Ieii$ttng; 

8Btt?}eIn berfelfeem 

aSor Äuflöfung einer reinen quabratifd^en ©leid^ung bringe 
vxm fie auf bie iJorm x^^q, b. 1^. man forge, ba% ba^ 

*) äBeU in ber ^otenjreil^e ber Unbefannten fein ®Iieb fel^It. 



344 ^fünfter tlbf^nitt. ©teid^ungen etjien unb jmeiten Qtrabed. 

pofitiüc unb mit bem Socffijicnten 1 bcl^aftctc Duabtat 
bct Unbefatintcn auf einer Seite ber ©teic^ung allein fielet 
3ft bie Unbelannte mit einem l^öl^eren ^oeffijienten aU 1 öer- 
bunbeU; fo mu^ man biefelbe Don biefem ^aftor baburd^ be- 
freien, ba§ man fämtlid^e ©lieber ber ©leid^ung burd^ ben 
Socffiäienten biöibiert (§ 85, 3). 

Sie Sluflöfung einer auf bie Slormalform gebrad^ten reinen 
quabratifd^en ©leic^ung gefd^iel^t baburd^, ba^ man au^ beiben 
©eiten berfelben bie Duabrattourjel jiel^t. SBie bie reine qua^: 
bratifd^e, fo toirb aud^ iebe reine ®Ieid^ung l^öl^eren ©rabes 
gelöft: SWan bringt bie mit ber wten ^ßoteni bel^aftete Un^ 
befannte allein auf eine ©eite unb rabijiert bie ®Ieic^ung 
mit bem SBurjelejponenten n. (SWan öergteid^e § 85, 5.) 

S)ie SBurjeln ber reinen quabratifc^en ®Ieid^ung. 
SBenben toir ba8 üorl^in angegebene SSerfal^ren auf bie ©leid^ungen: 

a^ = 144 unb x^ = q 
an, fo erl^alten toir: 

ic = 1/144 = 12 unb x^Yq. 

S)a aber bie Duabrattourjet au8 einem pofitiöen Stabilanben 
jtoei abfolut gleid^e, algebraifd^ entgegengefe|te SBerte 
liefert (©eite 120, 1) Se^rfafe), fo ift: 

a:i = + 12, rra = — 12; x^^ + Yq, x^ = — Yq, 

Xoa% furj: a;«= + 12, x=^-±^Yq 

bejeid^net toirb. 3ft in einem befonbern %oXit ber 9labifanb q 
SRuß, fo finb bie beiben SBurjeln einanber gleid^, nämüd^ = 0. 
©teßt enbüd^ ber Stabifanb eine negative ^oi^i bar, ift etwa 
a:^ = — ^36, fo giebt eg toeber eine pofitiöe nod^ eine 
negative ^a^, toeld^e x genügt, ba fotool^I (+ 6)* afö aud^ 
(— 6)2 ftetg + 36, aber niemals — 36 giebt. ©leid^ungen 
öon ber gorm rr^ = — q lönnen alfo burd^ feine ber bigl^er 
betrachteten S^l^Iformen bef riebigt werben.*) (SSergleid^e ben 

*) 3)ie ^uflöfung fold^er reinen quabrattfd^cn ^Ictd^uitgen, in toeld^en 
bad ^bfolutglieb q ttegatiü ift, erfotbett bie (Siitfül^ruttg einer neuen 3^^^^' 
form, nftmlicä^ ber imaginären gal^l (§ 116). 
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©d^IuB öott § 42.) 833« jc^Iic^ctt ba^cr üotläufig bic Söfung 
t)on ©leid^uttgen auS^ in toeld^en q eine negatitte 3^^^ ^^"^ 
jeid^net. 2)et 

Sel^rfa^: Sebe reine quabratifd^e ©leid^nng l^at 
jtoei abjoint gleid^e, olgebtoifcl^ entgegengefe|te 
SBnrjeln, 

lä^t fid^ anf folgenbe SBeife and^ an^ bent inneren SäSejen 
biefer ©leid^nng begrünben. @e|t man in ber Slomiatform 

ftatt g ben gleid^artigen SlnSbrnd {ygf unb bringt bie ©leid^ung 
anf "SivXif jo ]^at man: 

S)ie Knie Seite biefer ©leid^nng fann nad^ § 16, 7/J jerlegt 
ttjerben, e8 ift nämüd^: 

x^ - {Vi)' = {x + y'^ {x -Vq) = 0. 

®a aber ein ?ßrobnIt jn Sflnö ttirb, toenn ein galtor begfelben 
9lutt ift (§ 40, 2), fo fann man bie qnabratijc^e ©leid^nng in 
folgenbe einfad^en ©leid^nngen jerlegen: 

1) a? + l/^ = 0, 

2) a; — Vg = 0. 

ajie Söfungen biefer ©leic^nngen finb nad^ § 88, 2) Sel^rfa^ 
ond^ bie SBnrjeln ber nrfprünglid^en qnabratifd^en ©leid^nng. 

Sing 1) folgt x = ~Yq unb au^ 2): x = + yq. hieraus 
ergiebt fid^ ber fel^r Kare, innere ®runb, toeSl^alb bie reine 
quabratijd^e ®Ieid^ung jtoei SäSurjeln l^at. * 

§ 105. SRetl^iibeii jitt Hitftöfnng be? gentifi^ten i|]tabtatiff|en 

@Ieiii§]tng. 

9lad^'§ 103 ift bie Slormalform einer öoöftänbigen qua* 
bratifd^en (Sleid^ung: 

x^ + px = + ff. 

3um Qtotdt ber Äuflöfung fülire man bie vorgelegte qua«* 
bratijd^e ©teid^ung auf biefe Slormatform jurüdt. 
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SfifiSS- 



a) a^et^oben t)on SKo^atnmeb itn äRufo. 

S)tefcr arabifd^e SÄotl^cmatifcr bcnufet jur Äufldfung ber 
©leid^ung: 

a;* + 10a: — 39*), allgemein x^ +px'^q, 

ein SSerfal^ten, n^eld^eS eine imedmägige, anfc^aulic^e SKetl^obe 
ift unb jugleid^ aud^ einen Haren, geometrifd^en SetoeiS für 
bie SRid^tigleit be« eingefc^Iagenen SBegeS liefert. 

1) Wim jeid^ne eine ©trede AB (gig. 33), tteld^e ben 
SB8ert i&t x öerfinnüci^e; befd^reibt man über AB ba8 Duabrat, 

fo ift bie« ein SSilb bc8 ÄuSbrndt« a?. 
An jebe Duabratfeite lege man ein 
JRed^ted; bie öier Sled^tedte finb in ber 
3eid^nnng mit a, h, c, d bejeid^net 
unb l^aben gleid^en Snl^alt. ^efelben 
üeranld^anlid^en ba« ?ßrobnIt 10a?; mit^ 
l^in öerfinnttc^t bie ©reite eine« biefet 
8ied^tede bie ^a^ 10a; : 4a? = f. ®r* 
gän^t man bie t^tgur burd^ bie t)ier 
©dCqnabrate c, f, g, h, ttjeld^e bie gal^I 
4 • {^y — 25 bejeid^nen, jn einem Öuabrat, fo öerfinnlid^t 
biefe« ben SluSbrndf a?* + 10a? + 25 ober bie gal^I: 

(39 + 26 — )64. 

S)ie ©eite be8 großen Dnabrateg bejeid^net bal^er einerfeit« 

Yx^ + 10a? + 25 = a? + 5 unb anbererfeit» bie >/64 = 8. 

*) %te tiefet ®Iei4mtg ent{))ted^enbe Sßortauf gäbe bon Iftol^ammeb 
lautet: /,@in Ouabrat unb 10 feiner SBur^eln finb gleid^ 39, b. 1^. toemt 
bn 5U einem Oitabtate 10 äBurjeln beSfelben abbietft, fo betragt bie 
@ttmme 39. SBie l^eigt bie S3ur|el?'' Xann fagt et: „^üt ^ufldfung 
beftel^t batin, ba^ bu bie Slnjal^I ber SSut^eln ^alBietft, unb ba« maäft 
in biefem a3eifpiel 6; bann multipliaierft bu biefe« mit fldj felbft, fo 
lommt 25 l^etaud. ^ietauf abbietft bu biefeS ^u 39, bad mad^t 64*; 
bataud ^iel^ft bu bie £luabtattt)ut5el, bai giebt 8, unb fubttal^ietfl bai9on 
bie $&Ifte bet ^njal^l bet äButjeln, nämlic^ 5, fo bleibt 3 M 9left, biefet 
ift bie SEButjcI beS OuabtateS, toeld^eS bu f udftft, unb bo« Ouobtat ift 9 ." 
"igietauf gtebt Sllol^ammeb ben unter 1) folgenben geometrifc^en SSetveid 
für bie mid^tigleit be» SSerfal^ren». 
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S)a a? + 5 — 8 iji, fo folgt a; — 3. Segt man bicfct gco* 
ntetrifd^n SBetrad^tung o6tge aUgemeine ©letd^ung jugtunbC; 
fo l^Qt man: 

^* +i>^ + 4 • (f)' = jr + 4 . (f )* ober 



X 



folglid^: 

2) 2)ie anf(i^auK($e 8(uflöfung obiger ©leic^ung unb bie 
9Kd^ttgIeit beS SSerfal^reniS fann auä) auf folgenbe Sßeife äugen- 
fd^einlid^ gezeigt toerben. 2)er SluSbrud: 

ic* + 10a; = x(x + 10) 

toerbe burc^ ein aied^ted bargeftettt, bcffen ©reite ÄD ben 
SBert ber Unbelonntcn x unb beffen Sänge AB bie Summe 
a; + 10 öerftnnlid^t (fjig. 34). a)a8 Duobrat über AD t)tx^ 
anfd^aulid^t x^ unb bai^ 

D E fi n 



A 



X 



2 



6x 



bx 



E 



5> 



Jr 



5x 



.K 



B 



aied^ted jEjBOF ba8 ^o« 
bttft 10a;. halbiert man 
biefeS Sted^ted burci^ QH, 
legt BCGH wx ©eitc ^£ 
unb BUbet bai^ SrgftnsungS^ 
quabrat über EE = 5, 
fo ift: 
a;«+10a; + 25=39 + 25 

ober: 

(ä; + 5)« — 64. 

äRitl^in t)erftnnli(|t bie 

©cite AH bc8 größeren Duabrate« ben Äu^brucf a; + 5 unb 

aud^ y^«=8. 3)ie ©trede AD^x bejeid^net bal^er bie 
Sail 8 — 5 = 3. 

b) Stein algebraifd^e Ableitung ber Äuftöfunggformel 
für bie allgemeine ®ieic|ung x^ +px^^ + q. 

SSorberettenbe S(ufgabe: 2)en jn^eigliebrigen lluSbrud 
a;* + px ju einem öottftänbigen ju ergdnjen. 
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9ufI5fttng: Sergleici^t man bai^ enttoidette Ouabrat beS 
Sittom» a + b mit bcm ÄuÄbrucf a?* + i)a?, fo beftel^ctt offenbar 
bie IBeiiel^tttigen: 

a = x, 26 —jp; alfo 6 = | unb ballet 6* = (|) , 

b. 1^. ba^ fel^Ietibe btitte @Iteb beS unüoQftänbigen quabtatifd^en 
Ätt8bru(l8 x^ + px ift ba8 Duabtat bc8 l^albcn Socffijtcn== 

tctt bc8 jttjcitctt ®Iicbc8. SKan nennt (|) bie qnabra- 

tifd^e StgSnjnng ober baS Srgän^nngdqnabrat Don 

Änflöfnng obiger ©leid^nng. Äbbiercn toir anf beiben 
@eiten ber ©teid^ung bQ8 Dnabrat be8 l^olben ßoefftjienten 
be8 ätoeiten ®Kebe8, alfo Jp^ um ba8 Dnabrat jn^ einem üoll^ 
ftänbigcn jn ergänjen, fo ^abcn toir: 

x^ +px + ijp* = {p^ + q, 

ober inbem wir bie ßnfe ©eite in Duabratform fd^reiben: 

(x±itpy = {p'±q. 

3iel|t man an8 beiben ©eiten bie Duabrattourjel, fo entfielet: 

folglid^: 

hieraus ergeben fid^ ffir bie Unbelannte jtoei SBurjetoerte 
(§ 42, 1) Sel^rfal), nämtid^: 

^1 = + iP + ViF~±i f ^^ = + \p— VW±i • 
formet I) ift ber $lu8bmd( be8 folgenben allgemeinen 
®efefee8: 

3n jeber (Sleid^nng üon ber SRormalform: 

^ 4:i>a? — + g 
ift bie SBurjel ber Unbelannten gleich bem j^alben 
Äoeffijienten be8 jtoeiten ®Iiebe8 mit entgegen- 
gefegtem SSorjeid^en, + ber Dnabratttjurjet au8 ber 
©umme be8 Duabrate8 biefe8 l^alben Soeffijienten 
unb bem Äbfolutgtiebe. 
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SSotftcl^cnbc ÄuflöfungSformd finbet jur SScrcd^nung ber 
Unbelanntctt bie l^äufigftc anttjenbung. ßuerft löfc man einige 
aSeifpiele auöfül^rücl^ ouf utib fd^reibe bann beim praftifd^en 
SRed^nen ftet^ ben Sßett ber Unbelannten ani ber Slomtalform 
jofort l^in. 

»eifpiet: 

Qx^ — 40 = 56a;: oc^ — : —a? = — ; 

9 o 



14 , i/20 , /14\» U±16 .„ a 

3) SBe^iel^ung ^toifd^en btn befannten &xbitn ber ®Iei« 
c^ung unb il^ren äButjeln. 3ft in bev gormel f&r x ber 9labifanb 
iP^ — 2 = 0, {o finb bie beiben aSurjelti x^ unb a;, einanber gleid^. 
2)cr ^ttSbrudf i^i>' — 3, beffen Serfdjtoinben bie ^letdjlfteit jtoeier SBurjels 
toerte einer ©(eid^ung bebingt, »trb bon neueren ^Igebrißen 3)id!rtntt' 
nante genannt. $at bie ^il^Irintinante ben SS^ert 9lun, fo ift bie linfe 
@eite ber gegebenen ^teid^ung baS Ouabrat eined ^inomd. SBenn bie 
^i^Iriminante einer quabratifd^en ®Iei4ung größer als 9luQ ift, fo finb 
beibe Sßurjeln berfelben reelC t^erfd^ieben, unb ^toax rational ober 
irrational (§79, 2), je nadjbent ber S^iabilanb ein Ouabrat (rabijicrbar) 
ift ober nid^t. 3P bogegen ip* — 2 < , fo lonn bie ©leid^ung burd^ 
leine 8ö^I ber retatiöen S^i^^^^^^^ (§ 68) bcfricbigt »erben. 3)ie aU- 
genteine ^uflöfung ber gentifd^ten quabratifd^en ©leid^ung mad^t bie (Sin« 
fül^rung einer neuen S^^^Ifi^rnt, ber fog. tomplti^en S^% nottoenbig. 

ir2 + 6ä; — 40 = 0; x^=^, 0^2 = — 10. 
2)ie ©utnme ber SBurjeln giebt: 

ber Soeffiäient bcg ittjeiten ®Ucbe2 l^ei§t + 6. 2)a8 ^ßrobuft 
ber SBurjeltt ift: 

iri.iP2 = 4-(— 10) = — 40, 

ba8 freie ©lieb l^ei^t ebenf oßg — 40 . 

Sel^tfai^: Sn jeber gemifc^ten quabratifd^en ©lei^ 
d^ung öott ber gorm x^+px + q^'O ift bie atgebtaifd^e 
©umtne ber SSurjeln gleid^ bem Äoeffijienten beg 



360 SNtofter SCbfd^niit f^Ieid^ungen erf^en unb feiten (SxobH, 

jtoeiten ©liebelt mit entgegengefe^tem Sotjei(|en unb 
taiS ^robutt bet JQJurjeln bem %[bfoIutgUebe %Uiä).*) 

1) ^ttoti^. 2)urd^ bie 9[uf(öfung ber ©letd^ung 

rc* + jpa? — g = 
erl^ält man für bie Unielannte bie Beiben Wtxtt: 

®ttrd^ Äbbition biefer ©leid^ungen ergiebt fic^: 

^1 + ^$ — —Pf 
i^te aWuttiptilotion liefert: 

^ • a;» = ii>^ — (l-i>* + 2) -=• — 2- 

2) iBetoeti^. ipei^en bie äBur^ebt ber t^orftel^nben @Iei« 
d^ung x^ unb rrg/ f^ ift* 

S)urc^ ?luf[öfung biefeS linearen ©leic^unggf^ftemeS nac§ 
ben Unbefannten p unb q erl^ätt man: 

1) p^ -. (a?i + x^) unb 2) } «=- »^ • iCj . 

c) Sluflöfung.burc^ Q^xU^nnQ in einfädle ©leid^ungcn. 

SBie bie reine quabratifd^e, fo fonn auc^ bie ttnfe Seite 
ber gemifc^ten quabratifd^en ©leid^ung: 

burd^ baS ?ßrobuft jtoeier Sinome bargefieKt toerben. ®g ift 
nämlid^ 

1) :^+px + q = (x + \py^(lp'~q)^0. 

Sn biefer gorm erfc^eint bie linle ©eite aU ©ifferenj stoeier 
Ouabrate unb bie gegebene SUiid^ung !ann bal^er na^ § 16, 7 ^ 
burd^: 

*) ^cc frottjöftfd^e 3Jlatl&cmatifer «icta (t 1603) l^at btcfcn Sc^r» 
^aj entbecft. 
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erfe^t toerbcn. Ächtete Iä§t fic^ in bie einfad^en ©Icid^ungen 

a) ^ + ll> + ni>'-"2 = 



unb b) a; + il) — y^i)* — 2 = 

jcricgcn. ®ie SBertc biefer linearen ©teic^nngen finb naä) 
§ 88, 2) jngleid^ bic So jungen ber urfprüngli^en ©leid^ung. 
SBejeici^net man bie SBerte ber Unbefannten in a) unb b) mit 
Xi unb ic^, fo mu§ nad^ 2): 

3) oc^ -^ px -{- q =^ (x — a?i) {x — x^) 

fein, hieraus gel^t ber innere @runb l^ert^or, toe^l^alb aud^ 
bie gemifc^te quabratifd^e @)Ieid^ung jtoei SSurjeln l^at. 
SDie Äuflöfung mittete ßertegnng ift eine fel^r <jraftifd^e 
aWetl^obe. ®ie filiert befonberJ am fd^neUften gum j^xtU, wenn 
1) Beibe Seiten ber (Sleid^ung einen galtor gemeinfam l^aben, 
in tt)eld^em bie Unbefannte öorlommt, unb 2) bie linfe ©eite 
ber auf Slutt rebujierten ®Ieid&ung einen galtor üon biefer 
eigenfd^aft entl^ält. 

»eifpiel ju 1): 

(x — a) (6 — fl?) = (äj — a) (x -^ c). 

gerlegungen: 

X — a '^0, alfo a;«=a; 
h — x«=x + c, mitl^in a: = ^(6 — c) . 

»eifpiele p 2): 

. (a; — 5) (a; - 8) = 0; (a? + 1) (ä; - 12) — 0; 

x(ax — 6 + c) = 0. 

3Ran fc^e j|eben gaftor gleich Slutt unb beftimme au8 ben er- 
l^altenen "einfad^en ©leid^ungcn bie SBerte für x (§ 88, 2). 

3ft eine ÄBurjel einer quabratifd^en ®Ieid^ung rational 
(§ 79, 2), fo mu§ bie anbere aud^ rational fein. Um eine 
ttumerifd^e ©leid^ung mit rationalen SBurjeln mittctö ßerlegung 
jtt Idfen, benu^e man bie Sbentität: 

a? •{- px + q =^ (x — Xi) (x — x^) 
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tttib jerlege bal^ freie @fieb 9 nac^ § 47,. 5) in iXoex ^oftoren, 
beten ©untnte gteic^ bem Qai)Uvxottt bed Aoefftiienten p ifi 

Seifpiele: 

a^+ 13a; + 22 = 0; (3;+ ll)(a; + 2) = 0; 

SBurieln —11, —2. 
a^ + 5a; -^ 24 = 0; (x + 8)(rr — 3) = 0; 

aaSurjeln —8, +3. 
x* — öx — 24 = 0; (a; — 8)(a? + 3) = 0; 

SButieln +8, —3. 

Sufolge obigen £e^rfa|el( futbet man bie SBur^n fofort, toetm moa 
baS freie (Blxtb q in jmei galtoren ^legt, beren Summe — p i{i @o 
etl^dlt man §. ©. an« «"— 11ä + 24-=0 fofortiCi « + 8ttnbÄ, = + 3. 
ftennt man eine S^nr^el x^ ber (S^Ieiii^ung x' + prc -|- 9 "^ ^ / fo f^^^ 
man bie anbere, toenn man baS reine (S^Iieb g burd^ x^ bibibiert ober bie 
betannte SBurjel t>on — p fubtra^iert @o tt)irb j. SB. bie ©leic^nng 
a:' — 6aj + 8 — burdj a^ « 2 befriebigt, loeÄ^alb «, = s : 2 = 4 
fein mug. 

3ft eine SBurjel w einer gegebenen ©leic^nng belannt, fo 
ift flj — w? ein gaftor ber finfen ©eite nnb ber anbere gaftor 

\)tx%t X — — ' ipat bie ®Ieic^nng bie gorm 

aa^ + fcrc + c = 
nnb ift w? eine gefnd^te SBnrjel, fo finb x — w nnb ax — - 

bie gaftoren ber Knien ©eite. SSei ber %dXi^xtvi^^txiz%vaL% 

ac^te man baranf , ba| in bem 5ßrobnft \x — tc;) • \ax — — j 

ber ÄuSbmd a; • ax gleid^ bem erften ®üebe ift nnb w • — 
mit bem britten ®Kebe ber (Sleid^nng übereinftimmt. Sonn 



c 



liefert bie (Sleid^ung «a? — — = bie ätoeite SBnrjel ber 



fO 



qnabratifd^en ®Iei(^nng. ©o j. S5. wirb bie ©leid^ung 

bx^ — 12a; + 7 = 

bnrc^ a; = 1 befriebigt; folglich mn§ ber eine galtor ber Knien 
Seite a? — 1 nnb ber anbere 5a; — 7 fein. ®8 ift bol^er 
5a; — 7 = eine befonbere SSefttmmnngggleic^nng für bie anbere 
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SBurjel. ®ic ©Ici^ung 60?« — 23 a? + 20 — lann burc^ 
(3 a; — 4) (2 a; — 5) crjcfet tocrbcn; ballet lief cm bic linearen 
©leid^ungen: 3a; — 4 = nnb 2a; — 5 — bie SBurjcIn ber 
gegebenen quabratif^en ©leid^ung. 

4) Tlan tann bie Stuflöfung bet quabtattfc^en ©letd^ung benugen 
um einen quabtcttfd^en ^luSbrudf Äx^ -{- Bx + C in gaftoren ju jer* 
legen (§ 47, 6). S)a 

\% alfo ber quabtatifc^e Studbtuct linfd immer auf hit Sfo^nt 

A(x^ +px + q) 

gebrad^t toerben lann, fo Dertoanbele man ben ^udbrud in ben klammern 
mittefö ber 9Bur§eln ber ®Ieicl^ung 

B G 

in ein $robuft unb muItipU^iere bodjelbe mit A, 3- ^•* 

3x» — 28a; — 20 = 3 (x^ — ^x — y) • 

^ie SBurjeln ber ©leic^ung: 

, 28 20 ^ .. . ,^ 2 

Ä» — ya; — y « ftnb «1 — 10, «,=-—-; 

mithin: 

3a;'— 28« — 20 « 3(a; — loj (a; + |j««(a;— loU3a; + 2V 

5} ^ennjeic^en für bie $lrt ber äBur^eln. ^ie ^leic^ung 3) 
unter c) in ber Umfel^rung, nämlic^ (x — x^) (x — x^) '^ x* + px -^ q 
fagt: SSenn man bie auf 9luQ gebrad^ten SBurselgleid^ungen miteinanber 
multipliziert; fo entfte^t eine quabratifc^e ^leic^ung, in meld^er: 

— {x^ -f- a;,) "= |) unb a;i • a?, =» g 

ift. Um haf^tx 5. fd. bie ©leic^ung ouf^uftetten, toelc^e bie äSurjeln + 8 
unb — 10 l^at; bilbe man bie auf 9hiQ rebujierten SBurjelgleic^ungen : 
a; — - 8 « unb a; 4- 10 « 0. 2ll8bann ^eifit bie öcriangte @Ieid^ung: 

(x — 8) (a; 4- 10) « ober a;" + 2a; — » 80 . 

Ober man bered^ne bie SBerte für a;i + ^s ="P/ a;i • a;, « g unb fc^reibe 
bie gefud^te (Sleid^ung fofort l^in. @oCen 5. fd. bie äBurjeln + 12 unb 
— 6 l^eiften, f ift x^ + x^ ^ 1 unb aj^ • ajg « — 60 ; ba^er lautet bie 
»erlangte ©teic^ung a:' — 7a; — 60 « 0. 

8inb a unb h reelle äBur^eln einer quabratifc^en ®Ieid^ung, fo 
befleißen l^infid^tlid^ ber Vorzeitigen folgenbe oier oerfc^iebene gformen 5U 
bilbenber gaftoren, bej». @leid^ungen: 

6i^ü(Ier, «ritl^metif. 23 
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1) (a? 4- a) (a? + &) — a;« + |?a? + g — 

2) (x ^ ä){x — 6) —« a?" + P^ — 2 ~ 
8) (a; — a) (a; + 6) « a;' — pa? — g — 

4) (a? — a) (a; — &) — a?« — pa? + g — 0. (»et9l.§ 47,5.) 

(Bleid^ung 1) fagt: @tnb p unb q ))ofitik); fo ftnb bie IButjeln negatit). 
9[ui» 2) unb 8) folgt: 3{i p ^ofltik) ober negahk), g bagegen negatik), fo 
tfk eine Iföut^el ))oftt{k), bie anbete negativ. (Sleid^ung 4) le^rt: 
SBenn p negatik), aber q ^ofitik) ift, fo l^aben beibe SBur^eln pofi- 
tiDen Iföert. 

^ie Slufeinanberfolge je jtteier ©lieber einer ®Ieid^ung mit beut? 
felben SSorgeid^en nennt ntan eine Solge. ^aben ^toei ©lieber hie 
3eid^en +/ — ober — , +/ fo Kegt eine Äbtoec^f elung öor. ©leid^ung i) 
l^at alfo 2 ^olgen/bie Gleichungen 2) nnb 3) geigen 1 gfolge nnh 
1 Slbmed^felung unb in Gleichung 4) beftel^en 2 Slbioec^felungen. 
hieraus fliegt ein ))raltifc^e9 ©efet, burd^ loelc^ed ntan aud ber %o\Qt 
unb bem SBed^fel ber SSor^eic^en ber brei ©lieber auf bie fixt ber Sßur^In 
f4Iie|en lann. 

&el|ffi$: 3ebe ©leic^ung mit reellen SBur^eln l^at fo üiele 
pofitiDe SBurjeln aU Slbtoed^felungen, unb fo Diele negatioe 
äBurjeln, ald golgen Dorl^anben finb. 

^iefed ©efet, t>on ^edcarted (1696—1660) entbectt, gilt aud^ für 
l^öl^ere ©leid^ungen. 

§ 106. etfurnttti^t %otm bet SBurjclioettc; «uflifitiig 

Hon IBttrjclglei^ttiigcii. 

3n einigen gäßcn ift eiJ »ünfcl^cttSiüett, bie SBerte ber 
UnBefannten in gönn öon f^mmetrifc^en ÄnSbrficfen barjn- 
fteßen. S)iefe Umformungen finb befonberg Bei Äuflöfung ber 
Gleichungen: 

1) a^--ax + V^O, 2) a;* — aa?« + J^ = 0*) 

gebräu^tt^. 3n ben t^Qen, in benen ein f^mmetrifd^e^ Stefultat 
geforbert n)irb; toenbet man jitr Sluflöfung fel^r itoedmä^ig ben 
Selirfa^ üon ber lorref^onbierenben Slbbition nnb ©ubtraftion 

(§ 74) an. 



®egeben: 

a;* — aic + 6* = . 



©egeben: 



*) S)iefe ©leic^ung ift Dom öiertcn ©rabe (§ 107). 




§ 106. (SQuitnetrifd^e %oim bet SSSurjeltDerte. 



355 



Söfutig: 

z^ + h^ 

«• + &* 



ax 



ax 



2bx 



2bx 



a 
2b 



X* + b* + 2bx _ a + 2b 
X* + b* — 2bx a — 25' 



x 

X 



^-K 



+ 2b 



2b 



, ya+-2b ±ya— 2b 

ya+ 2b ip j/a — 2 6 



Söfung: 
a^ + V 



2&a;^ 



ax 

a 
2b 



2 



X* -^ b i/ g -f 



26 
26 



6 



Va-i-2ö+]/a — 26 



ya + 26 — Va — 26 

S)te Sßtttjeln aus bem 9lenner 
fortgcjc^afft, gicbt: 

(ya + 26 + ]/a — 2 6)* 



X 



46 



a.=+^(]/^26+l/a^^^ . 



@^tnmettif4e-®Ietcl^ungen. @tnb in einet georbneten auf 9tuU 
$urü(tgef1l!^tten (Bleid^ung bte Koeffizienten üormärtd unb rüdtodrtd gelefen 
biefelben, fo nennt ntan bie (S^Iei^ung fijntmettifd^. 2)ie aSgemeine 
f^mmetrifd^e (^(eid^ung §tt)etten (^robed ift: 

1) ao?' ± 6a: + a « , 



®it)ibiert man biefe (Sletd^ung burd^ a unb fe^t — —p, fo gel^t fie in 

bie Sronn: 

2) x*±px+ 1^0 

über, ^a §ufoIge beS ©efe^ed § 105 unter 8) 0;^ • a;, — l fein mng, fo 

ift in jeber (Sleid^ung öotftel^enbcr 3orm «j «— — unb «, « — ^ieraud 

folgt, ba^ bie eine äBurjel ber f^rnntetrifd^en (^leid^ung 2) beut reji- 
proIenäBerteber anbern gleich fein ntu^; medl^alb auc^ bie ^ejeid^nung 
resi))toIe (Bleid^ung gerechtfertigt ifi. SHefe (Sleic^ungdart i^at bie 
(Sigentftmlid^Ieit, ba| fie unberftnbert bleibt, toenn ntan an ©teile Don x 

bie ffttifXptolt ~ fefet. 3)ie (S^Ieid^ung o; + i — ^ Iä|t fid^ auf bie Somt 
X X 

a;*— r« + l — bringen unb ift bal^er f^mmetrifd^. SWitteÖ ber Auf* 
Ibfungi^formel I § 106, b) er^dlt man: 



X 



J_ (a±]/a«- 46«)- 



®iebt man ber gegebenen (Bleic^ung bie gfonn 



«"+ 1 



o; 



r unb toenbet 




23 
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)ttt tfuPfung Me Iorref))onbierenbe Sibbition unb ©ubtraltion an, fo 
geioitmt man bie Sßurjeln in ber fijntmettifd^en %OTm: 

9[ttd ben f^nintettifd^en @IIetcl^ungen: 

il .|1 17 , ,1 6,2 

^ + i-"-^ + 4"-T '^^^ ^ + ^^2 + 6 

lann mon fofort auf bic SBurjcIn */ j/ bcjto. - unb - fdjlieften. 



Äuflöfitng öon SDäurjcIglci^ungcn. 

%vix bie SSel^anbluttg üon SBur^elgleic^ungen; beten Sbtf- 
löftttig auf eine qnabratifd^e ©teid^nng fül^rt, gelten bie in § 90 
Bef^Jtod^enen Siegeln. ©leic^ungen üon bet gorm: 

aa; + 6 + cYax + b = d 

laffen fid^ nad^ ber SWetl^obe b) (§ 90) bireft afö quabratijc^e 
löjen. $at bie ©leic^nng bie gorm: 

fo geftalte man biefelbe fo um, bafe aa? + 6 bem 8iabifanben 
gleid^ toirb, tooburd^ bie ©leic^ung fid^ für ben SBurjelauSbrurf 
in eine quabratifd^e üertoonbelt. S)ieiJ SSerfalircn l^at üor bem 
§ 90, 1) angegebenen mel^rere SSorjfige. 

1) Seifpiel. begeben: 

x — 6Yx = 40. 

Äuflöfung. 9Ran betrachte j/x atö Unbefannte unb fe|e 
y^— ^, aföbann gel^t bie gegebene ©teic^ung in folgenbe über: 

^ — 6;ef = 40. 
§ieraui5: 

is = 3±l; ^, = 10, 0^ 4; 

folgfid^: 

a;, = 102=100 nnb aj^ = (— 4)^ 

^a bet ^utjele^ponent gerabe ift, {o gelten für bie äButjelgtöge 
beibe SSorjeid^en. 3)er eine SBert x^ gilt für bad ^ofitiöc, alfo für hk 
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bei anbete or, für bad negatik)e uttb befriebigt bie (Bleic^ung: 

a; — 6 . (— Yx) « 40. 

2) »cifpici. ©cgcbcn: 

X + 4l/S"+7 = 17 + 2yS"+7 . 
Äuflöfung. 9Ratt geBe bcr ®Ieic^unfl bic gotm: 
ir + 7 + 2Yx'+l = 17 + 7 — 24 . 
y^^ 1±5; mithin iri=9 unb irj=(— 6/— 7=29. 

3) S5cifpiel. ©egeBcn: 

yx + 10 yj^ + 6 

Vaj 10 — V« 

Äuflöftttig. ©c^offt man bic Stfic^e fort unb orbnet 
bie ©letd^uttg; fo erl^ält man: 

3a; + 5y^ = 100. Y^^^^±^. 

4) aSeifpicL ®egebcn: 

4a; — 8/7^"+T + 28 = 0. 

äuflöjung. Um bie ®Ietc^nng für ben SBurjelauSbrud 
quabrattjd^ p ma^en, mnitipüäiere man btefelbe mit J unb 
obbtere Beiberfeitg 1, fo entftel^t: 

lx+ 1 — 141/7ir + l = — 48; }/7a; + 1 = 7 + 1. 

5) aSeifpiel. ®egcben: 

ybx^ — 16 = 32 — (a:« + 2)5. 
^ Sluflöfung. SRan gebe ber ®Ieic^ung bie gorm: 
bx^ - 16 + ybx^ — 16 — 6. 

x^ + 2, +1/5. (SSergleid^e § 113.) 

6) aSeifpiel. ®egeben: 

3a;» + ^xy&x - 5 = 329 — (2a;* + lOfa;). 
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Suflöfung. äRttltipItjiert man bie ©leid^uttg tntt 5 nxib 
orbnct, fo entfielet: 

25a:« + 30xy6x — 5 + 54fl? — 1645 . 

JBciberfeitö 45 fubtra^iert, liefert: 

(5ir+3l/6a;-5)'=1600; ballet 5x+3y6x—5=±40. 

2)tefe ©leid^ttug mit f multipliziert unb auf beiben ©eiten 5 
fubtral^iert, giebt: 

6a; -5+ ^y6x — 6 = A3. 
ye^TTö «, :zl±!^ a;, = 5. 



§ 107. #o|ete •le{4|ttttgeti , bie fU^ auf quiibtatif^e 

Stttttitfft|teit lirffeti. 

9J!and^e Meid^ungen l^öl^erer ®rabe Iaf(en fic^ auf qua- 
bratifd^e jurüdFfül^ren unb bann toie biefe auflöfen. ^affin 
gel^ören I) aQe l^ö^eren ©leid^ungen, in benen ber @£^onent 
ber einen Unbetannten ober eined SluSbrudFi^ berfelben bie 
$älfte beS l^öc^ften @rabanieigeri^ biefer Unbelannten, beS 
{(ui^brudS ift, alfo aSe breigtteberigen ©leid^ungen wn ben 
gormen: 



1) 

2) 
3) 

4) 



x^* + aaf^ — 6 = 



8» 



l/i + ay^ — 6 = 

{ax" + bx + cY + cHax^ + hx + c)+f^O Uttb 

(x + a){x + 2a) {x + 3a) (a; + 4a) + 6 = 0. 

1) JBetrac^tet man in ©leid^ung 1) x"" afö Unbelannte 
unb fe^t für biefelbe eine Seftimmungi^gröle, etwa 0, fo toirb 
(a:«)8 «» e^, ^ü1i)xt man bie neuen Unbefannten in bie gegebene 
©leid^ung ein, fo öertoanbelt fid^ biefelbe in bie quabratifc^e: 

s^ + ae '=»b, 
§ierau8 folgt: 

;^ = ^ (_ a + Ya^ + 46) . 
3)a ber SSoraugfefeung gemä| 0^0^, f ift: 

x = Vi{-a±ya' + 4b). 
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S3et{^tel. begeben fei bie Btquabratifd^e ©leic^ung: 

a:* + 6a;« = 135 . 

Äuflöfttug: ©eftt man x^-^g, fo toirb a?* — i;« unb 

£;» + 6jEf— 135; ^^1 = 9, jefj-« — 15; 
folgltd^: 

fl? — -j- 3 tttib a? — + y— 15 (imoginfir). 

2) ©tc^t man in ©leid^ung 2) }/x jttnad^ft ali Unbefannte 
an unb je^t biefelbe gleich 0, \o toirb: 

aYx ^>=^a0 unb y^ = jer* , 

%nxd) Sinfe^ung ber neuen Unbelannten in bie gegebene 

©leid^ung entfielet: 

jEf* + auf = 6 . 

a)a nun z = i(— a + }/a«+ 4&), fo ift: 

aSeifpicI. ©egeben: 

V^+4y^=12. 
Ättflöfung. ©efet man ^x^^e, fo wirb: 

4)/^ = 40 unb l/i — isf« . 

02 + 4^—12. ^1 — 2, isfg«» — 6; 
folglid^: 

iCi = 2* -= 16 unb x^ = (— 6)* = 1296 . 

3) S)ie ©lei^ung (3) ift für ben «uSbrud in ber Älammer 
t)om 2tt)eiten @rabe. 3n befonbem ^^äQen tann b ober c gleich 
SRuB fein. 

aSeifpiel. ®egeben: 

a^ — lOiT» + 37a;« — 60a; + 32 = 0. 

Äuflöfung. 9Ran ergänge ben ÄuSbrud a^ — 10 ar^ ju 
einem üottftänbigen Duabrat, inbem mon (10a;':2a;*)* = (5a;)* 
l^iuiufügt.*) S5ann gebe man ber ©leid^ung bie gorm: 

*) ^ie quabratifd^e ^tgänjung 26a;' toitb Don 37a;* toeggenommen. 



360 Sr&nftei SDbf^nüt. Gleichungen erfien unb jmeiten ®tabed. 



(x^ — 5xy + 12(a;'^ — öx) + 32 = 0, 
welche für a^ — 5x quabrotifc^ tft. 9Ron finbct: 

X* — 5a; -= — 6 i 2 . 

a) x^ — 5a: = — 4 b) a:* — 5a; = — 8 



a?. 



4, 



x^ 



1. 



x, 



3 



d f Xa —~~ « • 



4) »cifpicl 1). ©egeBcn: 

a;(a; + 1) (a? + 2) (a; + 3) «= 120. 

«uflöfung. (58 ift: 
a;(a? + 3) = a;» + 3a; unb (a;+ l)(a: + 2) = a;« + 3a;+ 2. 

©c^t man a;* + 3a; =» , fo gel^t bie ©leid^ung in f olgcnbe 
ober: 0(0 + 2) — 120*, alfo ^ = —1+11. 

a) a? + 3a;-=10 b) x^ — 3x = — 12 

x^ — 2, arg—— 5. a; = ^(3 + ]/— 39) . 

(lomples, § 119.) 



»eif^jicl 2): 

(x - 5) (a; - 6) (a; - 7) (a; - 8) 



360. 



auflöjung: S)o8 ?ßrobuft (a; — 5)(a; -- 8) gtcbt 
a;^— 13a; + 40 unb (a; — 6)(a; — 7) liefert a;^ — 13a; + 42. 
Sctrac^tct man ben ÄuSbrud a;* — 13a; + 40 al8 Unbcfannte 
y, fo l^at man: 

y(y + 2) = 360; folglich y_ — 1 + 19 u.f.to. 

II) S^mmetrifc^e ®Ietd^ungen brüten, Dietten unb 
fünften (Brabed Don ben gönnen: 

1) ax* + ^^* ± 5a; + a «— 

2) ax* + hx^ + ex* + da; ± a « 

3) ax^ ± 6a;* + cx^ ± ex* ± 6a; ± a = , 

laffen ftc^ ebenfalls ntitteld ber Kenntnis qnabtotif^et Gleichungen löfen. 

$luflöfung bon Gleid^ung 1). ®inb aQe ©lieber pofl^tib, fo ift 
bie linfc ©eite burd^ x + 1 teilbar. 3)iefer goltor glcid^ 9hiK gefe|t, 
liefert bie SBurael a;^ » — 1 . ffla^ aufgeführter ^iDifion ift no4 bie 
reai^role quobratifd^e Gleichung: 

ax* — (a — 6)a; + a « 
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ju löfen. ^abett bie beiben (e|ten (S^Iieber bad negative SSorjeid^en, 
fo tft bic Itnic @eite burdj o; — 1 teilbar. S^ioibicrt man ©Icidjung l) 
burc^ a, fo et^ftU btefelbe bie Sorm: 

Se^tete ®Ieid^ung lann burc^: 

(a; + 1) [x^ + (a — l).r + 1] =- 
bargefteüt toerben. 

^el^anblung bet ®Ieid^ung 2). ^tDibiert man bie Itnfe @eite 
burd^ X* unb öeteiitigt bie ©liebet mit bemfelben JJoeffljienten; fo entftel^t: 

5)iefe ®Iei(^uttg ift inbejug auf beit «[uSbrucf a? H — quabratifd^. ©ejt 
man x -\ — — y , alfo «* H — 2 "■ y' "~ ^ , fo l^ot man: 

X X 

flft/* -|- 6y + c — 2a »0. 

ipeifeen bie SButgeln biefer Oleid^ung y^ unb y^ , f erl^filt man für x 
an^ htn tejiprolen quabratifd^en @)leid^ungen (§ 106): 

X -] =s y. unb X A — « y, 

je 2 aBurjeln, bie rejiptol finb. 

^ufldfung ber d^Ieic^ung 3). ^e nad^bem baS erfte unb bad 
te|te ©lieb ber linfen @eite gleid^e ober entgegengefe^te ^orjeid^en 
l^aben, teile man bie|elbe burdj x + 1 ober x — 1. ^tsbann ift nod^ 
eine f^mmetrifd^e ©leid^ung vierten ©rabei^ ju löfen. 

©efc^ic^ttid^ed über bie quabratifd^en ©leid^ungen. ^ie 
erften @^uren Don ber ^uflöfung ber üoCftönbigen quabratifc^en ©(eid^ung 
^at man in ©ultibs ,,eiementen" ([I. ©ud&, il) @a$ unb VI. S3ud^, 
@at 28) unb 29) erfannt. (SuIUbS ?luflöfungen biefer 5(uf gaben in 
t)oCftftnbig geometrifd^em ©etoanbe fül^ren algebraifd^ aufgefaßt auf bie 
Söfung einer quabratifd^en ©leid^ung. ^eron üon SHecanbria; beffen 
fd^riftftellerifd^e Xl^ötigleit titoa in hxt 8eit 100 ö. (S^r. föKt, löft bic 
gemifc^te quabratifd^e ©leid^ung bereits auf rein atgebraifd^em ^ege. 
S5or ?lupöfung ber ©leid^ungen öon ber gorm ax* + bx ^ c öoUjiel^t 
er fold^e SThtltipIilationeU; ba^ bie SBerte für a, & unb c ganjjal^Ug 
toerben. 8ein SBerfal^ren burd^ biefe S3ud^ftabeng(eid^ung auSgebrüdft; ift 
foIgenbeS: 



(..+?)•-.«+©•, « . i(|/,, + g)- _ I) . 
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%ttd^ ^to^l^antttd tpar bie ^uflöfung ber quabratifc^en ®Ieid^ngen 
belatint ^ei tnbifc^e (Selel^tte fltt^ah^atta (geb. 476 n. (Sl^t.) löß 
beftitnmte ^eif^ele Äiger Sonn, inbem er bie ©leid^ung ftet^ mit bem 
ßoeffijienten bed Cuabtated ber Unbelannten multi4)li5iert unb bamt 
beiberfeitö bad Cuabrat be^ l^alben ^effizienten bed jmetten (^Hebed 
abbiert. 2)ai} giebt: 

9legatik)e SBur^eln :^ielt biefer SKgebrailer nid^t für 5u(&{ftg; er fagt: 
,;9CbfoIttte negatibe S^f^Un toerben Don ben Beuten nic^t gebiCigt" 
^ra]§ntagu))ta (698—660 n. (S^r.) benu|t biefelbe ^nflöfungSmet^obe, 
anä) lommen bei il^m negatibe SBurjeln bor. (Siribl^ara giebt fol- 
genbe Siegel ^ur Slnftdfung: aRuItipIijiere bie dJIeid^ung mit bem üier- 
fad^en ßoefftgienten bed Onabrated unb abbiere auf beiben @eiten biefer 
(Dteidöung baS Cuabrat bei^ Koeffizienten beS mittleren ©lieber. 2)ie§ 
^erfal^ren liefert ffir bie aQgemeine (Sleid^nng folgenbe ^nflöfung: 

ax^ -^bx^^c*^ 4a'a;' + 4a6ic=-4ac; (2aaj)' + 26(2aa;) = 4ac; 

(2ax + by « 4ac + 6*; a; « J-iV^ac + 6* — 6). 

2a 

3)er berül^mte arabifd^e ilTlatl^ematiler SKol^ammeb ben äJlufa (äCId^- 
n^ari^ml) unterf (Reibet in feiner $llgebra brei ^rten k)on ®Ieid^ungen, 
toelt^e bnrd^ 93u(^ftaben auSgebrüdft lauten: 

1) X* -\- px ^=^ q, 2) ic* 4- g —« pa? , 3) a;' = pa; + 2- 

f^ür ieben biefer brei SäQe giebt er bie ^nflöfung eined 93eif^iefö in be^ 
ftimmten gal^Ien unb fd^Iiegt baran einen geometrifd^en ^etoeii^ für bie 
dlic^tigleit berfelben.*) 93ei ieber ©leid^ungSform berüdfid^tigt äJlol^ammeb 
nur bie pofitioen äBerte. %üx bie ®Iei(!^ung jc' + ^i "^^^^ bered^net 
er zwei SBurjeln x^ ^ 7 , a;, — 3, ttjeil beibe ^ofitio finb. Sittgemein 
giebt er für bie 2) ®Iei(^ung ztoei SBurzeltoerte, ndmUd^: 

^-l(p± Vp' - H), 

toenn i>* > 4^ ift. (Sr jagt, bafe man in jebem befttmmten Sötte unters 
fuc^en muffe, n^elc^er pofitioe 3^^^^^^^^^ ^^^ ^ebingungen ber SBorts 
oufgabe entfpred^e, hti j?' < 4g fei bie Slufgabe unmöglich, bei p^ =» 4^ 
lügt er nur l ^ert zu. ^en bterten f^att, ben bie attgemeine ^teid^ung 
barbieten lann (§ 106, 6), erroül^nt SWol^ammeb nid^t, »eil beibe SBurjeln 
ber Olcid^ung a;'+|)a;4-g=»0 negatio finb. S)em 3nber ©:^aiJ!ara 
ift bie ^o)))7eIbeutig!eit ber Cuabratn^urzel befannt, er oern^enbet aber bte 
negativen SBurzeln nur in bem f^atte, toenn beibe @)Ieid^ungdn)erte po\iüt> 
totxbm unb bei ^nioenbung auf bie Aufgabe !eine negatioe S^"^^^ ^^^ nni 



*) 3!ftan fel^e § 106 a) unb bie Suftnote. 
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tjotübergel^enb jum ^orfc^ein lommt. ^eifpiel: ,,^ad Cuabrot bed um 
3 t^enninberten 6. ^eiled einer ^erbe ^ffen toat in einet ©rotte titx^ 
borgen, 1 $lffe toar fic^tbar, ber auf einen 93aunt gellettert mar. SBte 
Diele ^ffen toaren ed im ganzen?'' ^l^aSlara giebt l^ier bie Slnttoorten 
50 unb 5 an, bemerlt aber, ba^ bie leitete nici^t ftatt^aft fei, todl, tote 
ein Kommentator erläutert, ber 5. Seil Don 5, b. i. 1 um 3 üerminbert 
bie negatibe 3^^^ —^ liefere. £ufaS be 8orgo (1496) f daliegt fid^ 
DoQflänbig äJlol^ammeb an, er btttad^ttt ebenfaüi} bie oben angegebenen 
brei S&Qe, fikr toelc^e er befonbere Siegeln §ur $luflöfung in Iateinif(!^en 
SBerfen giebt unb ha^ SBerfal^ren burd^ geometrifd^e SSejiel^ungen begrünbet. 
^ 6:arbano (1546) lägt bie Sefc^ränlung ber Sßurjeln faCen. 2)ie 
negatiben SSßurjeln teurben frül^er falfd^e (radices falsae) genannt, ^iefe 
^Benennung toax lange gebräuchlich, auc^ 2)ei}cartei^ bebiente fid^ ber:: 
felben nodb, obgleid^ er hie negatioen SBurjeln im geometrifd^en @tnne 
richtig auffaßte. Hllarc^i, ber etioa um 1010—1015 n. ^^x. ^u ^agbab 
fc^tiftftenerifd^ t^ätig toar, l^at guerß bie ^ufldjung ber breigUeberigen 

®Ieid^ung ax^'* + bx^ ^ c burd^ Surücffft^rung auf eine quabratifc^e 
angegeben. (Sr jeigte aud^ bie ^uflöfung ber ©leic^ung äJlol^ammebd 
x^ + 10a; = 39 mittel« neuer gcometrtfd^er Betrachtungen, 
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a) Segriffe. S)ie attgcnteinc %oxvx einer ©leid^ung 
jtoeiten (SrobeS mit jtDei Unbcfannten ift: 

I) ax^ + bxy -i- cy^ + dx + ey -^ f'=0. 

3n biefer ®Ieic^utig nennt man bie ©lieber, weld^e bie jweite 
^ßotenj ober bag ?ßrobuft ber Unbefannten*) entl^alten, alfo bie 
©lieber aa^, bxy, cy^, quabratifd^e ober ©lieber jtoeiter 
S)imenfion. ©o lange nnr ein Äoeffijient biefer ©lieber üon 
SRutt ücrfc^ieben ift, Meibt ©leid^nng I) qnabratifd^. S)ie mit 
ber erften ^ßotenj ber Unbefannten bel^afteten ©lieber dx unb 
ey l^ei^en lineare ober ©lieber crfter 5Dimenfion, toäl^renb 
f bag 5C6foIutgIieb ber ©leic^ung genannt wirb. @inb ffimt^ 
Kd^e ©lieber einer ©lei^ung üon berfelben S)imenfion, fo nennt 
man fie {)o mögen. Äommen in einer ©leid^ung nur quabratifd^e 
©lieber öor, fo fagt man, biefelbe fei üon „fanonifc^er" gorm. 



*) 3)ie (Summe ber ©jponenten in bem ^ßrobult xy beträgt 2 
(§ 49, gfolgerung 2); bal^er ift biefer ^uSbrudE quabratifd^. 



III) 
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©itJtbictt man oMgc ©Icic^ung burc^ a, fo entfielet citic 
©Icic^ung folgcnber gorm: 

II) a;* + aicy + by^ -{- ex -i- dy -{- e =^ . 

©cftt man jur ©Icic^ung I) eine jttjcite wn berfelben 2rotm, 
fo ^at man ba$( Softem: 

1) ax^ -i-ixy + cy* -{- dx -{- ey + /" = 

< 

2) ais^ + bixy + cy + dix + e^y + fi = 0. 

©c^afft man au8 biefen ©Icid^ungen eine Unbelannte, j. SB. y* 
fort, inbem man bie etfte mit c^, bie jloeite mit c muItipUjiert 
nnb bie neuen ©leid^ungen üoneinanber fubtral^iert; fo entfielet 
eine ©lei^ung, aui^ n^elc^er man y bnxä) bie anbete Unbelannte 
auSbrüden (ann. S)iefe ©leic^ung l^at bie ^^orm: 

o\ Ix* + mx + n 
3) y — ' — j — ' 

S)urc^ @infe|ung biefeg SBerte» für y in 1) ober 2) erl^ott 
man eine @Iiminationi^gIeic^ung Don ber f^orm: 

4) A^a^ + A^ay^ + A^x^ + A.x + A^O, 

b. i. allgemein eine (Sleid^ung vierten ®rabee, meldte mittels 
ber %f)toxxt quabratifd^er ©leid^ungen nid^t löäbar ift ©in 
©leid^ungSf^ftem geprt aber nur bann }u ben quabratifd^en 
©leic^ungeU; toenn bie ^uflöfung beSfelben burc^ eine ®Ieic^ung 
jttjeiten @rabeS ober mit §ilfe einer ber in § 107, II) be« 
fproc^enen ©leid^ungSarten ergielt wirb, @oB bie Äuftöfung 
ber ©leic^ung 4) in befonbern fJäHen gelingen, fo mn^ eine 
ber SSebingungggleid^ungen 1) bis 5) jioifc^en ben Soeffljienten 
erfüKt fein, »oburd^ 4) in eine ber nebenftel^enben fjomien 
übergel^t. 



1) 


^^ = 4,-0, 


3 


•orn 


i: -4,0;* + -^1^ +^ = 0. 


2) 


4 = 4 = 0, 




// 


A^a^+A^x^' + A — O. 


3) 


A^ = A —0, 




// 


A^a^+A^a^+A.x^ — O. 


4) 


A^^A =0, 




// 


A^a^ + A^x^+A^a^^O. 


5) 


■^ 4/ 4 


' ^Sf 


/f 


A^X^ + -^8^^ + ^2^ 

+ A^x + A^ — (rcji<)rof). 
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b) Sluflö^ung eincg ©^ftentg mit jwei Unbef anntcn. 
3ur ©üminotion einer Unbefannten ou^ einem gegebenen ®Iei= 
dtiunggji^ftem fönnen bie in § 99 befprod^enen 2Rett|oben benufet 
loerben. SlQein in mand^en fällen n^irb man burd^ bie allgemeinen 
Sluflöfnngdüerfal^ren auf eine (Sliminationdgleid^ung l^öl^eren 
®rabed gelangen. 2)urd^ eine gefd^idEte SSel^anblung unb jtDedE- 
mäßige SBerbinbung ber ©leid^ungen fönnen oft SBeitläufigfeiten 
unb ©d^iüietigfciten in ber SRec^nung erfpart bleiben, ©er^ 
artige befonbere Sluflöfunggüerfal^ren l^ängen üon ber Sefd^affen* 
l^cit be^ @9ftem8 ab. 

I) §äufig ift e8 üorteill^aft, nid^t unmittelbar bie Unbe^ 
fannten felbft, fonbem ben SBert einer SSerbinbung berfelben, 
j. S5. il^rer Summe, 3)ifferenj, be8 ?ßrobufte8, beg Quotienten 
u. f. XD., ju beftimmen. hieraus finb bann bie S33erte ber 
Unbelannten leidet ju ermitteln, j. 85.: 

1) ©egeben: 

x + y = 27. 

@e|t man x — ö^z unb y + 5 = m, fo l^at man ba8 ©^ftem 

ju löfen: 

^2 + ^2 = 389 

^ +t« = 27. 

2) ©egeben: 

(x^ + 2y^)(Sx^ — Ay^) ^ 48 
2x^-'y^ = 7. 

aRan fe|e a^ + 2y^ = unb 3^^ — 4y* = w;, fo tt)irb 
2(2a^ — y^) = z -{- w, bal^er l^ei^t bag junäd^ft aufjutöfenbe 
(Softem 

zw = 48 

< 

;gf -|- W; = 14. 

II) Seftel^t bag ©Aftern au8 einer linearen unb einer quabra- 
tifd^en ©leid^ung, fo »enbet man im allgemeinen jroedmäftig 
bie ©ubftitution§meti)obe an, j. S5.: 
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begeben : 
1) ax^ + hxy + cy* + ^^ + ^y + /^= 

2) «i^ + ^iy + Zi-o. 

Soft man bic lineare ©leid^ung nad^ einer Unbelannten, j. 83. 
X anf, fo ift: 

3) ^^^hy±A 

^ «1 

nnb fül^rt man biefen SBert in 1) ein, fo entfte^t eine quabratifc^c 
©leid^ung in y. JBejeid^net man bic SBerte ffir bie Unbefamite 
in biefer ©leid^nng mit y^ nnb y^ unb fc|t biefelben in 3) ein, 
fo erl^ält man offenbar gioei SBerte für x, toeld^e x^ unb x^ 
l^ei^en mögen. S)ie SBurgeln x^ unb yi, fottne x^ unb y^ finb 
jufammengel^örige SBerte (§ 98). §ieraui^ ergiebt fici^ ber 

1) Sei^tfii^: (Sin ©leid^ungdf^ftem aui^ einer linearen 
unb einer quabratifc^en ©leid^ung mit jtoei Unbe^ 
lannten loirb burd^ jtoei SBurjelpaare befriebigt. 

III) S)ie Sluflöjung ift leidet, wenn fid^ au8 \itvx ©Aftern 
burd^ bie ^bbitiond^^ unb @ubtraftiondmetl^obe eine einfache 
ober eine quabratifd^e ©teid^ung für eine Unbefannte ableiten 

^ ^ f3a^-2y«— 90 

®^«^^^"^ W^ y^=63. 
«uflöfung. 

a;» = 36, a: = + 6; y^ — 9, y — + 3. 

35ie SSorjeid^en ber gefunbenen SBerte für bie Unbelannten finb 
unabl^ängig t)oneinanber, ba in ben @Ieid^ungen nur bie 
Dua brate ber Unbefannten öorfommen. 3)a]^er »irb baS 
©tiftem burd^ üier $aar SBurjeln befriebigt, nämlid^: 

(a; = 25, —25, 25, —25 

ly = 24, 24, -25, -24. 

2) Sel^rfa^: SSeftel^t ein ©^ftem aui^ jtt)ei quabra- 
tifd^en ©leid^ungen mit jwei Unbelannten, f o genügen 
bemfelben öier SBertepaare. 

IV) SSIeibt bie SUd^tigfeit einer ©leid^ung unöeränbert, toenn 
man bie SBerte ber Unbefannten mitcinanber öertaufd^t, fo nennt 
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man bie @ileici^ung f^mmetrifd^. Ss fei bai f^mtnetrifci^e 

@9ftcm aufjulöfcn: 

il) x + y^a 

2) xy — b. 

3Kan fud^e juttäd^ft bic 3)iffercTtj ber Unbcfattttten. ©rl^cbt 
man bie erfte ®leici^ung ind Ouabrat unb fubtral^iert üon ber 
neuen ©leid^ung ba8 SSierfad^e ber jtpeiten, fo entfielet (§ 16, 5/J): 

3) rc* — 2a;y + y^ «=» a* — 46; mitl^in 

4) a; — y = ±/a* — 46. 
Sing 1) uttb 4) folgt fofort: 

X = ^{a ±ya* — U) 
unb au« 1): y=^(a+)/a* — 46). 

3)a8 ©9[tem l^at nad^ Sel^rfafe 1) jipei SBertepaare, ttämlid^: 

aSei Äuflöfung eitted ©^ftemg f^mmetrijd^er ©leid^ungen 
brandet man nur bie SBurjeln einer Unbefannten ju beftimmen, 
ba ba§ Sied^nung^öerfal^ren üoHftänbig ba^felbe fein würbe, wenn 
man x mit y üertaufd^te unb bann y bered^nete. @inb bie 
SBur jeln einer f^mmetrifd^en ©leid^ung x^ — w, x^ = w^f fo 
tauten bie S33erte für bie anbere Unbefannte im allgemeinen 
uxngefel^rt, nämttd^ y^ = w^ unb y^^^w. 3n befonberen 
göHen tonnen bie S33erte für x unb y einanber gteid^ fein, b. 1^. 
e§ ift x = y. @o flnbet man j. 5B. au8 bem Softem: 

^2 + y« - (a? + y) - 40 
xy = 25 

iri = + 5, yi = + 5; iCj^ — & ^nb y2 = — 5 , bie beiben 
übrigen SBertepaare ftnb lomplejc Qai)Un (§ 119). 

©inige ©leic^ungen l^aben bie ©igenfc^aft, ba§ fie rid^tig 
bleiben, wenn man bie Unbefannten unb jugleid^ aud^ il^re 
Soeffijienten miteinanber üertaufd^t, j. S.: 

^^ + y* = ♦^ 
ax^ + 6y* = w. 
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(Sntoidelt man naä) ber $(bbitioniS« uttb @ubtra!tionSmet^obe 
bie SBerte ber Unbefannten, \o finbct man: 



X 



±V'-^ 



— hm 
b~ 



unb 






ÄÜTjcr finbct man l^ier bie SBurjeln für y au^ ben SBertcn 
für X, wenn man a mit 6 öertaufd^t. S)a8 gegebene ®Ieid^ung8= 
j^ftem ^ei§t f^mmetrifd^ inbejug auf bie Qai)Un a unb 6. 



§ 109. Wttftöfttitg einiger i^Sufig Horlfuttntenben ®Iet^ttQg8s 

f^^ente. 

SBtr getien jur Sel^anbtung einer ®ruppe üon ?lufgaben 
über, »eld^e in ber SHgebra l^äufig Äntt)enbung finben. 3n 
t)ielen gäüen fann bie äuflöfung f^wieriger ®Ieid^ung§f9ftemc 
burd^ 3^^ö*fä^rung auf biefe ©runbaufgaben bettjerlfteHigt 
werben. S)a]^er nennen tüir biefe unten folgenben ®Iei(^ung^5 
fijfteme bie ©runbformen ber quabratifd^en ©teid^ungen mit 
jwei Unbefannten. S)ie Sel^anblung biefer ©leid^ungen, bcjtt). 
ber bur^ fie bargefteHten SB ortaufgaben ift eine mannigfattige, 
2Ran fann biefe ®eifpiele löfen: 1) auf öerfd^iebenem atge^ 
braifd^em SBege; 2) mittete SSerfinnlid^ung*), bei tt)etd^er bie 
in § 16 bel^anbelten SRed^tedEfäfee gute S)ienfte teiften yxnh 
3) rein aritl^metifd^, mit §tlfe ber in § 16 enthaltenen axxü)^ 
metifd^en Sel^rfä^e. 3)er Slnfänger möge ftd^ bie Sluflöfung 
biefer Orunbformen jum fidleren geiftigen Eigentum mad^cn. 







a) 


©runbformen: 






1) 


1) 

[2) 


a? + y^- 
xy = b. 


a 




2) • 


1) 

2) 


x + y — a 
x^ + y^ — b 


3) 


fl) 
[2) 


x + y — a 
xy — h. 




4) ■ 


[1) 
2) 


x + y — xy 
x^ + y^ = a 


(1) 


xy — a 

X j 

y 

\ti)t § 112. 






6) 


1) 

2) 


a^ + y^ — a 

X m 

y n. 


*) 9 


}lan 





I 



k 
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7) 



8) 



fl) 


x + y^a 


l2) 


X* + y* + xy — b. 


fl) 


!^-\-f + ix + y) 


12) 


xy = b. 



a 



Sdgebraifd^e Sluflöfungen btefer $(ufga6en. 

1) SWan bcted^ne junS^ft bic Summe uttb btc Ziffer enj 
bcr Unbcfannten. SRuItipttäiert man bie jipcite ©leid^ung mit 2 
unb üerbittbet bie erl^oltene ©leid^uttg bmä) Slbbition unb burd^ 
©ubtroftion mit ber erften, fo f)at man: 

(pc + yy^a + 26 unb (a; — y)* = a — 26. 

$ierau8 x + y = 4:"|/a + 26 unb x — y = -^^a — 26; 

folglich X = i(+ Va + 21 ±ya — 26) . 

2) 3)a un§ l^icr bie ©umme ber Unbefannten gegeben ift, 
jo jud^en xoxx junäd^ft il^r ^robuf t unb hieraus il^re 3)if f crenj. 
©rl^ebt man 1) inS Duabrat unb fubtra^iert t)on ber erl^altenen 
©leid^ung bie jttjeite, fo l^at man 3) 2a;y = a* — 6. ©leid^ung 
3) t)on 2) fubtral^iert unb bie neue rabijiert, liefert: 

4) a; — y = 4:l/26 — a«. 

3n äl^nüd^er SBeif e finbet man ben SBert für x + y, menn 
X — y gegeben ift. 

3) 2)iefeg Softem ift unter 4) § 108 bcl^anbett. 2) Söfung. 
@8 fei in ©leid^nng 1) a = 2s, alfo x + y = 2s. ©egt man 
nun X — y = 2d, fo ift a; = s + d unb y = s — - d. 3)iefe 
SBerte für x unb y in 2) eingefe^t, giebt (s + d) (s — d) = 6, 

l^ieraug d « + ^5* — * it. f. ». 

4) @e^t man in bie quabrierte erfte ©leid^ung für a? + y* 
ben SBert a, fo entfielet bie quabratifd^c ©leid^ung für xy\ 

(xyf — 2icy = a; folglid^ a;y = 1 +ya + 1. 

5) 3)ie SRuItipüfation betber ©leid^ungen liefert: 

x^=^ahf a; = +'|/a6. 
©leid^ung 1) burd^ 2) biüibiert, giebt: 

y' = J. foiflKc^ y = ±]/f- 

@(^finer, «rit^metit. 24 
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6) S)a bic Duotictttglcici^ung - = - gegeben tft, ^o ^e^e 

man a? = m^ nnb y = nt (§ 74, 6, Stnnterfnng). fjfil^rt man 
biefe SBcrte in bie erfte (Bleid^ung ein, fo entfielet: 

7) ®r]^ebt man 1) ing Dnabrat nnb fubtral^iert öon ber 
erl^altcnen ©leid^nng bie jioeite, \o i)at man xy ^^ a^ — 6 . 
Äng biefer ©lei^nng unb 2) finbet man leidet: 

8) Slbbiert man baS 2)oppeIte ber iXoÄivx @Ieid^ung snr 
erften, fo entfielet bie quabratifd^e ©leid^nng in x^ y: 

(^ + y)* ± (^ + ») = ö + 26; mitl^in 

x + y = ^{+l±ya + 2h + \). 

b) ^Vixvid\vi\!^xvin% gegebener ©teid^nngSf^ftcme auf 

eine ber ©runbformen. 

ffiir jeigen nun an einigen Seifpielen, weld^e in ben Än^ 
loenbungcn ber Ätgebra oft öorlommen, loie il^re ?lnftöfung 
bnrd^ ßi^i^^fä^^ng auf eine ber befannten ©leid^ung^f^fteme 
1) bis 8) beioerfftettigt »erben fann. 

I) aSeifpiel. 

1) X +y ^a (11) 

2) a:« + y» = & (341). 

1) Slnflöfung. S)it)ibiert man 2) burd^ 1), fo entfielet 
(Seite 66, gormel 2): 

3) x^ — xy + y^ = U. 

SJicfe ©leid^nng öon ber quabrierten erftcn fubtral^iert, giebt: 

3a;y=:90, folglid^ 4) a?y = 30. 
©leid^ung 1) nnb 4) bilbcn bie ©runbform 3). 

2) ^nf löf ung. Srl^ebt man ©leid^ung 1) auf ben ^bui^ 
unb fubtral^iert üon ber erl^altenen ©leid^ung bie jtoeite, fo 
l^at man: 3) %xy{x + y) = 990 . 
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@e|t man in tiefe ©Icid^ung ben SBert für x+ y and 1), 
fo toirb: 4) xy = 30. 

II) »eifpiel. 

1) X +y =a (5) 

2) a;* + /-6 (97). 

1) Äuflöfung. &ti)tht man 1) in bie öiertc ^otcnj 
unb fubtrai)tett öon bcr neuen (Sleid^ung bie jtoeite, fo bleibt: 

3) 4a?»y + 6xY + 4a?y* = 528 ober 

4) 4a;y(a;* + y^ + 6a:V = 528. 

Äu8 ber quabrierten erften Oleid^unfl folgt: 

x^ + y^ = 25^2xy. 
S)tcfen SSert für x^ + y* in 4) eingefe^t, giebt: 

5) 2 . {xyy - 100a:y + 528 = 0; 
folglid^: 6) rcy = 25 + 19 ; xy = 6. 

2) Sluflöfung. SWan gel^e au8 üon ber ibentifd^en 
©leid^ung: 

(^ + yy = (^* + y*) + 4a:y(:r + y)' - 2a5«y« 
9lun ift aber: 

(ä; + y)* = a* ; a;* + y* = & unb x -{- y ==^ a. 
Wlan l^at bal^er: 

a* = & + 4a* • a;y — 2{xyy ; fotglid^ 

(ÄJy)* - 2a' . (a:y) + ^(a* - &) = 



a;y-a« + }/i(a*+fc). 

ni) »eifpiet. 

jl) x + y^a (12) 
2) a;y(a^* + y*) = 6 (2560). 

Äuflöfung. ©rl^ebt man 1) in8 Duabrat, fo ergiebt fid^: 

3) x' + y' = a'--2xy. 
S)en aBert a' — 2a;y in 2) eingefefet, liefert: 

4) xy(a' — 2^y) = b ober 

24* 
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5) (^y)'-i«'(^y) + i^^ = 0; 

Äjy = i(a« 4- }/a* - 86). 

IV) aSeifptel. 

ix' + y'){x + y)^a (715) 
(^« - y«) (x^y) = b (99). 

1) Äuflöfung. 2)ag gegebene ©Aftern fann man in 
folgcnber SBeife barftetten: 

[(^ + yY — 2a;y] (a; + y) = a 

[(^ + yy — 4a;y] (a? + y) = 6 . 

©eftt man gur Äftr je a: + y = 5, ooy =p, fo gejen biefe 

©leid^ungen in bie folgenben über: 

(s* — 2p)s = a 
(s* — 42))s = & . 
§ierau^ finbet man leidet: 

5 = a: + y = y'2a — ft (1 1) . 

2) ?luf löfung. SRan btoibiere 1) burd^ 2), fo erl^ält man: 

{x^ + y') jx + y) _ 716 . a?« + y' _ 65 

(a; - yy {x + y) 99 """ ^H" y* - 2a;y 9 ' 

%\xS> ber (e|ten ©leid^ung fann man auf t^erfd^iebenem Sßege 
(j. S. mittele ber lorrefponbierenben Slbbitton unb ©ubtraftion) 
bie ©leid^ung ableiten: 

\a: — y J 9 ^ a; — y 3 * 

V) 3n mand^en gäHen l^at eine ©leid^ung beg gegebenen 
©^ftemS eine ber folgenben unter a) big f) öerjeid^netcn 
gormen, ober man tann eine berfelben aug ben öorgelegten 
©leid^ungen entwidfeln. 

N fH:j„5. b) ^' + y' ^^> 

'^ a; + y » ' ^ aj* — y* n ^ 

N aj* + y* w ^ j\ ^' + 2/* w 

N a;' + y^ ^ w , £x Vx + Vy ^m 

^ x^ — y'' n^ ^ y^^Yy n' 
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S)ann leite man mit $ilfe beS 3) Sel^rfa^eS § 74 ben Sßert 
be^ Quotienten - unmittelbar ab. Tlan f)at aud: 



a) ? = ?Li:i?, b) ? = l/"^-^tJ», 

o) ^ + y „ -i/ ^t + w 

^ rc — y Km — n' 

l^terauS mä) a): 

y " >/m + » — yw — »' 

A\ - yw + ^w + y*>* — 2n V 5 1 / m + ^ 



'^ y [m — nj 



3ur (£nttt)i(lelung beS Quotienten ber Unbefannten ift es 
oft jwedmä^ig, jioei ©leid^ungen burd^einanber §u btötbieren. 
@o l^at man j. ^. and: 

ic*y — xj^ = — 6 

a;*y + rcy* 30 



aj'y — xy^ — 6 



l^ietauS 



x*y 80 •— 6 2 r « 2 

^ — 30 - (- 6) " 8 ^*^^^ y~3" 

c) SSel^anblung üon SBurjelgleid^ungen. 
VI) »eifpiet. 

2) >/i + l/y = 10. 

1) Äuflöfung. Um bie SBurjelgröfecn ju befcitigen, 

fcfte man Yx = unb Vy = w, fo l^at man ein Softem öon 

ber gorm 2) cnfjulöfen. Ober man betrad^te Yx unb Yy als 
Unbetannten unb löfe baS ©Aftern bireft toie ©runbform 2) auf. 

2) Äuflöfung. ©r^ebt man 2) in« Duabrat unb töft 
biefe ®Ieici^ung nad^ xy auf, fo finbet man: 
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«y = V 2 



/• lOO — X — y y 

2)urd| @infe|ung beS SBetteS f&r rc aus 1) ergiebt fid^: 

«y = 441 . 

3) «uflöfung. «u« 2) folgt: 

3) V«=.10 — V^. 

S)iefe @Ieid^ung ini Ouabtat et^oben unb in bie neue ®Ietd^ung 
ben äSert für x Mi 1) eingefe|t, liefert: 

4) y- 10]/^ + 21 = 0; V^-5±2. 

Vn) »eifpieL 

1) «» + / = 



r a? — y 

2) ^-f^b]/^^ 

Suflöfung. SHoibiert man 2) burd^ 1), fo l^at man: 

ober 



(a= 63) 
(6 -> 183) 



«• — y* 6 1 /« — y « — y 
«• + «• "° a * f « +1/ ' « + « 



+ y 

3) 



aj* — y' 



+ y ^ + y 

b X — y 



Ä*. + y* a a? + y 

2)tc linfe ©cite üon 3) (nad^ bcn Formeln 2) uttb 3) ©citc 66) 
jerlegt unb biefc ©leid^ung burd^ ^""^ bteibiert, gicbt: 



A\ x^ + xy + y* 



6 
a 



188 



05' — a:y + y* a 63 

$icraug folgt jufolge § 75, 3) Sc]^rfa|: 

^ xy 6 — a '^ 20' 



61 
21 



mitl^in nad^ 



5) d) a? + y ^ 9 

ic — y 



Äu8 6) tantt man bctt SBcrt bcg Duottctttcn ^ aud^ auf fot 

genbc SBcifc entoidfcin. fjfil^rt man bie S)toifton Itnte (tM, 

jjo ctttfte^t: ? I y ^1 

y ' aj 



- I - 20 
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X 



®icje ©leid^uitfl mit - multiplijiert, liefert eine quabratifd^e 



X 



für -, nämlid^: 



©'-S-O+'-o^ i- 



41 ± 9 5 _ 5 
40 ' y 4 



§ 110. ^ottfe^titig bet «ufloftingSle^te. 

1) SBenti in bem attgenteinen üoßftänbigen ©leid^ungS^ 
f^ftcm in) § 108 bie Äoeffisienten ber linearen ©lieber unb 
bie Söefannten f unb /i juglcid^ SRutt toerben, fo entftel^en 
©leid^ungen üon „fanonifd^er gorm", nämlid^: 

ax^ + hxy + cy^ = 

< 

a^x^ + hooy + qy* = . 



o; 



Sebe ©teid^ung biefer ?lrt ift für ben Quotienten - üom jWeiten 

y 

®rabe. ©iütbiert man j. 85. bie erfte ©leid^ung burd^ y^, 

'°* »©'+'©+»-»• 

3ft aus biefer ©leid^ung ber SBert für - bered^net, fo finbet 

man nad^ § 109, 6) bie SBurjeln ber Unbefannten ol^ne 
©d^wierigteit. gellten in bem allgemeinen ©leid^unggf^ftem 
III) nur bie linearen ©lieber, fo tautet ba^felbe: 

ax^ + hxy + cy^ ^=^f 

ä)tan leite auS ben gegebenen ©leid^ungen eine britte t)on 
fanonifd^er gorm ab, inbem man bie erfte ©leid^ung mit /i, 
bie jtoeite mit — f multiplijiert unb bie erl^altenen ©leid^ungen 
abbiert. 3- ®-* 

1) 2x^ + 2xy + 3y* = 18 

2) 6a?2+ xy+ y*— 12. 

Sluflöfung. SRuItipIijiert man, um bie Slbfolutgßeber 
fortjufd^affen, 1) mit —2, bie jtoeite ©leid^ung mit 3 ViX& 
abbiert bie entftanbenen ©leid^ungen, fo ift: 



i 



{ 
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^terau^ folgt: 

1 -h 13 



y) U"y~ 14» y~ 



28 



2) %At Suflofung eines Oleic^ns^f^ftemS üon ber ^onn 
m) (§ 108) ftt^rt im allgeineuten auf eine (SKminationlgleid^uttg 
vierten ®rabed. @on bie (Sntoiddmtg ber Unbefonnten mit 
^ilfe einer quabratifd^en (£nbglei(!^ttng gelingen, fo muffen bie 
ben jmeiten ®rab tennjeiii^nenben @lieber entmeber uberein- 
ftimmen ober bo($ gleid^ gemacht merben fonnen. SrfüQt baS 
@9ftem biefe Snforbentngen, fo fann man auS bemfelben eine 
einfädle ©(eic^ung l^erleiten unb bann nac^ § 108, b), 2)* 
bie Unbefonnten bered^nen. 

Sttflöfung burc^ d^^^^S^^S* SEBenn man auf ber 
linfen @eite ber @teid^ung: 

a) (ax+by + c)(dx + ey + f)=0 

bie äRuItipIitation auSfü^, fo entfte^t eine @Ieic^ung t)on ber 
allgemeinen fjorm unter I) § 108. 

^orfte^enbe (Sleid^nng aber lann in bie einfad^en 

ax + by + c^=^0 unb dx + ey + f'=^0 

jertegt toerben, beren Sdfungen bie quabratifd^e ®Ieid^ung be^ 
friebigen. ^ai bal^er eine ®Ieic^ung beS ©^ftemiS bie f^orm 
ber allgemeinen ©leid^ung I) unb bie anbere bie gorm a), fo 
tann baSfelbe in itüti @9fteme jerlegt toerben, inbem man 
iebe lineare ®letd^ung mit ber quabratifc^en t)erbtnbet. 

1) 2a^ — 6xy + 5y» — 8ir + 4y + 20 = 

2) (2ir-3y — 6)(aj — 4y + 2) = 0. 

Serlegung: 
2ä; — 3y — 6 = unb ©leid^ung 1) (erfteg ©Aftern.) 
a? — 4y + 2 = unb ©leid^ung 1). (Stoeitcg ©Aftern.) 

Die Äuflöfung jebe^ ©^ftemS liefert jioei ^aar jufammens 
gel^örige SBerte, unb biefe öicr SJBertcpaare finb bie SBurjeln 
bes ©9ftem3. ©elingt e3 alfo, bie linle ©eile einer ©leid^ung 
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Don ber oHgcmeinen ä^tm unter I) in ein 5ßrobu!t üon ber 
grorm unter a) ju jerlegen; fo ift bag ©Aftern lögbar. |)aben 
beibe gegebenen Gleichungen biefe $orm a), ober laffen fid^ 
il^re linfen ©eiten burd^ ^robufte biefer Art barftetten, fo 
lonn man baS quabrattfd^e ©Aftern in üier ©^fteme aui^ 
linearen ®Ieid^ungen jerlegeU; beren Söfungen bie Sßurjeln 
ber urfprünglid^en @(eid^ungen finb. 

3n mand^en gätten Iä§t fid^ bie linfe ©eite einer numeri= 
jd^en ©letd^ung öon ber fjorni II) § 108 burd^ ein ?ßrobuIt 
barfteßen, \o ba§ bie ©leid^ung burd^ 

{x + my + n) (x +jpy + g) = 

auggebrüdft toerben fann. S)amit bicfe 3^rf^fl^"9 flugfül^rbar 
ift, niu§ jioifc^en ben befannten ®rö§en folgenbe Sebingung»« 
gleid^ung beftel^en: 

{ac - 2dy — (a« — 46) (c" - 4c) . 
©0 fann j. 95.: 

x^ + 6xy + 6y^ + 2x + y — 15 = 
bvixä) {x + 2y — 3) (x + 3y + 5) 

bargefteßt werben. gel^It bag ©tieb y*, l^at bie ©leid^ung alfo 

bie gorm: 

X* + axy -{' hx + cy -{- d '^ , 

fo lann man fie burd^ 

(x + wy + n) (a? + 1^) "^ 

ougbrödfen, toenn bie Äoeffiäienten bie SSebingung 

a^d ■« {ab — c)c erfüßen. 

3um ©eifpiel: 

x^ + 4a;y + 5ic + 8y + 6 = . 

Verlegung: 

{x + 4y + 3){x + 2)=^0. 

Um bie ©leic^ung öon ber fjorm: 

y^-^-axy + bx + cy + d^^^O bnxä) (y + »wir + '*)^y + p) 
erfe^en §u fönnen, mu§ a^df — (ac — 6)& fein, ©o lann man 
j. 95. bie ®tei(^ung: 
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y^ — bxy — 2Qx + lly + 28 = 

in ber gorm: 

(y — 5a; + 7) (y + 4) = fd^rcibctt. 

f^e^Ien enblid^ bie ©lieber s? unb y^, l^at alfo bie (Sleid^ung 

bie gorm: 

a?y + aa; + Jy + c •= , 

{o lann man bie (inte @eite in ein ^robutt üon ber ^^orm 
{x + m)[y + n) jerlegen, toenn c — a& ift. 3- 85- • 

a; y + 4 a? — 9 y — 36 = . 

ßerlegung: 

(a?-9)(y + 4) = 0. 

9Kan fel^e femer § 47, befonberg 3) unb 4). 

§ 111. S^^tt^f^^ Süt^eDtttig qttubriitif^er Olet^tttigen« 

a) SRein geontetrifd^e Äonftruttion. begeben fei bie 

©teid^ung: 

s? — aa; + Je «=» 0, 

toeld^e nad^ § 105, 5) jtoei pofitiöe SBurjetn l^at, faßg biefelben 
überl^aupt reell ftnb. 3Ran jeid^ne öon einem fünfte A jwei 

®eraben unter einem Beliebigen 
SSintel a unb trage üon A auS 
auf AL nad^ einer Sincareinl^eit 
AB^l, AC = c, auf AM 
bie ©tredfe AD = a ab. «uf 
ben «bfd^nitten JBC unb AD 
errid^te man bie 3RitteIfenl5 
redeten unb befd^reibe t)on il^rem 
©inittpunft E au« mit BE 
einen Äreig. S)ie ©trcdfen J-F 
unb AG öerfinnlid^en bie SBur* 
jeln ber t)orgeIegten @Ieid^ung. 
»ewei«. Sejeid^net ber «bf^nitt AF bie 3a^I x, fo 
öerfinnttd^t bie ©tredfe AG bie SBurjel a — x. 9lun ift aber 

nad^ bem ©elantcnfafte AF- ÄG = AB- AC ober: 

x{a — a?) «= 6 • c , b. i. a;* — - aa? + &c = 0. 



&19. «5. 
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5ig. 35 fteüt bie ©leii^ung «* — 6» + 8 = bar. (ES 
ift äB-^2, AC=4, AF=Xi=^i unb ^6 = ^:, — 4. 
©el^t ber Srei« bun| bie gufepuiitte ber SKttteI(en(re(^ten, fo 
^ot bie @Ieicl^ung jioei gteidie ^utjeln, unb betütirt berfetbe 
bie @erabe AM nii^t, fo ftnb bie SSette für x imaginär ober 
tempUi. 

b) JBerfinnliti^ung bur(^ trumme Sinien. Um eine 
quabratijt^ @lei(i|uns oon ber gorm; 

c^+px + q~^0 
IiilbKt^ bariufießen, etfeftt man bun^ bie abhängig tteriinber= 
lid^e @röfie y unb uerfd^ bann genau fo mie in § 98. ©oD 
j. SB. bie Sinie gejeic^net merben, n>el{^e ber @(ei(^ung: 

a;» + 3ic — 4 = 
ent{pri<i^t, fo \t^t man: 

y = a^ + 3a; — 4 . 
%ÜT bie SBctte: 

«- -5, ~4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 

wirb: 

y= 6, 0, —4, -6, -6, -4, 0, 6, 14. 




3eii$net man nun ein rei^turinfeliges fioorbinatenf^ftem (§ 98), 
ftent bie ^bfciffen mit il^ren jugel^örigen Orbinaten bar unb 
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Derbinbet bie (Snbpunhe berfeI6en burd^ einen ßug aui^ freier 

^anb; fo entfielet eine offene frumme ßtnie (gig. 36), 5E)iei^ 

99ilb ber ©(eid^nng: 

y ■= rc* -(-. Sa; — 4 

tt)irb offenbar um fo genauer gejeic^net toerben fönnen, ][e ntel^r 
fünfte man berechnet, unb tt)enn man für x auc^ SBrüd^e fe^t 
unb l^iemad^ y beftimmt. 

®ett)iffe quabratifd^e Gleichungen ^aben bie Sigenfd^aft, 

ba§ il^r röumlic^e« »ilb ftet« biefelbe Äurt)e ift. ®g fei j. 95. 

bie ©leid^ung: 

iT* + !/* — 25 — 

{eid^nerifd^ bariuftellen. 9Ran gebe ber ©letd^ung bie f^orm: 

y— y25 — a;*. 

Um juerft feftjufteßen; ob unb et)entueß in toeld^em 5ßunlte bie 
gefud^te fiinie bie Drbinatcnac^fe fd^neibet, fe^e man a; = 0, 
fo toirb: 

golgüc^ tt)irb bie Z^Äd^fe oberl^alb unb unterl^alb ber 
X^Sld^fe in bcm Slbftanbe öon 5 ßängeneinl^citcn (öon 0) ge^ 
fc^nitten. @e^t man, um bie @d^nittpunfte \i^l 93ilbei^ mit ber 
ZsÄc^fe ju beftimmeU; y = 0, fo finbet mon au8: 

1/25 — ar^ = 0; a; — + 5. 

Irägt man alf o öom ÄnfangÄpunft au8 bie Slbfciffen a; = 5 
unb a; — — 5 ab, fo l^at man bie gefud^ten ©d^nittpunfte, 
Äße ßa^Ienwcrte für x, bie größer atö +5 ^"^^ Heiner ate 
— 5 finb, mad^en ben SRabifanben negatiö unb liefern für y 
imaginäre So^ki^/ 1>- % ^^ fltebt für biefe SBerte feine Drbinaten. 
Äße übrigen (reeßen) SBerte für x liegen jnnfd^en unb 4-4, 
bejtt). itt)ifd^en unb — 4. SBSir fd^lie^en baraug, ba§ bie 
gefud^te Sinie nad^ aßen Seiten gefd^loffen fein mu§. 

Pr a; = + 1, ± 2, + 3 toirb y = +1/24, ±^21, 

+ 4. S)a jeber SBert für bie Sbfciffe x jtoei abfotut gleid^e, 
ber Sage nad^ entgegengefe^te Drbinaten liefert, fo mu§ bie 
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frumntc Sinic oberhalb unb unterhalb ber X^Äc^fc biefclbe 
©eftdt ^aben. Unb weil ferner obige ©leic^ung für je jtoei 
abfolut gleid^e, ber ßage nad^ entgegengefe^te Slbfciffen x unb 
— Xf ftctg glcid^e Drbinaten giebt, jo xcox% aud^ bie T^^Slc^fe 
bie fraglid^e Sinie in jwei fongruente Xeüe jerlegen. SSercd^net 
ntan nod^ für einige SBcrte ber ®rö§e x bie Drbinaten, fteßt 
bie Äoorbinatcn bar unb öerbinbet bie erhaltenen 5ßunfte ber 
gefud^ten ßinie burc^ einen S^^Ö/ \^ entfielt bie ffirei^Iinie. 
ajer SRittelpunIt berfelben unb ber Anfang ber Äoorbinaten 
faQen juiammen. Seber ©leid^ung, toeld^e bie Sonn: 

ic« -|- y« = r* ober y = )/r* — oi? 

l^at ober auf biefelbe jurüdtgefü^rt werben fann, entfprid^t baS 
räumUd^e Silb ber ÄreiiSUnie. ffial^cr nennt man bie a Hg em eine 
©leid^ung a:* + y^ = r^ bie ©leid^ung beg ÄreifeS. 
S)ai^ geometrifc^e SSilb einer ©leid^ung öon ber gorm: 

y = \Y^F^^- Ober ^: + |i' = l 

ift bie ©Ilipfe.*; 3ebe ©leid^ung, »eld^e bie gorm: 



y = Vjpa; ober y* = 'gx 

erfüQt, giebt burd^ ßeid^nung öerfinnttd^t eine ?ßarabel**), 
beren Slc^fe bie Slbfciffenad^je ift unb beren ©c^eitel in ben 
Anfang ber ftoorbinaten fällt. §at enblic^ bie ©leid^ung bie 
gorm: 

fo bejeid^net fie räumlich aufgefaßt eine $^perbeL***) 

*) %\t ©umine ber ©ntfetnungcn cineS jcbcn @IIi|)fenpun!tcg öon 
ä»ci f cftctt (S5renns)?PunItctt ift ftctS biefclbe, nämüti^ gleid^ ber großen Sld^fe. 
**) Seber ^nlt ber ?poro6eI l^at gletd^en 5lbftonb öom S3remipunft 
unb öon ber Settlinie (Orbinatenad^fe). %\t $orabet ift nad^ einer ©eite 
offen, bie %^\t teilt bie ^urk)e in jtoei gleid^e Steige, bie fid^ ini^ Un« 
enblic^e erftredfen. 

***) 3)ie 3)ifferen5 ber Entfernungen jebe« ©^perbelpunlteS öon jioei 
feften ?PunIten (83rennpunften) ift unöeränberlid^ unb 5»ar i^rer (^aupt-) 
%^\t gteid^. (Sine ^^perbel befielet aud %XQt\ gleid^en, getrennten ^xs^tx^tw., 
bie o^ne ©renjen fortgei^en. 



382 fünfter 9(bfd^nitt. ®(ei(i^tigen erften unb atociten (&taM, 



§ 112. VttflSfttttg eittgefleibeter iittubtutif^et ^lei^uiigSs 
nttfguiett mittete genmettif^et ßetfittttIU|ttttg. 

®tc jcic^ncrifc^c ffiarfteQung fefet un8 inftanb, eingeHeibete 
Aufgaben, bereit Söfung auf ein ©Aftern ®Ieid^ungen jtDeiten 
®rabe8 mit jtpei Unbefannten ffi^rt, elementar ju löfen, alfo 
eine Äuflöfung ju fci^affen, ju bereu SSerftänbnii^ feinerlei algc^ 
braifd^e Senntniffe erforberlid^ finb. 

1) Aufgabe. Qtod 3^^^^^ i^ finben, bie miteinanbcr 
öertjielfältigt 576 unb burd^einanber geteilt 2^ geben. 

Äuflöfung. JBejeic^net man bie gefud^ten Qa^tn mit x 
unb y, fo !ann man laut ben 93ebingungen ber {lufgabe folgenbe 
@Iei^ungen auffteUen: 

1) ^y-576; 2) J-2i. 

2)ie ^(uflöfung burd^ räumlid^e 2)arfteIIung n)ürbe ettoa, 
toie folgt, lauten: 

Seim Seilen beiber ßa^Ien erl^ält man ben 85rud^ 2 J = | ; 
mithin ift bie eine ßal^l |mal fo gro§ afe bie anbere, ober 
bie größere QaijH beftel^t aug 9 jold^en Seilen, toie bie anbere 
bereu 4 enthält. 

S)ie ©tredte AB in gig. 37 öeranfd^aulid^e einen biefer 
gleid^en Seile, fo tjerfinnlid^t bie ©tredte AC (=^4 biefer 
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D 



E 



Seile) bie Heine, unb bie ©tredte AD, ate au8 9 gleichen 
Seilen beftcl^enb, bie größere ß^^t« 

S)a§ SRec^tedE ACED fteHt atebann ba« ?ßrobuft beiber 
Sagten, nämft(j^ bie ßa^I 576 öor. S)iefe8 SRec^ted läßt fi(§ 
aber mittete ^ßaraUeten burd^ bie Seilpunfte in 4 x 9 = 36 
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§ 112. 9lttfI5{ung eingelleibeter quabrotifd^et ©let^ungSaufgaben 2c. 383 

unter fid^ gleiche Duabrate jerlegen. (Sin Duabrat Deranfd^au^ 
lic^t alfo bie 3a^I 576 : 36 = 16; unb bic ©citc eine« folc^cn 

Duabratcg bcjcid^net bie |/i6 -= 4 . S)ie eine ßa^I toirb nac^ 
ber ßetc^nung burd^ bie ©trede AC ^^ A AB öeranf c^aulic^t ; 
fte beträgt bal^er offenbar 4 • 4 = 1 6 • S)ie ©trede AC=9'AB 
öerfinnlid^t bie anbere Qai)i; folglich ift le^tere 9 -4 = 36, 

Stuf biefelbe SBeife fönnen aQe Aufgaben be^anbelt »erben, 
in mlä)tn ber Quotient tejtt). ba« SBerl^ältni» unb bag 5ßrobuft 
ber Unbefannten gegeben finb, j. 85: 

ffQtod Qdfjlitn t)er^alten fid^ toie 5:3; i^r 5ßrobuft ift 
735. äBelc^e 3a^Ien finb e8?" 

2) Slufg ab e. 3)er Quotient jttjeier 3^^^^^ beträgt 6, ber 
Uttterfd^ieb il^rer Duabrate 560. SBie ^ei^en bie 30^^^^? 

Sluflöiung. Sejeid^net nton bie gejud^ten Qaf)Un mit x 
unb y, fo l^at man folgenbe ©leid^ungen: 



1) - 

^ y 



6; 2) ix?-y^ = bm. 
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äuflöfung mittete geometrifd^er 2)arfteIIung. 

3)a ber Quotient -beiber 3ö^Icu 6 beträgt, fo ift bie eine 
3a]^I 6mat fo grofe ate bie anbere. 

2)ie ©tredte AB gig. 38 öeranfd^aulid^e bie fleinere unb 
AC=6xAB bie größere 3a^I. 
S)ie Duabrate beiber 3öi^fen finb 
burd^ ABFG unb ACDE bar= 
gefteßt, 

Da^ Duabrat über ber 
©tredEe A C befte^t aus 36 unter 
fid^ gleichen Duabraten, t)on 
toeld^en jebeS gleich ABFG ift. 
2)er Unterjd^ieb ber Duabrate 
fcciber Qa^Un ift alfo burd^ 35 
Weine Duabrate öerfinnKd^t, unb 
jtoar fteHen biefelben nad^ ber Aufgabe bie Qaijll 560 bar. 

äRitl^in t)eranfd^aulid^t ein tteineS Duabrat bie 3^^^ 

560 : 35 = 16 unb bie ©eite begjelben bie )/l6 = 4. ®ie 
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größere ga^I, tocld^e burd^ bic ©trcdc ÄC tjcrpnnüd^t wirb, 
betrögt alf 6 x 4 — 24 . 

3) Aufgabe. 5£)ie ©ifferenj jtoeier ßol^Icn beträgt 4, bie 
©utnme il^rer Duabrate 136. SBeld^ei^ finb bie ßal^Ien? 

Mttflöfung. 3)ie größere ber gefud^ten ßal^len luerbe 
burd^ bie ©trede AB, i^r Duabrat burc^ AB DE öerjtnnU^t. 

gerner bejeid^ne BC bie anbere ^alU 

unb BCFO bag Ouabrat berfetten. 

a»ad^t man CH^^AB, jiet)t butd^ 

E bie ^ßaraOele HJ in AE unb 

verlängert JPG^ bi« ^, fo wirb bie 

©urnme beiber Duabrate in jtDei 

IT f ongruen te SRed^tede, A EJE, CFKH 

unb ba« Duabratd^en GDJK jerlegt 

®a bie jwei Duabrate jujammen bie 

' ßal^I 196 perfinnüd^en unb ha^ 

Duabratd^en bie 3^^! 4* = 16 be^ 

jeid^net, fo öeranfc^aulic^cn bie SRed^tcdfe bie ^a^ 196 —16 =120. 

©rgänjt man nun bie ^t\i)mm^ ju bem Duabrate über AC, fo 

fteHt biefe» bie 3a^I: 

136 + 120 = 256, 
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unb bie Seite AG bie )/256 = 16 bar. 5£)ie eine 3a^I ift 
ba^er ^(16 + 4) — 10 unb bie anbere ^(16 - 4) = 6. 

4) Aufgabe* S33ie muß man 16 teilen, baß bai^ ^robutt 
ber beiben Xeile, ju i^ren Duabraten abbiert, bie ©umntc 
208 giebt? 

Äuflöfung. §ier lautet bie Oteic^ung mit einer Unbc= 

!annten: 

x^ + (16 — xf + (16 — a:) • a; = 208 . 

2)a8 Softem öon jtoei Unbefannten l^eißt: 

1) a; + y = 16; 2) a?« + y« + a:!/ = 208. 

S)ie ©tredEe AC (gig. 40) öeranfd^auttc^e bie gal^t 16; 
-4 J? unb BC mögen bie gefuc^ten Xeile barfteUen. Die Duabrate 
ber beiben Saluten finb burc^ AB DE unb BCFG unb ha^ 
^robult berfetben ift bur^ ba8 SRed^tedE BCEH öerfinnlic^t 



§ 112. ^uflöfung etngelleibeter quabrattfd^er ©leid^ungdauf gaben 2C. 385 



f${0. 40. 

P G 



s 


B 




I 

.'II, 


1' 'i ¥ 

■;irll iill 


M 


Q 



F 



G 



E 



H 



aSilbct man baö Sfted^tedE ABGK, ba« offenbar bcm 
^tä)ttd BÜHE gleich ift, fo entfielt ba« Duabrat über bcr 
©trcdc BH^AG, tpelc^e« bie 
3a]^I 16^ = 256 barfteOt. 5£)a 
nad^ ber S^^^^^^^S ^^^ Ouabrate ^ 
ber ©trecfcn AB unb .BC, fotüie 
bag fftec^tcdE JBCHjB bie ga^I 208 A 
tjeranfd^aulid^en, fo öerfinttttc^t ba8 
ffted^ted ABGK offenbar bie ga^I 
256 — 208 = 48. SKac^t man Di i 
unb KP^BG, unb jie^t bie 
^Parallelen ijSf unb PQ, fo [teilen 2) 
bie entfte^enben SRed^tede DEML 
unb z:P^i ebenfalls ba^ 5ßrobuft (48) ber gefud^ten Sagten 
t)or. 3ic]^t wöu bie öier gleid^en SRe^tedEe BGHE, DEML, 
KPQL unb (7FPS öom Duabrate DHFK ab, fo bleibt 
ba8 ^ßaraMogramm QMBS. ße^terei^ ift aber erfid^tlid^ e^n 
Duabrat, beffen ©eitentänge gleid^ bent Unterfd^ieb ber ©tredfen 
AB unb BG ift. S)ie öier abgejogenen Sfted^tecfe öeranfd^au- 
liefen bie ßö^I 4 x 48 = 192; alfo öerfinnttd^t \>a^ Duabrat 
QMBS bie 3a^I 256 - 192 = 64 unb eine Seite beSfelben 
bie}/64 = 8. S)er Unterfc^ieb ber gefud^ten 3^^^^^ 
ift bal^er 8; nad^ ber ?lufgabe beträgt il^re ©umme 10. 
SJurd^ biefe Angaben ift bie Sluflöfung befd^afft, ba bie gege* 
bene Slufgabe auf eine befannte leichte jurüdgefütirt ift. 
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©engtet 5lbf^ttitt. 
Uritte (Enptftorang it$ M^itnbt$t\^s: irrotimuiLr 

§ 113. ergriff ber 3tnitiottal)ii^lett. 

©ci bcr 5£)cfimtton ber Duabratourjcl aus einer ßal^I iff 
t)orauSgefe^t; ba^ ber Stabüanb eine ganje ober gebrod^ene 
5ßotenj öon einer gangen 3^^! ober t)on einem SSruc^e ift 
(§ 18, VI (Seite 119), §§ 61, 63 unb 64). ®ie Ballen ber 
natürüd^en ^aijlimxtxf)t, toelc^e biefe SSebingung erfjlQen, Reiften 
Duabratja^len, j. 83. 1, 4, 9, 16 u. f. tt). 3nbeS fontmcn 
fotool^l in ber SBurjelred^nung ote in ber ©eometrie l^äufig 

©röfeen öor, beren SBurjeln fid^ burd^ 
*^'*^' feine öon ben ung bis je^t befannten 

ßal^lfonnen angeben laffen.**) 

2n bent red^toinlettgen gleid^^ 
fd^enfettgen 5£)reiedEe ABC t^erfinnlid^e 
iebe Äat^ete bie Qa^ 1. Sitebann \tm 
bie §5potenufe AC bie gal^I }/2 öor. 
Um alfo bie Sänge ber ^^potennje AC 
burd^ eine QaS)l au8jubrüd(en, mn^ man 
an^ 2 bie Duabratourjel jie]^en._ 2)ie SRed^nung bis auf jttjölf 
©ejimalen fortgeführt, liefert >/2 «= 1,414213562375.., baS 




*) 3)icfcr SlBfd^nitt bftrfte im Untcnid^t löol^I om ätoecfmdBigfteit 
mit ber SCuflöjmigSlel^rc ber quabratifd^cn ©leid^ungen mit einer Uit* 
belomtten öerBunben »erben. 

**) %nx6) bie Unterfud^ung be3 aSetpItniffeS jtoeier ©rö^eit 
ift man auf bie gxtationalja^len gelommen. 9Ran fel^e § 79, 2. 



§ 113. ©egriff bcr Strattonaljal^Ien. 387 

©rgcbniS ift eine unenblid^e, uttperiobifc^c ffiejimalja^I. 5£)te 
folgenbe SBetrad^tung jcigt, ba^ bie äted^nutig ni^t auf^ 
gelten fann. 

®en SButjeln bcr St^^Un 1 unb 2 entf^jred^en bie Dua^ 
bratjal^Ien 1 unb 4. S)ie Duabratourjeln au^ ben jtoifc^en 
1 tttib 4 liegenben ßa^Ien, nämlid^ aM 2 unb 3, fönncn feine 
ber unÄ big je^t befannten ßal^lengröften fein. 5£)er S33ert t)on 
y2 fann feine ganje 3ci^t f^iti; benn 1^ = 1 unb 2* = 4; 
folglid^ liegt bie gefuc^te Säurjel jtoifci^en 1 unb 2, unb ymax 
bleibt nur übrig, ba§ ber SBurjelwert öon 2 eine gemifc^te 

3a]^l (§ 51) wäre. ®efe^t nun, bie le^tere fei 1 + J , toofür 

tpir ben gehobenen »ruc^ ^ fe^en, fo mü^te nac^ beut begriffe 
ber DuabrQln)ur2el 
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feilt . mt" »xt 9!mer M eni<«e« « Unitin nun enimeliet 

relatit)e ^rimjal^len ober nid^t relatiö ^jrim fein, ©inb p 
uttb q relative ^ßrintjal^ten, fo finb il^re Duabrate ebenfalls 
5ßrimja^Ien, unb folglid^ ift p^ burd^ q^ nid^t teilbar, b. 1^. 

ein SBrud^. S33enn p unb q nid^t relative ^ßrirnjal^len be- 

jeid^nen, fo ^oben fie einen gemeinfd^aftlid^en größten Seiler t, 
unb es ftetten atebann bie SSudEjftaben in ben ÄuSbrüdCen p : t, 
q : t relatit)e ^rimjal^len bar (§ 65); mitl^in ift toie tjorl^in 

(^^^tt) *w ©ru^. S)a ober noc^ betn ®ej[e| ber S83ertbeftätibig= 
feit eines Stu^eg (§ 53) 

(■(MV 2 
-j aud^ in bem fjatte ein SBruc^ fein, 

wenn p unb q nid^t relatit)e ^ßrimjal^len finb. 5£)ie Duabrat^ 
tourjel au8 2 fann aud^ feine periobifd^e 3)eäintalja]^l 
fein; benn biefe Qoi^Un fönnen burd^ einen gefd^loffenen 
gewö^nlidEjen Sruc^ bargeftettt werben. 2)er Slugbrud 1/2 
bejei^net alfo Weber eine reine ganje, noc^ eine gemifdEjte 
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388 ©ed^Äter «blc^nitt. grrotionalc 8oT^tcn. 

^a\jH, noc^ einen gen)ö]^nU(l^en S3rucl^, nod^ eine enbftc^e ober 
unenblid^e periobifd^e S)eäimal5a^l. S33ir l^aben e8 alfo l^ier 

mit einer neuen 3^^^fö^^ i^ *^^^/ ^i* ^^^^^ 3^^^9^ö§^/ 
tt)elc^e fid^ tt)eber burd^ bie ganje @in{|eit nod^ burd^ 
aSrud^einl^eiten genau meffen Va^t (§ 79, 2). 3<4l8^öfe^^ 
öon biefer ®igenf(^aft nennt man Srrationaljal^ten. gm 
®egen{a^ l^ierju l^at man ben äbtigen 3^^^^^ ^^^ natürtid^en 
3a^lenrei]^e ben 9lamen Sflationaljal^ten beigelegt S)ie 
Strationaljal^Ien finb bie eigentlid^en SQSurjelgrö^en , uub 
man unterfc^eibet bie SBurjelformen l^äufig in irrationale 
unb rationale ober ausführbare SBurjeln, 

Unter ben ©liebern ber natürlichen Qaf)ltnxtxi)t giebt eg 
fc^r öiele 3rrationalja!^Ien; bei weitem bie größte änjal^l ber^^ 
felben gehört l^ierl^er. 3ebe Duabrattourjel au8 einer 5ßrim^ 
ja^I liefert eine 3^^! biefer 2lrt. 3m 3Q^tengebiet 1 big 100 
finb nur 10 Qafjilm mit rationalen SBurjeln, unter ben 3^^!^^ 
t)on 1 big 1000 nur 31. Sejeic^nen n unb (n+ 1) jtoei beliebige 
aufeinanber folgenbe 3<i^t^^ ^^ natürlichen 3öi^lenrei^e, fo finb 
jtoifd^en il^ren Ouabraten, nämlid^ n^ unb »* + 2w + 1 ftets 
2w Srrationaljal^Ien entl^alten- 3)enn todre ein burd^ bie 

fleinften Qaijiltn auSgebrüdEter ©ruc^ - bie »irflid^e Duabrat^ 

tourjcl biefer Qafjiltn, fo mü^te (-\ , alfo ia^ Duabrat eines 

SSrud^eS aus relativen ^rimjal^len gleid^ einer gunjett 
3o]^l fein, tt)as unmöglich ift, ttjie xoxx tjor^in gejeigt ^aben. 
Äud^ bie Duabrattourjcin aus SSrüd^en liefern nur in bem 
fJaUe rationale 3^^^^^/ ^^^^ 3ä^kt unb Slenner öoDfommene 
Duabratjal^len finb. 

9lid^t blo§ baS SluSjie^en ber Duabrattourjeln aus ein- 
fachen 2>^\)l%x&^txif fonbern aud^ aus jufammengefe^ten 
algebraif(^en ^(ä^ltnauitxiXAtn liefert tjiele irrationale SBurjeln. 
ße^tere entftel^en ferner aud^ burd^ baS äuSjiel^en ber britten, 
t)ierten, überhaupt ber wten SSurjel. SBenn aud^ bie Srrational* 
jaulen ober eigentlidEjen SQ3urjelgrö^en jtoar nid^t burd^ eine 
ganje ober SBrud^jal^l bejeid^net (erfefet) toerben fönnen, fo !ann 
man ii^ren SBert boc^ nad^ SBelieben in jtoei ©renjen ein- 



§ 113. »egttff ber 3rtationaI§o^Ien. 389 

fd^Iic^cn, fo bafe i^rc 2)iffcrenj fid^ immer mc^r bcr 9luß 
nähert. @o liegt j. ». ^2 jiüifc^en 1,4143 unb 1,4142, 
jtoifd^en 1,4142136 unb 1,4142135. (»erglei^e ©eite 231.) 
Ättd^ ift es gebräud^üd^, bei Ättgabe be« SBertei^ einer Sr:: 
ratioTialjal^I biejelbe glcid^ einer rationalen Qafjii ju fe|en, 
j. 93. JU f (^reiben, 1/5 = 2,236 • • • 5£)ie uneigentüc^e An- 
tDenbung beiS ©leid^^eitSjeic^eni^ bei biefer @d^reibu)eife ift 
bnrd^ einige 5ßunfte hinter ber legten 5£)ejimalftelle angebentet. 
S)a bie Srrationaljol^Ien, toie bereits gefagt tonrbe, fic^ 
loeber burd^ bie ganje nod^ bnrd^ irgenb eine Srud^s 
(Sinl^eit genan meffen lajfen, mithin leine aud^ nod^ fo 
Heine S^^^fli^öle jum gemeinfd^aftüd^en SKafte l^aben fönnen, 
fo nennt man eine Srrationat nnb eine Slationaljal^I and^ 
tnfommenfnrable ®rö|en. Sl^r SSerl^altni« ift alfo in- 
lommenfurabel (§ 79, 2). S)aSfeIbe gilt t)on jtt)ei Srrational* 

— 3 — 

jal^en öerfi^iebener Slrt, j. S5. Vö unb /7. Sm ®egenfa|e 
^ierju l^ei^en olsbann bie ganjen QafjUtn, bie 99rüc^e unb bit 
2)e2imalja]^len mit einem gemeinfamen Flamen f ommenfurable 
3al^Ien. 

grül^er tt)urbe bereits gefogt, ba§ infommenfurable Größen 
l^oufig in ber ©eometrie öorfommen. ©in fjatt ift ju Slnfang 
biefeS Slbjd^nitteS bargeftettt toorben, nämüd^ bie ^^potenuje 
eines red^tioinleügen, gleid^jeitigen 2)reiedEs ober bie 3)iagonaIe 
eines öuabrateS öerfinnlid^t ftets eine Srrationaljal^L ©eite 
unb 2)iagonaIe eines DuabrateS bilben alfo in 93ejie]^ung ju 
einanber inf ommenfurable ©rö^en, i^r SSerl^öItniS ift intommen:« 
furabel golgenbe SSeifpiele über Srrotionaljal^Ien bej». in* 
lommenfurable ®rö§en mögen l^ier noc^ ©rtoäl^nung finben. 
3n jebem gleid^feitigen 3)reiedE liefert ber aritl^metifd^e SluSbrucf 
für bie §öl^e eine Srrationotjal^l. SSejeic^net man bie Seiten- 
lange biejeS S)reiedEs mit s, bie §öl^e mit h, fo ift nad^ bem 
pl^tl^agoreifd^en Se^rf a|e : 

Sluc^ bie aritl^mctijc^en SluSbrüdfe für bie Sängen ber ©eiten 
beS regelmäßigen ge^nedES unb beS günfedES im Sreife mit 
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8e(^dter «[bfc^nitt. irrationale gal^Ien. 



bem $aI6meffer r, nämlid^: 

«10 - jCVö - 1) uttb 55 = jVlO - 2}/5 

finb irrationale 3^^^^^/ ^^^ Sittien in S3eiiel^ung junt $al&: 
meffer alfo infommcnfurablc ®rö|cn. 
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§ 114 ftüttlhttltiiitt ber 3rtatioiiiiI}iil|Ieii. 

S3ilbet man ein recl^toin!eHged 2>reie({ mit gleid^en ^atl^eten 
unb fe^t i^re fiänge gleid^ ber ®inl^eit^ \o Deranfc^aulid^t bie 

§5^)otenuf e B C genau bie V'2 (gig. 42). 
ßeid^net man nun ein rec^twinfeltgc« 
©reied mit ben ffiat^eten 1 unb >/2 , 
f Derfinnlid^t bie ^^^otenuf e bei^fetben, 
alfo BD, bie VS- Unb fonftrnicrt 
man l^ierauf ein red^tnnnf elige^ S)retcd, 
beffen Äatl^eten bie SBurjeln Y^ unb 
|/3 barftetten, fo liefert bie §9potenufe 
biefeg ffireiecfö^ alfo -BJ5, ein anfd^au^ 
lid^e« ©üb ber Srrationaljal^I y^.^) 
Um eine irrationale SBurjel öon ber fjorm V'a = yi • a 
burd^ eine einjige Äonftruftion al8 ©trede barjufteßen; htnui§t 
man bie folgenben ße^rfä|e über baS red^twinfettge S)reietf: 
a) 5£)ie ©entrcd^te auÄ ber ©pi^e be8 redeten SBinfefö auf 
bie ^^potennfe ift mittlere geometrifd^e ?ßro^)ortionaIe jtoifd^cn 
ben Slbfd^nitten ber ^^potenufe. b) 3ebe Sat^ete ift mittlere 
5ßro^)ortionaIe jtt)ifd^en ber ganjen ^^potenufe unb bem an^ 
üegenben Slbfc^nitt (^ßrojeftion biefer ftat^ete). 

®8 fei j. 33. ys nad^ Se^rfa^ a) ju t)erfinnIidE|en. S)te 
gefttd^te ©tredte, bie ©eitenlänge eineÄ Duabrateö, fei x, alfo 
a;^ «= 5 • 1 ober in 5ßroportion§form: 5:ir = a;:l. Um x 
jtt finben, geid^ne eine ©tredfe AB = 6 ßängeneinl^eiten, be:= 
fd^reibe über AB einen §atbfreig, errichte im ©nbpunit ber 
bie 3<i^t 5 barftettenben ©tredte bie Sled^ttoinfelige unb öer- 



*) (&& ift \tf^x fftotdm&^iq, im Unterricht eine ^njal^t irrationaler 
SBurjeln burd^ geontetrifd^e 3)arftettunöen jn öerfinntic^en. 
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längere fie bi8 jur Ärciglinie, fo öeranfd^auüci^t bicfc ©enf^ 
redete bie Qa^ Yö . SKit Senu^ung beg Sel^rfa^eÄ b) ift ba8 
SSerfal^ren folgenbe^: ßiel^e eine ©tredte -4jB — 5 Sängen- 
cinl^eiten, bejd^reibe über AB einen §alblrei8, errid^te im 
erften Xeitpunft bie SRed^twinfelige CD nnb öerbinbe A mit 
D, fo ift AD bie gefud^te ©tredte für }/5. gum »etoeife 
jiel^e man BD, fo ift 2)reiedC ^J?2) red^ttoinfeüg unb folgüd^ 
AD^y mittlere 5ßro^)ortionaIe jtoifd^en ber ganjen ^^^jotennfe 
AB = 5 unb bem Slbfd^nitte AC^ 1, b. f).: 

y^ = 5 ' 1 ober y = j/ö .*) 

ftommen toir nun auf unfere geometrifd^e Slbbilbung 
ber Qai)Un jurüdE. SBir l^aben juerft bie natürüd^e Qa^Uxt' 
teitie burd^ ?ßunlte öerfinnlid^t, bie öon einem Anfanges: (SRnU-) 
?ßunlte auö in gteid^er ©ntfernung tjoneinanber in einer nad^ 
einer ©eite unbegrenjten ®eraben liegen (§ 1). 5£)ie ©üb* 
traftion einer großem QaijH wn einer Meinem fül^rte auf 
eine neue ßal^Iform, bie negativen Qaf)Un. Um biefe an« 
fd^auUd^ barjufteßen, fallen tt)ir unö genötigt^ bie urfprünglid^e 
^unftrei^e nad^ ber entgegengefe^ten ©eite öon SluH 
ebenfattg unbegreujt ju erweitern, ©o erl^ielten toir ein an== 
fd^aulid^cS Silb ber relatiöen 3^^tenrei^e (§ 31). S)urd^ 
bie S)it)ifion getaugten tt)ir ebenfalls jur Senntni8 einer 
neuen Slrt t)on Qaijllm, nämlid^ ber SBrüd^e, »elc^e burd^ ©in* 
fd^alten wn ^unlten jtoifd^en bie urfprüngüd^en öerfinnlid^t 
tourben (§ 58). SRad^ ÄenntniS ber Srrationaljal^len lönnen 
toir nun aud^ biefe burd^ ©infd^altung oon ?ßunften jur Sln^ 
fd^auung bringen. Um bie ßage ber 5ßunfte, ttjeld^e j. 85. bk 
galten y2, Y3, Yö barfteHen, ju finben, ftette man nad^ 
obiger Einleitung bie ©tredfen berfelben bar unb trage biefe 
mit bem ßirfel oon SRuß au8 auf bem pofitioen leite beg 
3tt]^lenbilbe8 ob. SJian fann ben 5ßunft; ber einer 3rrationafc 
jal^I entfprid^t, annäl^ernb baburd^ finben, bafe man jtoei ®renj* 

*) Siedet crjl)rte61ic^ ijt eg, toenn einzelne ©d^ülct biefe 3)orpeIIun9ett 
t)on igtrational^ai^Ien an ber @d^ultafel ausführen unb l^ierauf Aufgaben 
bicfer Wct öon ben i&d^ülem fetbftänbig in einem ^efte bearbeitet toerben. 
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»ertc bcrfelbctt bilblid^ barfteßt, bicfe ©rengcn unb fotfllid^ 
aud^ bie il^tien jugeorbneten fünfte ttäl^er unb näl^er räd^ 
unb fo bcm rid^tigcn ^ßunlte; bcr bie Srrationalja^I t^eiitttns 
lid^t; beliebig nal^e lommt. 

JBor Äenntnii^ ber inationalen QafjUn fteßten fid^ in 
nnfenn S^^^^ttbübe aQe d^^t^i^S^^i^^^^ (®anje unb 93rud^e) 
ate eine Steil^e Don fünften bar, bie in fel^r Heiner ^nU 
f er nun 8 t)oneinonber in einer burd^ jtDei fünfte gebadeten 
©eraben liegen. 5£)urd^ ©infc^altung bcr Srrationaljal^len 
»erben nun alle SüdtcU; bie nod^ tjor^anben waren, mit 
5ßunlten aufgefüllt, fo ba'^ nun bag S^^t^^^i^^ ^^ ^te^ 9^0- 
ntetrifd^e ©röfee, närnlid^ in eine unbcgrcuäte gerabc 
Sinie übergel^t. ©omit fann jeber ^unft einer ©craben 
al8 bie JBcrfinnlid^ttng einer ßa^I gelten, ©urd^biefe 
SSorfteöung toirb bcr ©cgriff ber ©tctiglcit, ber btn 9iaunt- 
gröficn anl^aftet, in bie Äritl^mctif, bie Seigre öon ben ge^^ 
trennten ®rö§en, übertragen. S33ie in ber ©cometric ein fid^ 
bcttjcgcnbcr ?ßunft Ä (gig. 43), bcr feine SRi^tung nid^t änbert, 
eine Ocrobc AC erjeugt unb bei biefer SBettJcgung feinen Ort 

5ifl. 48, 

ABC 

m I 1 1 • 1. M ■ I M m ■ ■■ # I 

+1, +2, +8, +4, 

(Sage) ftctig önbcrt, alfo bie ©röfee AB aQe Sängen erhält, 
todä)t }tt)ifdE|en AB unb AC möglid^ finb, fo fagt man in ber 
Äritl^metif : eine Qa\)iQXÖ%t x (Variable) l^at i^rcn SBert, 
öon a; = l big x^2 wac^jenb, ftctig burd^Iaufen, m& 
öcrftcl^t unter biefer ÄuSbrudfötocife, ba§ bie ®rö^c x nad^ 
unb nac^ alle jtoifd^en 1 unb 2 möglid^en rationalen 
unb irrationalen Qal^Ientoerte angenommen l^abe. StDc 
bicfe ücrfd^icbcncn SBcrte tocrben burc^ bie ftctig aufeinanber 
folgcnbcn fünfte ber ßänge AB burc^ il^ren Äbftanb öom 
Sluttpunltc tjcrfinnlid^t. 5£)ic Slntoenbung bcg ScgriffcS ber 
ftctigcn Änberung in bcr Slritl^mcti! gcl^t aui folgenben S3cU 
fanden l^eröor: 
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a) toädEjft X [tctig üon 1 big 10, fo toäd^ft a?* öon 1 
big 100; 

b) äitbcrt X feinen SSBcrt ftetig öon big 100, fo ftnbert 
jtd^ ber SBert beg «ugbrudg 10a; — 3 öon — 3 
big 997; 

c) bnrd^Iäuft x aQe SBerte tjon 1 big oo ftetig toad^fenb, 

io nimmt ber SBert beg Duotienten - t)on 1 big 

' X 

ftetig ^, 

5£)ie folgenbe SorfteÖung giebt ung ein Silb einiger nng 
Big je^t bcfannten Arten t)on Sal^Igrö^en: 



Sifl. 44. 



->/2 



+ 1/6 



OO- I 1 .jf-h»-4-H 1 1 \ \ \ \ 1 1 +00 

-4, -3. -^/h, %, -1, - 0. -|-l,+>/2;+2, +3, +4, 



§ 115. 9leil§nett mit ^ttotionaljal^Iett. 

5£)ie inationalen SBnrjeln »erben ber S)efinitiongformeI II 
§26, nümlic^: (t^)"=|, 

unterworfen, bie frül^er gemachte (SinjdEjränlung, bafe ber SRabi« 
fanb ber SBurjel rabijierbar fein muffe, laffen wir nun 
faÖen. @o begeidEinet ber Äugbrucf Ya biejenige 3ö^I/ beren 
jweite 5ßotcnä a ift, gleid^öiel ob ber 8labif anb a ein Duabrat 
tft ober nid^t. Slnr bleibt t)orIäufig bie SSebingung beftel^en, 
ba§ a pofitit) ift. Unter ben 3^i^^^ V^f V^ t)erftc]^t man 
bie Sorten, beren Buabrate bie SBerte 5, 7 liefern. 5£)ie 
Strationalja^Ien fönnen, toie fd^on gig. 44 öerfinnlid^t, pofitiö 
ober negatiö fein. Qtxit^t mon j. 33. bie ©leid^ung: 

a:« _ 10 = 

tiac^ § 104 in bie cinfad^en ©leic^ungen: 

1) a? + 1/10 = unb 2) x-yiO = 0, 

fo erl^ält man bie SBurjeln: 
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a^i — + l/iÖ unb a;, = — yTÖ. 

e« ift ba^cr \omf)l {+ 10]/)' ate auc^ (— yiO)% lurj 
(+VlÖ)* = 10. aUßemein ^at bie ©Icic^uttfl a^^a bie 
SBurjctn -j-Yä unb — V« aud^ in bcm gaße, toenn +ya 
feine ou^fül^rbare SBurjel bejeid^net 

S)a bie Srrationalja^len ber ©ejtnition ber rotionalen 
SBnrjeln unterworfen Sorben ftnb, \o tnüffen aQe 3lecl^engefe|e, 
wcld^e fid^ auf biefen ffiegriff ftfi^en, aud^ für irrationale 
SBurjeln ©eltung l^aben. «Öe in ben §§ 26—27 unter VI 
Seite 119 unb § 64 aufgefteßten Sel^rfä^e ftnb alfo aud^ für 
Srrationalgal^len gültig. @o ift j. 85.: 

/5-|/2Ö = )/lOÖ=10; |/3 "|/5 = VT5; 

y48:/l2 = 2. 

gür baS praftijd^e Sled^nen mit SBurjeln pnb nod^ fofc 
genbe SRegeln ju merlen. 

I) Srrationale SBurjeln werben in ber Sfted^nung ^äuflg 
burd^ ein ^robuft au8 einem rationalen unb irrationalen gaftor 
bargefteßt Um biefe Umformung ju öoßjiel^en, jerlege man 
ben SRabifanben in einen (ober mel^rere) rabijierbaren fjaftor 
unb fd^reibe bie SBurget begfelben öor ben irrationalen 5<ift*>t. 

8. 85.: 

|/48 = )/i6"^ = 4>/3; >^l28 « ^"64^ = 4>/2; 

-|/32 + 1/18 — >/50 = 41/2 + 3)/2 — 5}/2 = 2|/2. 
Va» + 2ab^ + ah* — V^a + &)^ • a = (a + 6)l/ä. 

II) @oQ umgefel^rt eine rationale ober irrationale ßal^I, 
toeld^e mit einer SSJurjet burd^ eine Operation ber jtoeiten 
©tufe öerfnüpft ift, unter ba8 SBurjeljeid^en gebrad^t werben, 
fo mu§ man erftere mit bem ©Eponenten ber SBurjel 
potenjieren, j. 95.: 
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'Vi 

b 






III) Um bie ©uninie ober 3)iffcrcnj jtocicr SBurjcIn 
in riiim ^nibxnd ju bereinigen, erl^ebe man biefelbe in bie 
^otenj beg SBnrjeleEponenten, ben bie gefnd^te Söntjelform 
erl^ält nnb rabijiere bie erlittene ^otenj bnrd^ benfelben @i- 
ponenten. 2)er jnle^t erhaltene Slui^brud ift bem nrfprüng^ 
lid^en gleid^, weil p = yp^ ift. 3- S5.: 



]/2 + 1/3 = K(l/2 + 1/3)' — V5 + 21/6; 
^(l/a + 26 + Va — 26) = K^C^a + 26 + l/a — 26)' ~ 



= y^a + 2l/c?^r46^) = V"^*^ 

IV) 3nr SSermeibnng ber 3)iöifion bnrd^ eine Srrationat- 
jal^I, über^anpt jur SBereinfad^nng ber Sied^nnng, formt man 
Srüd^e mit inationalem Sicnner ^änfig fo nm, ba§ ber festere 
rational wirb. 

a) 3ft ber Sftenner eingliebrig nnb l^ei^t er allgemein 

yä^, \o mnitiptijiere man ß^^^er nnb Slenner mit ^a'''''^ 

ober ya"""-^, je nad^bem n^m ift. Um alfo: 

Ya, Y<'^, yö^i >V 
CMS> bem SRenner fortjufd^affctt, multiljtijicre mon bcjttgttd^ mit 

ya, V^\ Vi, Va. 3. ».: 

1 _ i-yi _i,/^. A = !.V25- 
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a — b ,/ ? a — b a — b 



V^^b; ±=4 = i^|/M^6 



yä^^ ^ ' l/a + 5 a + ft 

b) SBcfte^ ber Sicnner au? bcr ©ummc ober 3)iffercttj 
jtpcicr üuabratttjurjeln ober cntl^ält er eine rationale ßal^t 
nnb eine Duabratourjcl, fo benu^e man bie gomieln § 21, 
Seite 87. Q. ».: 

^^»(l/3 + >/2)^=5+V2i; 

Yi — VI 2 ^ 

5 — V3 (5 — yS) . (i + Syä) 7 + 3^3 

^M^— > III 6SS9 ■ ■ ■■' ■ ■■■ ■ « I »^ ■! ■ Ml I 1 -- — ■ ■ SSB5 ■■^^■i I ■ ■ ■ ^»^^ • 

4 — 2|/8 (4 — 21/3) . (4 + 2y3) 2 

V) 3)a8 fnrbifd^e Sinoni. 

a) eine Sa^toerbinbung öon ber gorm a + yi Reifet 
ein fnrbifd^eg SBinom ober eine furbifd^e gal^I, a xi^x 
rationaleiS , b ifft inationole^ ©lieb. ®ie gorm a + Yb 
ift bie cinfad^fte fjorni (Siomialform) einer furbifd^en Qofjii. 
2e|tere umfaßt bie rationale unb irrationale 3<^^t ^^^ befonbete 
göQe; benn ani a-^yi entftel^t für 6 = bie rotionate 
3a]^I a unb für a = bie inationale ®rö§e h. ©inb jtoci 
furbifd^e ^(x^tn einanber gleid^, ift aQgemein: 

1) a + yb = a, + y\, 

fo beftel^t einerfeitg ©leid^^eit jwifd^en il^ren rotio^ 
naien Seilen, a^^a^, unb anbererfeit^ jwifd^en il^ren 
irrationalen ©liebern, yi^^yb^, 3)enn auiS ber ©lei- 
d^ung 1) folgt: 

2) 6 = (a, — af + b, + 2{a^ ~ a)]/^. 

S)a b eine rationale 3at)I bejeid^net, fo mujs ber ?lui5brutf 
red^ts eine 8at)I berfelben ?lrt barfteQcn. 3)ie{e ®ebingung 
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toitb nur crfüQt, tocnn Oj — a = , b. 1^. a^ = a ift, toorouiJ 
bic ©leid^l^eit 6 =» ft^ unmittelbar folgt. 

b) Unterfd^eiben fid^ jtpei furbijd^e 93tttome nur burd^ baS 
SBorjcid^en bc8 irrationalen ©liebeS, fo fagt man, bie Qa^tn 
feien inbejug aufeinanber lonjugiert furbifd^, j.©. ö+V? 

unb ö — ]/!, aUgemein : 

gür baS praftifd^e Sied^nen mit bicfen toid^tigften furbifd^en 
ßal^Ien mer!e man fid^ folgenbe leidet ju beweifenben gormein: 

1) w + wi = 2a; 2) u — u^ = 2yb; 

3) M-Wi=a^ — 6; 4) u^ + u,^ = 2(a^ + h); 

5) M« — Uj^ — 4a>/6. 

®te Summe ober bie Differenj ber üuabrattourjeln aug Ion? 
jugierten jurbifd^en Sinomen, alfo ein Slugbrudt öon ber gorm: 

Va + yi ±Va-yb, 

Iä§t fid^ im allgemeinen ebenfalls burd^ eine jtoeite SBurjel 
aug einer furbifd^en QafjH barfteQen. Um bie gormel ju 
finben, nad^ meld^er bie Umformung biefer aSer!nü:pfung in 
eittttt SBurjelauSbrudE ooQjogen wirb, fe|e man vorläufig: 

Va + yi ± Va-yi = Vx + Yy. 

(Sr^ebt man biefe ©leid^ung in^ Duabrat, fo entftel^t: 

2a + 2]/a2 — b ^x + Yy. 

9lun beftel^en nad^ a) folgenbe SBejiel^ungen: 

x = 2a unb >^y = 2ya2 — 6. 

S)urd^ ®infe^ung biefer SBerte für x unb Vy in bie erfte 
©leid^ung entfielet: 

I. gormel: Va+Yb ± Va — Yb = y2(a + }/^^^. 

®iefe gormel gilt aud^ für imaginäre SBurjeln (§ 116). @ie 
getoül^rt beim yraltifd^ en SRed^nen befonberS Vorteil in ben 
gäHen, tt)enn ]/a^ — b eine rationale ^c&ji bejeid^net. 3ft bie 
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®xS%t yi mit einem (tationalen) ^cittox bel^aftet, fo fd^affe 
man benfelben junä^ft unter bai SEßutjeljei^en. Q. S3.: 

V? +2l/6-y7 - 2>/6=-y7 +1/24-^7 -^24 = 

= ^2(7—1/^9^^14)= 2. 



V7 + VT3 — Vi — 1/13 = 1^2(7 — 1/49 — 13) = 1/2. 
yS+l/Iö + yS-VTö — l/2(8+y64 — 15) = 

= y3Ö unb y2. 

>» 

Umgefcl^rt lann man einen ÄuiSbrud öon ber fjorm Vm + Yn 
tttbie Summe jtoeier einfad^en Dnobratourjeln öon ber gorm 
y« + "^ öerwanbettt, in toeld^er ein ®Iieb ouä) rational fein 
lonn. 3)ie fjormel, mittetö toeld^er man biefe g^riegung ani^ 
fül^rt, !ann man aui^ I ableiten, wenn man: 

\t^t, \o ba§ aV\o: ^ 

a = -J-w , a* — 6 = ^n , 
mitl^in 

6 = «2 — ^n = i(w^ — n) unb >^ = W^^ — ^ ^tei>- 

©c^t man biefe SBerte in bie Umlel^rung ber gönnet I ein, 
fo entfielet: 

II formet: 

3)ic ^Inwcnbung biefer gorme l l^at nur bann einen Qtotd, 
wenn ber_ Slugbrud ]/m* — n eine rationale ßal^I borftcQt 
fJaUS )/w mit einem (rationalen) gaftor öerfnü|)ft ift, bringe 
man bcnfelben juerft unter baS SSurjeläeid^en. gormel II 
bient aud^ jur 93ereci^nung ber Duabratn)urjel auS einem 
furbifd^en SSinom. 

S5eif:pielc: 

1) Vu'+ ]/l8Ö . $ieriftw = 14, w=180. Diefe 
3a^tentt)crte in fjormel II eingefe^t, giebt: 
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l^u + yTsö = 



== 1/^(14 + yi96 - 180) + V^{U — l/i96 ~ 180) 

=y^+v^=±(3+i/5). 



2) Vll — 3>/8 = y 11 — }/72 = 

=yi(ii+7)-yi(ii-7)=±(3-y2) 



3) y8 + 2yi5=y8+y6ö= 
=yi(8 + 2)+yK8^"2)=y5+y3. 



4) y2+y3-yK2+i)+yi(2-i) 

=y!+yi=i(y6+y2). 



VI) S)ic SBercd^nung ber irrationalen Ouabrat- unb ^bit 
tDurjcIn gefd^icl^t naci^ bcn im erften unb jmeiten ?lbfci^nitt 
(§ 61) für rationale SBurjeln angegebenen ?Jerfa]^ren. SBill 
mon irrationale Ouabrat^ unb Äubifwurjeln auf n ©ejinialen 
bereci^nen, fo l^&nge man bem SRabifanben 2w, be^n?. 3n 
giuHen an, fc^reibe 5. SB. ftatt: y2 (3 ©tetten) ypÖÖÖÖÖ 
ober füge, nad^bem bie ©anjen ber SBurjel bered^net finb, ben 
erl^oltenen SReften red^tS jtoei beju). brei JRuUen an. S5ei ber 
SSurjelau^jiel^ung au§ einem S^ejimalbrud^e t)erfa]^re man nad^ 
bcn in § 61 angegebenen SRegeln. 3ft ber Sienner be^felben 
!eine rationale Qa^l, f gebe man burc^ Stnl^ängung oon Siuüen 
bem 3)ejimalbrud^ 2w ober 3n ©teilen, je nad^bem bie jtoeite 
ober bie britte SBurjel bered^net »erben foQ, fo ift j. 85.: 

yöii = 1/0,40|00100 = 0,632 • • • 

(Sinen getoöl^nlid^en SSrud^, beffen SKenner nid^t eine jweite 

ober britte 5ßotenj ift, öertoanbelt man öor ber SRabijierung 

enttoeber in einen S)ejimalbrud^, ober man mad^t ben Slenner 
na^ IV) rational. @o ift j. S5.: 

yi^VÖÄ, ober 1/1 = 1^ = 2:lf:i- = 0,6324 .. . 
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$at man n ©cjimalftcttcn einer irrationalen Onabrat^ 
»nrjel bereci^net, \o finbet man eine »eitere ?lnja]^I ©teHen 
leid^ nnb Inrj bnrd^ Slnwenbnng ber lurgen 3)iöifion (An- 
l^ang). S)a n&mlid^ bie Cua brate ber folgenben gefud^ten 
giffem fo Hein finb, ba| fie auf bai^ ®rgebni^ ber ffted^nung 
feinen @influ§ l^aben, fo !ann mon erftere unterbrücfen. SBe- 
jeid^net man bie ert)altenen S^^txn öon yW mit a unb ben 
Sieft mit r, fo ift: 



N=a^ -{- r unb Ya^ -j- r = a + 



2a 



tt)enn r im SSergleid^ ju a einen fel^r Keinen SBert augbrüdt 
S)enn in: 

bejeid^net (^) unter biefer Öebingung um fo mel^r eine fel^r 

Heine 3^^^ ^^^ ^**^^ ^^ ^^ ffted^nung öemad^läffigt toerben. 
©tatt alfo baS SRormalöerfal^ren bur^jufül^ren; l^önge man 
bem SRefte r eine 9lutt an unb bered^ne bann jur ©rmittelung 

ber folgenben « 3)ejimaIft^Qen ben SBert beö Quotienten ^ 

mittels ber !urjen 3)iöifion. 

aSeifpiet 





1/5 = 2,2360679 




4 


40 -r- 


. 100 


2 . 40 + 2* = 


84 


440 : 


1600 


3 • 440 + 3« = 


1329 


4460 : 


27100 


6 • 4460 + 6» = 


26796 


4472 : 


3040 


4472 h- 


3040 




2683 


447 : 


357 




313 



44. 
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(Srläuterung. ®ic brei crftcn DcjitnatftcQen finb burd^ 
bag Sftonnalöcrfal^rcn bcftinimt. S)cr SRcft betrögt 304, nun 
ift bie Diöifton 3040 : 2 • 2236 abgclürjt ausgeführt, ©cnan 
baSfelbe Ergebnis entfielet, n)enn man bai^ SBurjelauSjiel^en 
fortfefet. gür bie abgeWrjte ®ered^nung einer Stnja^I 3)ejimat 
[teQen bei ©rmittelung irrationaler Äubütourjeln gilt bie 

toenn r gegen a fel^r Kein ift. ?llgbann ift nämüd^ in 

(? + 8^»)* ^^^ ®^^^* ^^^ ^(Ä + 2a) ^^ *^^^^' ^^^ ^^^' 
fclbc unbefd^abet ber ®enauig!eit ber SRed^nung unberüdtfid^tigt 
bleiben lann. 



langen. 


Ouabrat* 
tour^el. 


ftuMt* 
toursei. 


2 

3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 


1,41421 
1,73205 
2,00000 
2,23606 
2,44948 
2,64575 
2,82842 
3,00000 
3,16227 
3,31662 
3,46410 


1,25992 
1,44224 
1,58740 
1,70997 
1,81712 
1,91293 
2,00000 
2,08008 
2,15443 
2,22398 
2,28942 



®ie SBurjeln auiS 5ßrimjal^Ien fönnen mand^ntal jur 
SBered^nung ber SBurjeln aug jufantntengefe|ten gal^Ien mit 
aSorteil benu|t werben, fo ift j. 85.: 

■|/18 = 3>/2 = 3 . 1,4142 = 4,2426 ; 



8 



yiÖ = 2}/5 = 2 . 1,70997 = 3,41995. 

^efc^id^tUd^ed. @ine aui^fill^rt^e Darlegung bed Srrattonalen 
finbet fid§ im lO.gjud^ bon ©ullibiJ „Elementen". %\t ajcjeid^ttung 

©d^flllet, «rit^metif. 26 
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,,{nrbtf(^e'' S<^% totlä^t fo t^iel als imgereimte, ftnnlofe 3^^^ ^^^^^t, 
lommt )uetß bei Seonarbo gibonacci (1202) t)ot. i>ai bitrd^ 
gormel II @eite 398 audgefptO(i^ene @efe| toat fd^on bem Snber ^f^a^- 
lata bclannt.*) 

*) SBir f(i^Iie|ett ben Slbfc^nitt übet bie gnational^l^ten mit bett 
3Botten beft aRat^ematilerd 0. ^aud: ,,3n bec $Iatonifd^eit S^ule 
galt bie (BtUnnttd^, ba^ ei$ (Urd^eit giebt, toeld^e, auf einet ®eraben t>om 
9htIIpunlt aud atd ©tteden abgefd^nitten, hod^ auf feinen $unft bet auf 
bet (^etaben aufgettagenen unenblid^en 3<t^I^nrei]^e füllten, ald bie ^öc^jte 
fBeii^^eit, unb ballet bet ^^tl^agoteifd^e fiel^tfa|^ toelc^et baS mitf- 
liege ^otfommen fotd^et unmögli^ etfd^einenben (snrdi) (Sh:ö6en äugen- 
fd^einlid^ batlegte, aU eine gdttlid^e (Stfenntnid. 3)ie greinfü^Ugfeit 
in biefet ^inftd^t ift abet uni^ 9Robetnen fel^t abl^anben gefommen; ja, 
man em^ftnbet ^eute faum mel^t bai^ SJlemento, toelc^ed bad SBott ,,irtas 
tionar' in fid^ f (fliegt 3d^ mill nid^t fagen, ha^ e» ungetec^tfertigt 
gett)efen fei, bie fd^atfe Untetfd^eibung bet bitten sföifd^en ßal^len unb 
(Htö^en faEen ^n laffen. 3)ag abet an ©teile bet @d^ötfe unb idt\timmt' 
^eit bet Segtiffe bet Otiten t^ielfad^ unt^etantmottlid^et £eid^tftnn unb 
@d^lenbtian $Ia| gegtiffen l^at, töitb nic^t geleugnet töetben f dunen. — 
9Bad id^ übtigeniS mit htm aEen fagen toiQ, ift nut: bie Seilte t)on ben 
ittationalen S^^^^^ ^^^^ ^n Setbinbung mit bem ^^t^agoteifd^en Sel^tfa^ 
ju btingen, fd^eint mit — mon geftotte bai» SBott — eine ^jäbagogifd^e 
6ünbc iu fein." (ftoffmannjd^e geitft^tift, XII. Sal^tgang, Seite 352.) 



(Siebenter 2l6f(i^ttitt. 
Vierte (£xmtxUxM$ k^ 3fl^Untre$n|f5 : ioutginärje 

§ 116. entfleJ^ung unb Segtiff ber imaginären S^¥* 

S)te aQgcmeine gorm einer rein quabratifd^en ©leid^ung 
ift(§104): x' + q = 0, 

in mi6)tx bag aQgemcine gal^Ijeid^en q jebe :pofitit)e ober 
negative 3^1^! barfteKt. 3ft nnn in befonbern göQen: 

q=l, q = i, 

fo l^ei^en bie ©leid^ungen: 

ic«+l-=0 nnb a;« + 4 = 0, 
njoranS fid^ bie SBerte: 

X = ■)/— 1 unb X = ]/ — 4 

ergeben. Sftun ift aber bie Dnabratourjel jott)0]^I ans (—1) 
atö ani^ (— 4) weber eine :pofitiöe nod^ eine negative 
3a^I, inbem j. ». (+ 1)' unb anc^ (— 1)* bie ^ßotcnj + 1, 
aber niemals ( — 1) liefert. S)enn allgemein l^at jebe gerabe 
5ßotenj einer Qa% mag fie + ober — jnm SSorjeid^en |aben, 



*) @3 ift eine getoig ju Bead^tenbe, bibaltifd^e Sorberung, beim 
matl^entatif^en Unterricht ben ©deutet nid^t el^er in baS Sl^erftänbnii^ Don 
Sianmgebitben; Einteilungen, neuen 3a^^gt5gen u. f. tö. einjufül^ren, Bii$ 
bie 9^otttjenbig!eit ba$u Dorl^anben ift. Wix erad^ten t^ nid^t für 
bibaftifd^ S^^äffig, im Sd^uluntertid^t hit ganje Seilte Don ben ^nx^tU 
großen fortlaufenb burdftjunel^men , forbern Dielmel^r, bie imaginären 
gal^len mit ben quabratifdftcn ®Ieid§ungen ju Derfnü^jfen, ha tefetere auf 
jene S^^^^^ füi^ren. 

26* 
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einen pofitiöen Qa^jUtntotxt. 3n unserer SaJ^Ienreil^e öon 
+ 00 bi8 — cx>, ober in htm geometrifd^en ®ilbe berfelben, 
ift alfo leine QafjH öon ber ®igentümlid^!eit öorl^anben, bofe 
il^r Duabrat eine negative ßal^I giebt. 3)iej[e neue ?lrt t)on 
ßal^ten nannte man in frül^erer ßcit unntöglid^e ®rö§cn, 
toeld^e ®ejeid^nung unglüdlid^ getoäl^It xoax, ba biefc ©rö^cn 
ja t^atfäd^Iid^ öorfomnten, alfo nid^t unmöglid^ finb tt)ie etwa 
ein ediger ÄreiS ober ein runbe^ 3)reied. ®ie je^ige faft 
attgemein übüd^e ®ejeid^nung imaginäre gal^Ien bürfte inbeS 
!aum ein g^^^tl^^t* f^^/ ^^^ baiJ Steinen auf biefe ®rö§en 
filiert unb bie SButjeln ^öl^erer, befonberS fubifd^er ©leid^ungen 
oft in imaginärem ®ett)anbe erfd^einen, wäl^renb fie in SBirf* 
tid^feit reelle gal^len öorftetten. 3)ie öon ®au§ für biefe 
neue S^^tart gewdl^tte Benennung laterale (b. 1^. jur ©eite 
liegenbe) 3^^^ if* unftreitig bie jutreffenbfte unb inl^altöoHfte; 
benn biefe l^at @inn unb ®ebeutung, tt)ie wir aföbalb (§117) 
feigen werben. S)od^ öerbleibcn wir bei ber übUd^en SBejeii^nung. 
SBic wir öor^in fallen, fül^rt bie allgemeine Äuflöfung 
ber quabratifd^en ®Ieid^ung_^ + ^ = a uf äS urjetgrö^en 
t)on ber fjorm Y—l, V—^, allgemein y"— a. ®ie Wi^ 
gemeinl^eit ber Äuflöfung biefer ©leid^ung forbert alfo not^s 
wenbig bie ©infül^rung fold^er ^fi^^tn in bie allgemeine Strit)^* 
metif. SoQen Ouabratwurjeln mit negativem SRabifanben 
einen Sinn l^aben, fo mfiffen wir ben aufgefteKten SSegriff ber 
Duabratwurjel erweitem unb il^n auf biefe 3^id&en augbel^nen. 
SBir öerftel^en unter einer imaginären ^a^l eine 
fold^e, bereu Duabrat negatiö ift 3n ^tvS^tn: 

3)iefe ©lei^ung brüdCt baö ©runbgefe^ einer imaginären 
3a]^l aug. 2)ie Siid^tigfeit ber ©leid^ung ergiebt fid^ au8 bem 
begriffe berüuabratwurjel. (S8 bebeuten alfo bie Slugbrüde 
V— 1, y— 4 bie 3ö^Icn, bereu Duabrate (— 1) bej». 
(—4) finb. 3m weiteren Sinne ]^ei§t j|ebe gerabe SBurjet 
aug einer negativen 3o^t eine imaginäre @rö§e. ®ie cSi^ 

gemeine gorm einer imaginären 3^^! if* ^V'— ^/ w toeld^er 
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ber SRabilanb ( — a) iebc rationale ober irrationale gange ober 
gebrod^ene ßal^I bejeid^net. 

@i5 fei l^eroorgel^oben, ba§ bie ©infül^rung ber imaginären 
ßal^Ien in bie allgemeine Slritl^metif ebenso notwenbig nnb 
bered^tigt ift, toie bie Sinfül^rnng ber öon nnS frül^er be« 
trad^teten 'gal^Iformen. S)ie neuen ßal^Ien werben benfelben 
©efe^en unteröjorfen, toeld^e für bie übrigen SBurjeln gültig 
finb, nur ift beim D^perieren mit imaginören ®rö§en ba8 oben 
aufgefteQte ©runbgefe^ ftetg ju beod^ten. S)a^er nennt man 
bie ®rö§en öon ber gorm ]/— a ber Äürje tt)cgen aud^ 
Süßten. 3m ®egenj[a| ju bcn imaginären werben bie pofitiöen 
unb negativen Qai)Un reale Qa\)Un genannt. 

Äommen tt)ir nun auf unfere ®Ieid^ung ct^ + q=^0 
jurüd. 8lu8 berfetben folgt a^ = — g. Statt — q fann 
man analog ber ©leid^ung (Y— af = — a ben SBert 
(]/^^)* fefeen. bringt man {V—qf auf bie linfe ©eite 
ber ©leici^ung, fo entftel^t x^ — {y—qf^O. ßerlegt man 
bie linfe ©eile in ba^ ^robuft jüjeier SSinome, fo l^at man: 

mitl^in: 

^1 " + V—Q. w^J> ^2 = — y—Q. • 

S)ie vorgelegte ®Ieid^ung l^at alfo jtoei abfolut gleid^e, alge* 
braifd^ entgegengefeftte SBerte, beren Duabrat bie ^ciifi, —q 
liefert. SBir finb alfo genötigt, bie SSegriffe :pofitio unb 
negatiö aud^ auf bie imaginären gal^Ien anjutoenben unb 
fie in pofitioe unb negative ®rö§en ju unterfd^eiben. ®ie 
SBurjeln ber ©leid^ung a;^ + i = finb alfo: 

ajj = + ]/— 1 unb a?2 = — ]/— 1 . 

®eibe SBurjeln finb bie (Sinl^eiten ber imaginären gal^Ien unb 
fie werben nad^ bem SSorgange von ?lrg anb mit i (bem 
Slnfanggbud^ftaben beg SBortei^ imaginär) bejeid^net, fo \)a^: 



Sebe imaginäre Duabratwurjel Y— a Iä|t fi^ 
auf bie imaginäre ©inl^eit jurüdffül^ren. 2Äan lann 



406 



@iebentet $[bf(i^mtt. Smaginftte S^^^^^^- 



TtäntUd^ jcbc imaginäre @rö§e in ein ^robuü auiJ einet 
reellen :pojitiöcn Söl^i ^«^ ^^^ intaginilren (Sinl^eit 
jerlegen. @o ift j. S.: 

unb allgemein: ^— a = Ya' ")/— 1 = iVa . 

§117. Seomeitif^e ßetf{ttnlii|ttng bet imaginären ^tiiHtn. 

3)ie aianmle^re ift einjig unb aQein baSjenige ®ebiet; 
toeld^eg eine tt)ir!lid&e 3)arfteDung (SSeranjd^auIic^ung) ber 
imaginären S^l^Icn ermöglid^t. 

1) Um biefe Slrt öon ^(x^tn ju öerfinnüd^en, nel^men 
wir junäd^ft bie imaginäre ©inl^eit unb fe^en biefelbe = x , 
Qtfo X = y— 1 ober a:* = — 1 . Die gal^I x foQ aljo bie 
©igenfd^aft l^aben, ba§ naci^ bem SSegriffe ber imaginären ßal^I 
il^r Ouabrat bie negative 3^^! (— 1) liefert S33ir toäl^Ien 
(gig. 45) eine unbegrcnjte ®erabe, welche ate SJerfinnüd^ung 
atter reeKen 3at)Ien bient. 

@e|en wir auf biefer ©eraben bie ©trede 0^ = + 1, 
fo ift ber i^r gleid^e ?lbfc^nitt 0-4i = — 1. SSefd^reiben wir 



ex?- 




4-00 



nun aus bem SlnfangSpunft mit bem ^albmeffer OA ben 
Äreig unb jiel^en ben S)urd^meffer jBjBi fenfrec^t auf ber 
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©crabctt, \o ift nad^ bcm i^Ianintctrifd^en Scl^rfa^c: 3ebc fenl^ 
re^te ^albjctine ift mittlere ^proportionale jtoifd^en 
ben Sfbjd^ttitten beS ©urd^ntefferiS: 

OB" = Öl . 04 = (+ 1) . (- 1) = — 1, 

unb folgüd^: x^^=OB^] ^ mitl^in 

^ie ©trecfe OB öeranfci^auUcl^t oljo bie :pofitiöe imaginäre 
©inl^eit. . 

©ntfpred^enb biefem SSerfa^ren !önnen alle imaginären 
Duabratwnrjeln aU mittlere geometrijd^e 5ßro|)ortionaIen öon 
pojttiöen unb negativen 3<J^t^^ lonftruiert »erben. 3)ie* ima= 
flinären ©röfeen erfd^einen bann ftetg aU ©treden einer 
©eraben, toeld^e im Slnttpnnfte anf ber bie reellen 3^^^^^ 
Derfinnlid^enben Sinie fenfred^t ftel)t. Slug ber 3)arfteDung 
(gig. 45) ift aud^ erfid^tlid^, ba§ bie reeKen nnb bie imaginären 
ßal^len nur bie SluII gemeinfam l^aben. Unb wenn toir ent= 
fpred^enb htm ©ebraud^e bei ben reeKen S^^ten aud^ bei ben 
imaginären ©röfeen mit SRüdCfid^t auf ben ®egenja| ber Sagen 
t)on OB unb OJBi bie SRid^tungSjeid^en + unb — toäl^Ien 
unb OB = + i fe|en, fo öerfinnlid^t OB^ bie ßal^I — i. 
®^ werben bal^er aUe pofitioen imaginären Qaf)Un +y—a 
auf ber obern ^alba^jie unb atte negativen ®rö|en biefer Slrt 
auf ber untern ^atbad^fe liegen. ®a alfo bie imaginären 
Saluten bei il^rer geometrifd^en 3)arfteIIung ate feitlid^ öon 
ber reellen ßal^Ienreil^e liegenb erfd^einen, fo werben fie nad^ 
®au§ jutreffenb laterale Qa^Un genannt. 

2) 3iiw SRad^weije einer anjdfiaulid^en SSebeutung oon 

Y— 1 gelangt man aud^ burd^ Slnalogie. S33ir l^aben unS 
baS ©ebiet ber pofitioen unb negativen Qaf)Un burd^ eine nad^ 
beiben Seiten unbegrenjten ®eraben ML öerfinnlid^t. ^aben 
nun jwei 5ßunlte B^ unb B^ t)om ÄnfangSpunft, ber Ä l^ei^en 
möge, gleid^e Entfernung aber entgegengefe^te Sage, unb 
toeranfd^aulid^t ber ^4?un!t 5^ etwa bie Qai)i + a, fo ftettt B^ 
bie 3(jßl — öt öor. 2Ran ge^t l^ier alfo offenbar öon 5ßunft 
JBj ju 5ßunft B^ über, mit anbern S33orten: man überträgt bie 



^4#: Ä 
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©trcdc AB^ tM bcr Sage (rc^tiS öon Slutt) auf bcr fftid^tuitg 
-4i in bic cntgegcngcfcltc Sage (tttifö Joon Slutt), auf bic 
Sdid^tuug -iJlf, iubem man bcr ßal^I + a baS entgegen^: 
flcfc|tc Scici^en, alfo — toorfc^t. Die SSorfe^ung bei^ SKtnug« 
jei^enS tann aber aud^ mit t)oIIem 9leci^t ali^ eine Wtvilixplu 
lation mit bem Äoeffijicnten ( — 1) aufgefaßt toerben, 
fo ba§ ÄB^ = {—\)'a unb fonfcquent biefer Sluffaffung 
AB^ — (— 1) . (— a) ift. Die Übertragung ber ®rö§e + a 

in (— a) fann alfo 
*"■ *^' baburd^ BetoerlfteHigt 

toerben, ba§ man bie 
^ erftere mit (—.1) mut 

tiptigiert Der gaftor 

(— 1) l^at alfo ben 
-j^- j&- ©l^arafter, baß er 

bie toed^felfcitige Se^* 

jiel^ung auSbrücft, 
cf xotiä^t jtoifd^en \^vx 

Sagen öon irgenb %xotx 
f in gleid^em Stbftanbe 

Don A^, aber in cnt- 
gegengefe^ten SRid^tungen liegenben ?ßunften befielet. (SSer- 
gleid^e § 38, 3.) 

ßiel^t man nun bur^ A bie" ©enfred^te BQ ya ML 
unb trägt auf BQ öon A aus bie ©trede a naä) oben unb 
unten ab, fo brängt fid^ uni^ bie grage auf, ob man aud^ 
einen g^ltor finben !ann, mit weld^em man AB^^=a 
multiplijieren mu§, um biefe ©trede in bie Sage AB 
ju übertragen. SKad^ ber öorliegenben Analogie bürfte 
e8 nid^t fd^toer fein, ba8 aritl^metijd^e geid^en ju finben, toeld^eS 
bie Drel^ung ber ©tredfe AB^^ in ber ©bene um einen SSSinlel 
t)on 90® auSbrüdEt. ®ejeid^nen toir ben gefud^ten Drel^ungS- 
ober SKd^tunggfaftor mit f, fo öerfinnlid^t AC^ bejto. $ßunft 
Ci bie 3^'^^ /"•(+«) = + /*•«• ^ö nun offenbar bie 
®erabe AM iVi AB biefelbe Sage l^at bie AB ^m AL, fo 
mufe man bie gal^I für AC^, nämüd^ +/"•«/ totebcrum mit 
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f jmtltil)tt5icrcn, um bic ©trcdfc AC^ auf AM jjx übertragen. 
aWitl^tn bejeid^net ber aritl^metifd^e ÄuSbrud +/'^*-a bie 
©trecfe AB^. ©tefelbe ©trecfe öerfinnKci^t aber naci^ frül^eren 
SJorlegungen au^ bie 3^^^ — «• Salier niu§: 

+ /•« . a = — a unb f— + /— 1 fein. 



S)er gcfttd^te goftor l^eifet alfo +l/— T unb bie ©trecfe AC^ 
öerfinnlid^t alfo bie 3^'^! •\'f'a^=^'\'a^ ]/— 1 . ©an j auf 
biefelbe SBeife finbet man burd^ Übertragung ber ©trede AB^ 
auf bie ®erabe AQ für -iC^ bie 3ö1^I* 

5Bie ©trede ^C,, toelci^c ber Sage nad^ AG^ entgegengefe^t 
ift, öeranfd^aulid^t alfo bie 3^^! — a • y— 1. S)er ®egenfa| 
in ben Sagen ber Äbf^nitte AC^ unb AG^ finbet alfo burd^ 
bie SBorjeid^en + unb — öor bie 3ö^Ifl^ä6c « • Y^ 1 P^t- 
Baren Slu8brud. SHe ©rel^ung ber ©tredte AC^ in ber ®bene 
in bewfelben ©inne wie öorl^in um 90 SBinfelgrabe toirb aritl^- 
metif d^ burd^ bie 3^^^ +/**•« aui^gebrüdCt, f o ba§ man alfo 
für bie ©tredCe ^J?i = + a aud^ nod^ ben biefcm gleid^en 
SBert + /•* • a erl^ölt. ©g ift alfo: 

©e|t man a gleid^ ber Söngeneinl^eit, fo ift: 

^Ci~+}/^=n: unb ^Ci = -l/^^. 
b. 1^. bieje ©treden öcranfd^aulid^en bie lateralen ©inl^eiten. 

%vt allgemeine Slritl^metil befd^äftigt fid^ alfo mit jtoei 
ßal^Ienreil^en, ber reellen unb ber imaginören. %vt le^teren 
3a]^Ien toerben burd^ eine ®erabe jur Stnjd^auung gebrad^l, 
»eld^e im Sluttpunlt auf bem ®ilbe ber reellen 3^^!^^^^^^^ 
fenfred^t ftel)t. Die ®erabe, toetd^e bie Ie|tere 3^^^^^^^^^^ 
t)erfinnlid^t, nennt man bie Äd^fe ber reeQen, unb bie jtoeite, 
jur S)arfteIIung ber imaginären 3ö^Ien bienenbe ®erabe bie 
%6)\t ber imaginären 3ö^Ienrei]^e. ®ie geometrifd^e ®ar^ 
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fteQung aQer bid fe^t betrad^teten ga^Iformen befielet olfo aui^ 
Dier gleichen, nad^ einer @eite unbegreniten Xeilen, tpeld^e ben 
©c^nittpunlt pim Snfangdpuntt ^aben. Seber Zeil I|ei|t 
eine ^Ibad^fe. 3^^ ^olbac^fen Deranfd^aulid^en bte pofitiDen 
reeQen unb bie pofitit^en imaginären, unb bie beiben anbem 
bie ne8atit)en reeQen unb imaginären Qa^ltn. S)ie folgenbe 
3ric^nung enthält bie Sitber einiger reeQen unb imaginären 
Sötten. 

Sifl. 47. 
+ 00 
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§ 118/ ftei^nett mit imaginären S^^^^» 

®a aUe imaginären 3ö^^en SBurjelgrö^en ftnb, fo gefd^iel^t 
ia^ Sled^nen mit erfteren nad^ benjelben ©efe^en, bie für SBurjeln 
überhaupt gelten, nur mu§ ftetö bie ©runbgleid^ung: 

befolgt ttjerben. 

1) I)ie Äbbition unb ©ubtraftton innerhalb ber 
imaginären Sö^^Ienretl^e tt>irb gcrabe fo wie mit ben reellen 
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gal^Ien öoUjogcn. ©ine imaginäre ßa^I ju (öon) einer mit 
i^r gteid^artigen bilblid^ abbiercn (fubtra^iercn) I|ei§t, ouf ber 
Äd^je ber imaginären B^^^^i^^^i^^ cbenfo »erfahren, toie bieg 
für bie Äbbition (©nbtraltion) ber algebraifd^cn Saluten 
(®. 99-107) erläutert tt>orben ift. @o ift j. ».: 

5i + 3i = (5 + 3)i; 
allgemein: 

ai + hi = (ö db ^)*' 

Smaginäre ®rö§en tt)ie j/— a bringe man junäc^ft auf bie 
iJorm Ya • i unb bclianbele bie ©inl^eit i in ber 8tec^nung 
toie einen SBuc^ftabcnfaftor, j. 33.: 

/^=36 + y=T6 = 6i + 4i = lOi ; 

/=^ + y^^ — ii/5 + 1^3 = i(>/5 + ys). 

(SBergteic^e Sel^rfafe 6) /3 § 9-) 2)ie algebraifc^e Slbbition einer 
reellen unb einer imaginären 3^^! fül^rt ju einer neuen Qa^^ 
form, ber fomplejen gal^I, weld^e in ben §§ 119 unb 120 
bel^anbelt ift. 

2) a3eim SRuItipIijieren einer imaginären Qa\)l ai 
unb einer reellen 3^^^ b miteinanber multiplijiere man juerft 
a mit b unb bai^ erhaltene ^ßrobuft a6 mit i. ®o ift j. 33.: 

8 • 3 . i — 24i; 8 • (— 30 = — 24i; 

(-8).(~30 = + 24i. 

Sm erften unb britten 33eifpicle erl^alten ttJir junäd^ft bie 
3a]^I 24 auf ber pofitioen reellen ^albad^fe, unb inbem 
ttjir biefe Qdf)l mit i multiplijieren, fd^reiten tt)ir auf bie ent^ 
fpred^enbe Qaf)l ber pofitiöen imaginären ^albad^fe. 33eim 
jtoeiten 93eifpiele ge^en loir burd^ bie aRuItipIifation ber Qa^ 
— 24 mit i öon ber negativen reellen ^albad^fe auf bie 
entfpred^enbe 3^^^ ^^^ negativen imaginären ^albad^fe 
über. S)iefer Übergang öon einem Sld^fenteile auf einen anbern 
finbet überl^aupt ftatt, mnn eine 3^^! mit i multiplijiert loirb. 
©ine reelfe 3^^^ wit * multiplizieren l^eifet alfo, öon 
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biefcr Qa^i aui^ auf bie entfprcc^enbc 3^^! berfelbeti 
(pofttit)en ober ne8atit)en) ^albad^fe ber imaginären 
3a^Ien übergeben. 3n geid^en: 

i • (+ ö) a= + ai. 

3) S)ie S)it)ijion einer imaginären ßal^I üon ber 
gorm ai burd^ eine reelle 3^^^ ^ 9^?^i^'^t/ itibem man ben 

Ottotienten ^ mit i multiplijiert. ®ä ift aljo j. ©.: 



allgemein: 



20i : 5 -« -r- • i «= 4i, 







4) SBa^ bai^ aRuItipIljieren einer imaginären ßal^I 
mit einer imaginären unb bag $ßotenjieren berfelben an- 
langt, jo finbet aud^ hierbei ftetj^ ein Übergang öon einer 
^albac^fe auf eine anbere ftatt. 3)iefe SBa^rl^eit ge^t un- 
mittelbar aui^ ben ®rläuterungen in § 117, 2) ^ert)ör. SBir 
fanben für ben Übergang öon + 1 (öuf bem pofitiöen reellen 
?lc^f enteile) auf bie abfolut glei d^e © trede -46\ auf ber ©enf^ 
redeten ÄP ia^ Qd(i)tn + ]/ — 1 = i als S)re]^ung8faftor. 
S)ie Übertragung ber ©trede ÄC^^ in bie Sage AB^ n^irb 
burc^ benfetben gaftor bejeid^net, unb tt)ir e rl^alten fo mit a f8 
©rgebnig biejer S)rel^ung ben Sluöbrud (y— 1) • (]/^n^) , 
weld^er bem urf ftrüng lid^en SBerte für ÄB^^ — l gteid^ ift. 
®Ä mu§ alfo (V— l)^ = i^ = —i fein, weld^e ©leid^ung \a 
aud^ nad^ bem SBegriffe ber imaginären 3^^^ nd^tig ift. 

gür ben Übergang ber ©tredfe ÄB2 öon ber negatiöen 
reellen ^albad^fe auf bie negative imaginäre gilt bagfelbe 
3eid ^en, unb tt)ir erl^ielten für ben Äbfd^nitt AC^ bie ^aiji 
— y— 1. f^olgfiä) mu§: 



fein. Snbem ttjir ferner ben ?lbfd^nitt AC^^ —Y—l t)on 
ber imaginären ^albad^fe in bie Sage AB^^ auf bem pofitiüen 
reellen Seile öerfe^ten, erl^ielten ttjir für le^tere ©tredfe ben 
aritl^metifd^en SluSbrudf: 
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ober - i . i = — i^ = _ (-j/^TT)' = + 1. 

©e^cn wir btcfc Übertragungen in bemfelben ©inne fort, fo 
erl^alten wir: 

(+y=ri)^ = i^--}/=T; (+i/iri)« = i8 = + i. 

SBte nun ber Übergang ober bie SSerfefeung einer 3^^^ 
irgenb einer ^albad^fe auf bie fotgenbe arit^metifd^ fteti^ burd^ 
aRuItii)K!ation biefer S^^f ^.^t ^^^ gaftor i bejeid^net wirb, 
fo niu§ umgefe^rt biefe ^Rechenoperation ftet8 mit 
einem gortfd^reiten öon einem Äd^fenteile auf einen 
anbern üerbunben fein. S3ei ber 2KuIti^)Iifation jweier 
imaginärer 3^^^^^^ miteinanber, j. SB. 4i-5i, muttiplijiere 
man juerft mit bem reellen gaftor beö ÜRultipIifatorj^, alfo 
mit 4, ba8 giebt 20 i. S)iefe8 ©rgebniö ift nod^ mit i ju 
multiplizieren. SBei ber S)eutung eine8 ^robutteS au8 jwei 
imaginären galtoren ^anbelt e« fid^ aljo um bie grage: 
wie ift bie ÜRuItipIüation einer imaginären 3^^^ ± ^* 
mit i aufjufajfen? mit anberen SBorten: welcher Über^^ 
gang t)on ber imaginären 3öi^Ienacl^fe finbet ftatt, wenn wir 
irgenb eine 3^^^ berfelben mit bem ga ftor i multtpüjieren? 
SBir multiplijierten öorl^in bie 3^^! + V— 1 , welch e auf ber 
pofitiöen, imaginären §albac^fe liegt, mit V— 1 = i 
unb erhielten (— 1), welc^eg ©rgebni« biefelbe ©trede auf 
ber negativen, reellen ^albad^fe bejeid^net. S)ie 3^^^ 
— y— 1 auf bem negativen, imaginären Äd^fenteile mufc 
tipKjierten wir mit i unb ba8 ©rgebni^ war + 1, alfo eine 
Qa^ ber pofitiöen, reellen ^albad^fe. 3)er I)re]^ung8; ober 
Siid^tunggfaltor i l^at atfo ben ©l^arafter, ba§ er irgenb eine 
imaginäre 3^^! dt^h 6^8^- i§^^ P^ öerftnntid^enbe ©trede, 
auf bieienige reelle ^albac^fe öerfe^t, weld^e ba8 entgegen- 
gefegte aritl^metifd^e JBorjeid^en trägt. 

Definition: SRit i an einer imaginären 3^^^ ^^^ 
SRuItipIifation tioUjiel^en l^ei^t, biefelbe öon il^rem 
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Äd^fcnteite auf bic ^albac^fc bcr algcbratfd^ ent- 
gcgengcfc^tcn reellen Qa\)Unxt\^t übertragen. 

®8 ift bal^cr: 

i.20i=-20, 

in aQgemeinen Qd6)^n: 

i • (+ at) =''+ a. 

^utdti Dotftel^enbe (Stllätung geftaUen fid^ bte ^ü^Uiplilationtn 
imaginfttet S^¥^^ ^i^ imaginären 3^^^^it unb bie ^otenjierung biefer 
3al^Ifotnten ju anfc^auUd^en unb batum leidsten Of^erattonen. SDer An- 
fänger f^rec^e f!d^ über bie Söfung einiger Aufgaben, 5. 33. Don: 

8*.(-4i), 

ettt)a folgenberntagen aud: 3)te 3^^^^ (~ '^0 li^gt auf ber negativen 
imoginören ^albad^fe; (— 4t) mit 8 multi^U§iert liefert bie gol^I 
(— 32 i) auf bemfelben Ad^f enteile. SBcnn id^ (— 32 t) mit % mnltU 
pli^kxt, \o erl^alte id^ bie entf))red^enbe Qaf^l auf ber ))ofiti))en, 
reellen ^albad^fe, nämlidSi (+ 32). 3)Ut^in ift: 

St. (—4t) = + 32. 

3)a8 STOutttpUjieren einer imaginären Qa^ mit einer 
imaginären unb bie 5ßotcnjierung biefer ß^^Iformen !ann aud^ 
bur^ folgenbe Vorlegung jur Stnfd^auung gebrad^t werben. 
I)ie Qai)l +]/ — 1 liegt auf ber pofitiöen imaginären ^alb- 
ad^fc AP (gig. 46, Seite 408), bereu SRid^tung nm einen 
redeten SBinfel, bejto. einen Ärei^quabranten t)on ber pofitiüen 
reeöen ^albad ^fe A L entfernt ift. 3)ag Ouabrat biefer 3^^^/ 
nämlid^ (+ ]/— l)^ = — 1 befinbet fic^ auf ber negativen 
reeQen ^albad^fe AM, bereu ©ntfernung t)on AL ^ tuei Dua* 
brauten beträgt S)ie britte 5ßotenj öon +/— 1 liefert bie 
Qa^ — ]/— 1 , ttjcld^e ber negatiöen imaginären §albad^fe 
augeprt unb biefe ttjeid^t um eine 2)re]^ung bon^brei Dua* 
brauten öon AP ab. 2)er ^otenjttjert üou (+1/— 3)* giebt 
bte Qaf)t (+ 1), U)e(d^e um eine öoQe Umbrel^ung, alfo öier 
Duabrauten bon ber pofititjen reeüen ^albad^fe entfernt ift, b. 1^. 
auf berfelbcn Hegt. 5)ie Qai)! — )/— 1 gel^ört bem Sl^f en- 
teile an, beffen SRid^tung um brei Quabronten wn AP ent- 
fernt ift. 3)ie jtueite 5|?otenj öon ^— )/— 1 , nämlid^ — 1 
liegt auf AM, ttjelc^e 2 • 3 = 6 Ouabranten, il^r tubuS 
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+ >/^=n[ bcfinbet fic^ auf ber §aI6oc^fc AP, tocld^e 3-3 = 9 
Duabrantcn wn bcr pofitben tccQen ^dbac^fc entfernt 
ift hieraus folgt: I)te ^^otenjierung ber imaginären 
3a]^len ift gleid^bebeutenb mit ber SJiuItipIüation 
bc§ S)rel3un9i^abftanbe8 ber fte öerfinnlic^enben 
©trede öon ber pofitiben reellen ^albad^fe. S)iefe 
SEBa^rl^eit gilt übrigen^ aud^ für bag 5ßotenjieren reeller 
3öt)Ien. S)ie bie QafjH (—1) üerfinnßd^enbe ©trede ift um 
2 Duabranten, i^r Duabrat um 2-2 = 4 Duabronten unb 
il^r Äitbu^ (—1) ttm 3 • 2 = 6 Duabranten öon ber pofitiben 
reellen ^atbad^fe ÄL entfernt. 

SSorftel^enbe äBal^tl^eit ift bedl^alb mtd^tig, meil und bur($ fie ein 
Hilfsmittel geboten if^, bie ^oten^ietung unb bie ^uUit)lif ation intaginötet 
Ballten mit imaginären ju t)erfinnli(^en. %)tm Setnenben ift eS ju 
em^f eitlen, mit ^ilfe bei» 3a^(enbilbei» (Stg. ^7) ftdd über einzelne ^uf- 
gaben biefer. flrt aui^fül^rUcI^ aui$5uf4)red^en. 

S)ie ©Icid^ung: 

i • (+ ai) = (+ a) 

gilt auc^, ttjenn bicnegatiöen 9labifanben irrational finb, 
alfo bie gorm +y— a l^aben. @8 ift j. SB.: 

(+ y=^ • (~ V^^) = {+i' ys) • (- iV2) = 

= i.(— i.yTe). 

®ie ßal^I (— i-]/l6) = — 4i ift mit i ju multiplijieren 
unb bertt)anbcft fid^ burd^ biefe Operation in bie entfpred^cnbe 
gal^I ber pofitiöen reellen Qa\)Unxtif)e, nämlid^ in +4. 
allgemein ift: 

1) {+y^^)'{+y^^)={+iVa)'{+iVb) — y^: 

2) (-_1/Z^^).(_yC^6) = (_^yä).(— 1>^) = — >/^.. 

3) (+>/=:^).(->/==6) = (+i>/ä).(--ii/6) = + l/^.| 

4) (_]/Z:^).(+yCi:6) = (--iyä).(+il/6) = + >/^.l 

SSorftel^enbe öier gormein !ann man in bie bciben folgenben, 
in tt>eld^cn nur bie obern unb bie untern SSorjeid^en jugleid^ 
gelten, jufammenf äffen: 
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II) {±y^r^ . {+y==i>) - + yäb. 

S)iefe (Sleid^ungen fpred^en jtoei Sel^rfä^e aui^, nämlid^: 

1) Sel^rfii^: S)ai^ ^tobult jmeier gletd^artigen 
imaginären SBurjcIn ift negativ recU. 

2) 8e|rfii^: S)ai^ $robuIt jn)eier imaginären 
SBnrjelgrö^en mit entgegengefe^ten ©orjeid^en ift 
pojitiö reell. 

5) SSeim praftifd^en JRed^nen nnb jtoar beim SJiuItipIijieren 
nnb ^otenjieren, wli)t^ ein 9Kuftit)tijiercn öon gleid^en gaftoren 
ift, beftimmen bie nnter 4) (erfter Äbfa^) burd^ ©cranfri^anlid^ung 
abgeleiteten ?ßotenjtt)erte ber imaginären ©inl^eit i ben ©inn 
bc^ 5ßrobttfteÄ. S)iefe 5ßotenjtt>erte finb ba^er toofjii jn merfen, 
nnb tt)ir fteHen fie beöl^alb ^ier überfid^tlic^ jnfammen. ffiic 
Äuffteßung jeigt jugleid^ bie ©nttoitfelnng ber ^ßotenjtoerte auf 
rein aritJ^metifd^em SBege auf ©mnblage ber ©runbgteid^ung: 

(]/ — a)* = — a . 
i^ =: i^ . i= — i a=s — y — 1 . 

i* = i3.i« = (— 1)3 = + 1. 



i6 = i* . i« — (+ 1) . (- 1) = — 1 . 

SRan erfiel^t auä biefer Steil^e, ba§ für bie ^ßotenjen t)on v" 
ii^ i^ \xä) bie ©rgebniffe ber t)ier erften 5ßotenjen tnieber^olen. 
®iefe SBa^rl^eit l^aben toir aud^ bereit« unter 4) ©eite 413 
erfel^en. 

S3ejeid^net man allgemein alle ganjen pofitit)en ^ßotenj- 
ejponenten, SluQ nid^t aufgenommen, mit «, fo ift: 

i^n =+1; i^n+l^^ij 

i4»+2 = — 1 ; i*»+8 = — i; 

i4«-|-4 = + 1 ; i^^+ö = -j- i 
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§icrauÄ ergcfecn ftd^ f olgcnbc Sd^rjäfec : 

1) Sel^rfa^: Sebe gerabe ^otettj t)on i l^at reetlen 
SEBert; bcrfclbc ift {+ 1) ober (— 1), jic nad^bcm bcr 
©jponcnt buTd^ 4 teilbar ober nid^t teilbar ift. 

2) Sel^rfa^: Sebe ungerabe $otenj t>on i ift ima^ 
ginär unb jtoar (+ 1) ober (—i), je nad^bem ber Sg^ 
jponent um 1 größer ober um 1 Heiner ali^ eine burd^ 
4 teilbare 3^^^ ifr 

6) Seim SÄuItipüjieren einer reellen gal^I mit i toirb 
erftere nad^ 2) ©eite 411 oon ber $atbac^je ber reellen 
ßal^Ienreil^e auf bie ^albad^fe ber imaginären S^^I^nreil^e 
mit b em f e t b e n SSor jeid^en übertragen , i • (+ a) = + a f . 
2)a]^er »irb bei bcr 3)iöifion, ber inüerfen 8ied^nung§art, 
ber umgefel^rte gortfd^ritt ftattfinben, b. ^. eine imaginäre 
gal^I + ai wirb burd^ i biöibiert, inbem man öon bem ben 
®it)ibenben üerfinnlid^enben ^unft ber imaginären ^6)\t auf 
btn entfpred^enben ^unft ber reeöen Ä^fe übergel^t. ®^ ift 



i- 83- +24»: 
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» = + 24; 


in allgemeinen ßeic^en: 
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ift, fo mu§ umgefe^rt: 
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fein. 



S)ie folgenben Formeln finb nad^ ben öorangcgangenen Sr^» 
örterungen leicht ju enttt)id(etn. ©ei ber rein aritl^metifd^en 
Se^anblung ber ^iöifioni^s Aufgaben bel^anbele man ebenfalls 
bie imaginäre ©inl^eit i afö eine ©uc^ftabengrö^e. 

Arten ber Aufgaben. SRan l^at bei ber S)ibifion foI=s 
genbe gäQe ju unter jd^eiben : 

@(^finer, «rit^mctil. 27 
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1) S)it)ibcttb unb S)iöifor finb inuiginär; bann ift 
ber Duotient pofitit) reell. 






Vb Vb 

2) 3)er ©iöibenb ift imaginär, berS)iötfjor bagegen 
reeU; bann ift ber Dnotient pofitii) imftgtnftr. 

grormel: >S-i^-il/?. 
" yb Yb y b 

3) S)er S)iöibcnb ift reetl, ber ©iüifor imaginär; 
bann ift ber Quotient negatit) imaginär. 

^'^■- ät-m-ryi—'-yi- ■ 



9U knuTflttt Ja^l. 

§ 119. tfntflel^ttng , 8egr{ff nnb IBerfinnni|ttng ber 

' foiti:|i(efen 3a|(. 

1) ©ntftel^ung unb S3egriff. SBenn tt)ir bie gemifd^te 
quabratifd^e Steigung: 

ic*- 6a? + 45 = 

auflösen, fo ermatten tt)ir: 

a: — 3 + >/9 — 45 = 3 + y^'SS = 3 + 6i . 

I)ie Äuftöfung ber ©leici^ung: 

x^ — 2px + 2 =^ 
liefert bie SBerte: 

(c^p + Yp^ — q. 

Sft in ber aBurjcIgröfee Vp^ — q (ber Diölriminante, § 105, 3) 
bie Qai)l q größer als p^ »ie in öorftel^cnbem beftimftten SBei* 
fpiele, fo l^at bie S)ifferetij p^ — q einen negativen äBert, unb 
at^bann ift ber äBurjelaui^brudC imaginär. SSejetd^nen toir hm 
negatiöen SRabifanben mit (— 6*) ünb fefeen p = a, fo ift: 

X = a + by — 1 = a + hi. 
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S)ic ÄufWfung ber öoUftänbigcn quabratifd^cn ©leid^ung ffl^rt 
olfo auf eine neue Art öon Saluten, t)on ber gorm a + bi, 
in »el^er a unb 6 beliebige ^ofitiöe unb tiegatitie reelle 3^^^^^^ 
ober 5RuQ fieieid^nen. S)a 6 auc^ negativ fein fann, fo finb 
Beibe goruien in ber einen a + bi enthalten. ®iefe gewonnene 
neue S^W^tm t|ei|t nad^ ®au§ eine fontpieje Qoi)t, a ift 
i^r reeQei^, bi i^r imaginäre^ ©lieb. I)ie fjorm a + fti nennt 
man bie Siormalform ber !onH)IeEen 3^'^!- ®iii^ ätt>^i font^ 
pleje 3^i^ten einanber gleid^, ift j. ©. a -f- 6» ~i> + 2«^ fo 
beftel|t @tei(^^eit jtoifd^en il^ren reeQen ©liebem, a = p, unb 
©leid^l^eit jtoifd^en ben imoginären Steilen, t^ ift aud^ bi^==qi, 
®enn au8 ber ©leid^ung: 

a + 6i=|) + gi folgt a — p^=i{q — b). 

S)iefe ©leid^ung fann nur unter ber S3ebingung aferid^tig 
beftel^en, tt>enn fott)of|I a — p cX^ au6) q — 6 gteid^ SiuH ift. 
3toei fornpleje l^a^Un, bie fid^ nur burc^ baj^ SSor^ 
jeid^en bei^ imaginären ©liebet unterfc^eiben, alfo 
3a]^Ien oon ber gorm a + bi unb a — bi »erben in 
SSfejiel^ung }u einanber foniugierte*) fontpleje 3^^^^^ 
genannt. 

2) ©eometrifd^e SSerfinnlid^ung ber fomplejen^ 
3a^ten.' SBie bie * imaginären 3^^^^^/ \^ fönnen aud^ bie' 
fornplejen burd^ geometrijd^e ©arfteöungen jur änfd^auung 
gebrad^t »erben. 

»cgriff ber geomettifd^en ^bbition.**) UrHirüngltcl^ l^aben 
XDxx äUT SJerfttittUd^ttttg ber naturltd^cn Sorten bic (Strctfen nur ]§infi^tlidj 
ber Sänge bctrod^tct. Um bie relotiöen gölten snr Stnfd^ouung p 
bringen, benu|ten »ir ntc^t bIo6 bie ®rö6e ber ©trecfen, fonbern audft 
ben @cgen|aj i^rcr Sagen. 8ur geometrtfd^enr SBerfinnIi(^ttttg ber lom* 
^lejen 8a!^tcn tritt ju jenen ©igenfd^often ber ÖJerabcB nod^ bie Slid^tung 
l^inau. ßftnge unb aftid&tung ber ©trecfe bilben bie ©tücfe jum SBegriff 
ber „geometrifdjen Slbbition", m\6^t eine einfache geometrifd^e SSer* 



«^ 



*) 2)ieje 95eäeidjnnng rül^rt öon ©oud^^ (1821) l^er. 

^*) 3)ic «infü^rung .in bicfcn aSegriff ift gtoar jum S?erftänbniffc be» 
über bie SBcrrmnlic^ung Gejagten nid^t .nottpenbig, trägt aber jutn tieferen 
(grfaffen be^ gotgenben ttejentttd^ bei. 

27* 
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• 

ftnnli(^ung bet lompUitn S^W^ ^^^ i^^^ algebraifd^en 9(bbition er- 
möglicht. $(Id Ütnv^^iUi filr bie geometri{($e SlbbiHon gilt: 

Stoei ©trecfen t>on gleid^er absoluter iBänge unb berfelben 
9iid^tttng finb al9 gal^Ien aufgefaßt g(ei($, {o ha% bie eine 
@trecle filr bie anbere ge{e|t merben lann. 

^ie geometrifd^e 9(bbition l^at eine tfoQIomntene Analogie in ber 
SKed^ant!, unb5»oriniSRetoton*fd^en„$araneIogramni ber Gräfte". 
2)tt Bei ber Ttnnlid^en ^arfteSung t>on Gräften nid^t blog bie Sntenfttat, 
fonbern aud^ bie 9lid^tung berfelben inbetrad^t fontntt, fo ijt bie @tredCe 

t)ermöge il^rer ©igenfd^aften Sänge 
gig. 48. ^ unb 9li d5 1 u n g ein f e^r stoedtmdftige« 

©itb für eine mei^anifd^e Äraft. 
äBirfen jtoei med^anifd^e ^äfte, bie 
©eitenfräfte AB unb ÄC, mit ben 
Sntenfitäten 2 unb 3 unter einem 
SBinlel « auf einen ^unlt A (^g, 48), 
\o iftbie diagonale AD bed(au^ 
ben gegebenen @tüdCen gebilbeten) $araMogrammi^ ABDC bie SJ^ittel- 
Iraft ober SlefuUante, gteid^ ber ©umme ber ©eiten!räftje*), b. 1^. 

t^ ifti 

AB + AC ^ AB + BD ^ ÄC + CD =- AD. 

®enatt {o't)erl^&It ei^ fid^ mit ber geometrifd^en ^bbition t?on Stredfen 
Derfd^iebener Sflid^tung. Ttan nennt in ber ©eometrie bie gerat>= 
lintge ©ntfernung ber ©nb^junfte A unb D, alfo bie ©trcde 
AD, bie Summe ber StredCen AC unb CD, unb fe|t: 

ACi+)CD^AD, 

tiefer Seftft|ttng s^folge betrad^tet man in einem ^reiedC ABC hie 
Seite AC a\^ bie Summe ber anbem Seiten unb fd^reibt: 

ÄB{+)BC'^AC. 

^iefe ©leid^ung erfd^eint aKerbingd aU eine Ungereimtl^eit, toexm man 
nur bie abfotuten Sängen ber StredCen, be^to. t^re abfotuten S^^lcn^ 
loerte im Sluge l^at, ba nadj SufUb („Elemente", I, 20. Sa|): 

AB + BC>AC 

ift. a)ie «uffaffung ber Stredfe AC aU Summe t)on AB nnh BC ift 

*) SWöbiug ^t biefeä SBerfal^ren, j»ei ^äfte mitteliJ beS ^äftc= 
^araMogrammg ju il^rer 8flefultante ju fummieren, in feiner. „Statif" 
§ucrft atö rein geometrifd^en ©egriff oufgefteHt. S^x SSerfinnttd^ung 
ber 9led^eno4)erationen mit lontple^en S^i)Un tourbe bie geometrifd^e 
^bbition perft Don ^rganb eingefül^rt unb t>dn &ani toeiter au^:: 
gebitbet, bagegen ^uerft öon SJlalla (1851), Sliede (1866) unb 3)uräge 
(1869) t^ottftänbig burd^gefü^rt unb einmurfi^frei begränbet. . 
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abtx t>iMttmmtn bered^tigt, fobalb aud^ bte 9itd^tung inbetra^t !ontmt; 
inbcm man öon -4. aus in bcr SHd^tung AC ebcnfo on bcn ^uitlt 
gelangt »ie übet bie gebtod^ene Sinie AJBC. Dbige @)(eid^ung l^at 
biefelbe 93eted^tigung, mit loeld^er in bet aSgemeinen ^(titl^ntetil bad (Sr- 
gebntd einet SSetbinbnng avLfi telatiDen gal^Ien Don bet gotm: 

(+ o) + (— 2>), aflo a — 6 (cond. a > 6) 
als (Summe bejeid^net witb (§ 36, testet ÄbfaJ). gut SSetl^ütung t)on 
3Jli6öetftanbnif[en nennt man bie ^mamt öon ©ttedCen, bei weld^et nid&t 
hlt>% bie S&nge, fonbetn aud^ bie 9iid^tnng betf elben in iRed^nung 
gebtad^t »itb, bie 9tid^tungi»{umme, toöl^tenb bie @umme bet aU 
foluten Sängen bie abfotute 
^umme l^ei^t. Um bie Oleid^^: ^«- *^- 

ungen bet 9{i^tungd{umme unb 
bet abfoluten €umme ju^eiet 
©tttfen jofott beutttd^ untct« 
fd^eiben ju Idnnen, etfd^eint ei^ 
\tf)x 5toedhnagig, nod^ &VLntf)txi 

SJoti^Iag in etfteten ha^ allgemeine „$IulJ" butc^ ein befonbetc« Seichen 
(+) lenntttd^ ju mad^en unb ju fc^teiben (gig. 49): 

AD^^ÄB + BC; AC ^ AB (+) BC . 
©otten obiget ©tllätung jufolge bie ©ttedfen AB unb CD (gig. 50) 
im geomettifdjen ©inne abbiett loetben, fo jiel^e man: ^JE7 # CD unb 




Sifl- 61. 



9ifl. 50. 




CA 





^ietattf AE, totlä^t ©ttedCe bie ge{u(^te SRi^tungdfumme be^eid^net. 2Stan 
fd^reitet alfo l^iet n^ie- in § 35 juetfl Don A nad^ B unb l^ietauf in gleid^et 
güid^tung mit CD m E, fo bog alfo A bet Anfang unb E bad ^\>t 
bet iRid^tungSfumme bet gegebenen ©ttedCen be^eid^net. Umgelel^tt !ann 
man eine ©ttedte AB auf fel^t mannigfaltige SBeife butd^ einen gteid^^ 
mettigen gebtod^enen Sinien^ug etfe|en. ^et mid^tigfte SfaK biefet 3^^- 
legung in ©ttecfen t)etfd^iebenet 9iid^tungen !ommt bann t)ot, menn man 
einen beliebigen $un!t einei^ S^^bei^ bet ^au^ifd^en S^^^I^nebene (f^. 52) 
j. 95. G mit A öetbinbet unb t)on G bie (Senfted^te auf bie teeUe gal^ten- 



'^ 
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aäfSt f&Ht a)aiitt ift AG = ÄF(+) FG. — »ci bet ßcometrtfd&cii 
@u6tra!tion befolgt manbadfelbe Serfal^ten, burd^ toeld^eS bie^^Iegung 
einet gegebenen fitaft nad^ bem ^taIIeIogramms$nn5t|) DoH^ogen totrb. 
Um 5. IB. bie (Sttede ^C7 Don ^£ geometrifd^ $u fubtral^ieren (grig- 61/ 
@eite421), betrad^te man ui£ al9 diagonale, ^0 ald Seite eines 
^otottelogrommS; jiel^t man BE:^ÄC, {0 ift bie 6tredCe AE hit 
gefugte ^iffetenj. ^an-etl^ftltand^ bie^iffetenj, toenn man bie Siid^tung 
üon AC um!eftrt unb abbicrt: AB—AC=«AB+CA 

^AB+BE^AE. 

angenommen, eg fei bie gal^I 1 + » ju öerfinnlid^cn, 
SBir jeid^nen unS ein SSitb ber rceQen unb ber imaginären 
3a]^Ienreil^e (gig. 52). I)aÄ erfte @Kcb ber geometrifd^ bar- 
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jufteQenben ^a^ nämlid^ + 1 »irb burd^ 5ßunft B auf ber 
reeQen pofitiöen ^atba^fe üeranfd^autid^t. 3)a baS jtoeite 
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@tteb + i pofitiö imaginären ©l^aroftcrS ift, f o ntüffcn ttir bic 
rccHe Äd^fe öerloffcn unb auf bcr Äd^fe ber pofitiücn lateralen 
3a]^Ien um eine Sängeneinl^eit fortfd^reiten. ©rrid^tet man in' 
ben 5ßunften B unb C bie ©enlred^ten auf ben jugel^örigen 
Sd^fen, fo fd^neiben fid^ biefe JRed^tminfeHgen in D. 35a nun 
BD = AG ift, fo erfüttt ^unlt D bie ©igenfc^aft, ba§ fein 
abftanb t)on bcr imaginären Äd^fe, nämlid^ AB bie S^l^t + 1 
unb feine ©ntfemung öon ber reellen Äd^fe, atfo BD bie ßal^t i 
üeranfd^aulic^t. SRitl^in ift bie gebrochene Sinie ABD, bejtt). 
bie Slid^tungi^fumme AD ober 5ßunlt D bai^ Silb ber gal^I 

1 + i. • ■ . 

Um allgemein bie fontpleje 2>^^ a + 6i ju fonftruieren^ 
fud^t man biejenigen ?ßunfte auf ben Äd^fen, toeld^e ben 3^^^^^^- 
a unb li entfpred^en, unb errid^tet in biefet^ ?ßunften bie ©cnf^ 
redeten, ber ©d^nittpunft berfelben ift ber gefud^te $ßunlt. 3ft 
a pofitit) unb 6 negatib, fo liegt ber bie 3^^^ oerfinntid^enbe 
^unft im vierten, n^enn a bagegen negativ unb l pofttit) ift, 
fo befinbet fi^ ber 5ßunft im jnjeiten Ouabranten (Srtbe). 
§ieraui^ ergtebt fid^, ba§ bie lompiejen 3^^^^^ ^^'^^ ?ßunfte 
ber burd^ bie reeHe Äd^fe unb bie imaginäre Sld^fe beftimmten 
@bene jur Änfd^auung gebrad^t »erben. Unb ba bie ©ent- 
rechten auf ben beiben Sld^en fid^ nur in einem 5ßunfte 
fd^neiben lönnen, fo ift bie Sage beö bie fontplefe .3ö^I '^^' 
anfd^aulid^enben ?ßunfte3 in ber ®bene genau beftimmt. ?Kfo 
entfprid^t irgenb einer reetten, imaginären i)ber tomplejen 3^^^ 
ein beftimmter ?ßunft ber Sbene unb umgefel^rt, ein beftimmter 
?ßunft ber ®bene berfinnlid^t nur eine Ibeftimmte ^a^. WXÜ 
?ßunft a (5ig. 52) in A, fo »irb a + U = 0, toett a unb h 
ben SBert SRufl erl^alten. %\9> aufd^autid^eö ©ilb aller in ber 
allgemeinen Slritl^metif öorlommenben 3ö^tgrö|en lann mitl^in 
bie burd^ ein red^twinfeligeS ftoorbinatenf^ftem gelegte @bene 
bienen, n^eld^e nad^ il^rem @rftnn'er @au| bie @(au^ifd^e 
3a^Ienebene genannt n^irb. S)ie S3Ubpunfte aller ^(Ajltn 
t)on ber gorm a + 2i liegen in ber ®eraben, toeld^e burd^ 
ben ^un!t 2i bejtt). — 2% parallel jur reellen Sld^fe gejogen 
ift. ?lße ^<äi\tn oon ber gorm 1 + li toerben burd^ 5ßunlte 
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einci^ (Scrobctt öcrfinnlid^t, bic im Äbftonbc + 1 mit bcr imo^^ 
gitiärcn QQf)kmä)\t paxaUü läuft ®er abftonb bcr »über 
bcr Sagten 5 + 3i, 5-3», — 5 + 3i, -5 — 3i t)om 
giuQpitnftc, b. 1^. bic abfolute Sänge, toeld^c bicfcn Qoi)ltn ent 
fprid^t, ift biefelbc, tok tDCitcr rniten gcjcigt toirb. I)ie ©trcdten, 
tocld^e bic Saluten 1 + i, 2 + 2i, oßg^incin a • (1 + i) jur 
Ättf(|auun9 bringen, bilben einen unter einem rechten 8Bin!cI 
gebrod^enen Sinienjug, beffen jtDci Xeile gleid^ lang finb. S)ie 
9tic^tungi^fumme ift bei ieber {omplc^en ßal^I bic ^^potenufe 
ht^ entfpred^enben ©reiedti^. ©erbinbet man bic S3ilbpunfte ber 
ßa^ten 0, +1, + i, 1 + i, allgemein bcr ßal^Ien 0, +a, 
+ ai, a(l + i) iux6) QJeraben, fo entfielen Duabrate. I)ie 
^ JBerbinbung^ ber ?ßun!te, »eld^c btn S^^Un 0, + a, + bi, 
a + bi entfpreci^en, ücfQrt JRed^tcdtc. 

ÜRan merfe nod^ bcn abfoluten ßal^Icntocrt für bic ©trcdCe 
AG (bic SKd^tungi^fummc), tocld^e ben birelten Äbftanb bc§ 
bie fompiejc QafjH a + bi öcrfinnlic^enben 5ßunfte8 O öom 
Änfangi^punft Ä angiebt. Da bie Sänge AF=a unb 
FG = 6 ift, fo ift nad^ bem Scl^rfa^c beS ^ß^tfiagoraS: 

AG^Ya^ + bK 

aWan nennt btn Äuöbrutf a* + ^ bie 3t oxm unb bie pofitiöe 
SBurjel aui^ bemfelben, alfo + ]/ä*~+T^, ben SJiobuI*) ber 
fornplejen Qaf)! a + 6». ®o ift j. SB. bie Siorm ber Qa^m 
3 + 4i, 3~4i, — 3 + 4i, — 3 — 4i gleid^ 32 + 4^ = 25 
u nb il^r ä WobuI gleich 5. 5)er abfolute SBert beg Äu^brudS 
ya*'+ 6* ttJirb öon SBeierftra^ „absoluter Setrag" ber 



lomptcxcn Sal^t a + 6i genannt unb naci^ il^m furj mit \a 
bcäeic^net. S)er öpn SBcierftra^ öorgefci^Iagene 5Rame ift ber 
Srganbfc^en Sejeid^nung „3KobuI" öorjujie^en. 

S)ie lomptejc 3^^! '^^^^ ^^^^ ^Io§ in ber (urfprüng- 
lid^en) gorm a + bi, fonbern aud^ l^äufig in einer anberen 
bargeftejttt. 3^ ^^^\^^ jtoeiten Sejeid^nung gelangt* man burd^ 
ein anbereg ©erfal^ren, bie Sage eineg 5ßunfteg in ber Sbene 
ju beftimmen. 2Ran fuc^t ben Äbftanb beg 5ßun!teg G 

*) öcjcid^nung öon Slrganb (1814). 
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t)OTn SluIIpunft, ben ÜÄobuI, unb ben SBtnfct a, weldjcn 
bic ©trcdc -4(t mit bcr ppjitiöen rceUcn ^atbad^fe 
bilbet. 9laä) trtgonometrtfd^cn äcgriffcn tft im rcd^ttDinlcIigen 
3)rcicdt ÄFG, wenn toir bic abjolutcn ß^^l^^ttjcrtc a nnb 6 
für bic ©tredtcn ^jF nnb FO feftl^atten nnb AG = r fe^cn: 

- = cos a , nnb - = sin a , ober — = i sin a : 

folfllic^: 

a =:; r • cos a , &i ==» r • i sin a . 

3)uTci^ Hbbition bcr bcibcn legten ©tcid^ungcn crgicbt fid^: 

a -\~hi «= r(cos a -{- i sin a). 

3)icfe gorm bct lomplcjcn 3^^^ ^^^6* Wc lanonijc^e, nnb 
toenn r=l gefegt wirb, bie rebnjierte gorm. 33er SBinlel « 
toirb bie Smplitnbe*) ber fomplcjcn 3^^^ <^ + ** genannt, 
r = + Ya^ + &2 ift bcr SKobur. S)ie 3a^t 3 + 4i ^at alfo 
jnr ^KmpKtubc einen 3BinfeI, beffen trigonomctrijd^c 2:angentc 

^ ift, unb mithin beträgt bic ®rö&c bc« SBinletg a für biefe 

ßal^I 53« r 48". SDnrc^ biefen aBinfcI unb ben äÄobuI ber 

3a^I 3 + 4i nämlich +1/3^ + 42 = 5 ift bie Sage be2 biefclbc 
tjeranfd^anlici^cnbcn 5ßunfte2 in ber Qeii)Unthtnt genau beftimmt. 
®iefc ©arfteöung eines 5ßunlteg ber ©au.^ifc^cn l^a^ltmUm 
ift bie nämßd^e, weld^c in bcr anal^tifd^en @(cometric mitteli^ 
?ßoIarloorbinaten gegeben wirb. SDie ©rö^en r unb a l^ei^en 
bie 5ßotarloorbinatcn öon G, r ift ber radius vector, a ba2 
Slrgument. 

§ 120. tteii^nen mit fiim|ile|en gul^Iett. 

S)ie allgemeine Slnftöfung ber gcmifd^ten quabratifd^cn 
Oleic^ung : x^+px + q = 

mad^te bic (Sinfü^rung ber lomplejen 3^^^ in bic allgemeine 



*) ^ic Benennungen „Slmplitübe" unb ^^rcbujiette gotm" 
tül^ten Don iSaud^^ (1821) l^et. %)tx 9lamt „9li>xm" ift Don ®aug 
(1831) in bie ^titl^metil eingefül^tt motben. 
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Slritl^tnetil notioenbig. Z)a btefe neue l^ai^Vioxvx eine Ser^ 
binbung einer reeSen unb einer intaginSren 3<^^t ^% \^ pfiffen 
tpir ben begriff ber @umnie bal^in ttvmtttn, ba^ fie au^ 
nngteid^artige ; loefentlid^ üerfd^iebene 3^^^^^ jufamnienfaffen 
lann. Unter ber lomplejcn QaijH a + bi ift biejenige QafjH 
ju tierftel^en; xotlä)t fo t)iele reeQen Sinl^eiten enthalt, als bie 
reeQe QafjH a angiebt, unb fo mit imagin&re (Sinl^eiten, als bi 
angiebt. 

1) 9ßa8 bie Xbbition unb @ubtraftion tompltj^ex 
ßal^Ien anlangt, jo werben biefe Operationen nad^ benfelben 
©efe^en öoHgogcn, toeld^e für ©ummen unb Differenjen reeller 
gal^Ien befielen. (SS ift j. JB.: 

(8 + 4i) + (7 + 5t) — (8 + 7) + t(4 + 5) = 15 + 9f.. 

3n allgemeinen 3eid^en: 

(a + &i) + Cp + gt) = (a +p) + (& + 2)i* 

2)aS Ergebnis biefer beiben Stec^nungSarten ift atfo im all:' 
gemeinen gleid^faÖS eine lomple^e Qäi)t SDa n)ir über ben 
aaSert, bie SSebeutung beS Slefultatcg ber Sfted^nung mit fom« 
l^lejcn 3öl^^en nur bann ein fid^ereS, IlareS Utteit getoinnen, 
xotttn erftereS bie f^orm a-^bi i)at, fo fud^e man baS 
©rgebniS ftctS auf bieje Slormalform ju bringen. 
SDie Summe jmeicr lonjugierten 3^^^^« if* teell, 
nämlid^ baS 3)oppeIte beS reellen ©liebes, il^re 
3)iffcrenj bagegen ift imaginär unb jioar bem bop^: 
petten imaginären Steile gteid^. 3n 3^d^^n: 

(a + bi) + (a — bi) =* 2a; (a + &i) — (a— &i) = 2-6«. 

3ur SSeranfd^uIid^ung ber Slbbition unb @ubtrattion mit 
fomplejen Qafjiltn öcrfal&re man auf folgenbe SBeife: $ci§en 
bie JU abbiercnben fontplcjen 3^^^^^ ft^ = a + '6» unb 
Tc2^p + qi, fö fteöe man biefetben geometrifd^ bar. (5S fei 

OÄ^--=^p unb A^B^ = qi,^ 

\o toerfinnlid^t ber 5ßunlt JB^ bie erfte unb Jßunit B^ bie jtoeile 
lomplege 3ö^t. Irögt man nun t)on aus auf OB bie ©trede 
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Sfig. 53. 



OA^ t:^ a+p ab, errid^tet itt A^ auf OB bte ©cufrcd^te unb 

maä)t biefcIBc glcid^ ber ©umntc A^Bi+A^Bz, fo öcrfittttUci^t 

OJSg bejto. 5ßttnlt B^ 

baS @rge6nii^ ber Slb- 

bition obiger f omplejer 

Sollten. 33enfclben 

^ßunft JBg crl^ält man 

au6), tnbent man bic 

^itnfteJBi unb B^ 

mit* öcrbinbet unb 

btefe§ ÖJebilbe bur;!^ 

ßtel^en öon 5ßaraßelen, 

tiämltc^ B^B^ II OB^ 
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Ö 
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unb JBj JBg l OBj , ju einem ^Parallelogramm ergänjt. 

©Ott etoa bie fompteje Qa^t Jc^ t)on einer anbem *, 
fubtral^tert werben, unb wäre Äg etwa burd^ 5ßun!t B^ unb ig 
burd^ 5ßunlt B^ öerfinnlid^t, fo öerbinbc man bie $ßunfte B^ 
unb B^ mit 0, betrad^te OB3 afe SJiagonale, OB3 ate Seite 
eines Parallelogramm^. 33urd^ Äonftruftion beSfetben finbet 
man ?ßunft B^, ber burd^ feine ßage in ber (Sbene bie 33ifferenj 
ber genannten fomplejen 3^^!^ öeranfd^autid^t. 

2) SBeim SRultipIi^ie ren f om|)leger Qa^Un mit lom* 
ptejen fü^re man ftatt +"1/— 1 baS 3^«^«» ±< «»/ ^e- 
l^anbete biefeS. wie einen SSud^ftabenfaftor unb fefee fd^tie^lid^ 
für bie Ißötenjen t)on i bie ©eite 416 angegebenen Jßotenj^ 
werte. 33a§ ?ßrobuft jweier fonjugierten tompUitn 
gölten ift |)pfitit) reell unb liefert il^re „9lorm". 

Sn 3^^^^* 

(a + ht) • (a — 6i) = a« + J2 . 

3) kommen. Quotienten ober SSrüd^e öor, bereu Slenner 
eine !om|)Ieje 3^^^ ^i^r fo if* ^^ ^auptfad^e, mittete an« 
wenbung toorftel^enber gormel jebe imaginäre SBurjel im 
Slenner ju befeitigen. 

a5eif|)iet: , 

e.(a + v-8) ^^(3^^,-3)^ 



3 — }/— 3 



9 + 3 
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3)er OUotietit itpeier lomplesen Qai)Un ift ftetS eine tom))Ie;e 
3al^I. Ättd^ in bem gaöe, ba§ ^öibenb nnb SHüifor fon- 
jngiert finb, liefert ba^ ffirgebni» ber 3)iöifion* eine lompleje 
ßal^I; benn: 

a. — 6» (a — 60-* o* — 6* — t • 2a6 



a + 6» 



o* + 6» 
a« — 5« 



o« + 6« 
2a& 



a' 



+ h* a* + 6« 



4) (Srl^eben toir bie fompteje 3^^! 1 + * it^8 Duabrat, 
jo erl^atten toir: * 

(1 + iy = 1« + i^ ^ 2t — ..+ 2k 

SBie bie ©an^ifd^e ß^^^^^ebene (gig. 52) jeigt, Kegt bic 
3a]^t 1 + * cinf ber Sftid^tnnfl (radius vector) ÄG, welche 
mit ber |)optit)en ^atbad^fe ^jF ben SBinW a = 45® bilbet. 
S)aS Dnabrat ber S^l^t l + i, nämlid^ + 2i, gel^ört im 
ßal^Ienbilbe ber §albac^fe .^fi" an; erftereS liegt alfo auf 
einer Sflid^tung, bie mit ber pofitiöen reellen §atbad^fe einen 
bopptlt fo großen SBinfel bilbet at8 AG. Überl^anpt liegen 
bie Duabrate aQer Qa^Un, mi^t burd^ 5ßunfte ber Sftid^tung 
AG tjeranf^anlid^t werben, auf ber Äd^je AH, Seim 
5ßotenjieren lomplejer 3^^^^^^ ^^^^i ^^^ ^^^ ä^nlid^ 

a5ett)egttng in ber 3^^^^^^^^"^ ^^^ ^^^ 
ber 5ßolenjiemng imaginärer 3^^^^ 
§ 118, 4) ftatt. 3)ie ^ßotenjierung 
lom^jlejer Qai)Un ift mit 3Äutti- 
^plifation beS SDre^ungiJnbftanbeg*) 
il^rer Sflid^tung (radius vector) üon 
ber |)ofitit)en ^albad^fe AF gleid^- 
bebeutenb. SBenn (gig. 54) OJl = 1 
gefefet toirb, unb ^unft B^ bie 3^^^ 

a + & i — r (cos a + i sin a) öerfinnlic^t, 

fo fteöen bie ^ßunfte B^, B^, B^ bie 
jtoeite, britte unb vierte 5ßotenj öon a + hi bar. ffiie 
3)re]^ungi^bogen ber Siid^tungen OB^, OB^ unb OB^, mit 
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aXiit Itm ipofitit^en ^oteniejrponenten. SDlan fel^e 9lote IX ®. 443. 



§ 120. ffitd^ntn mit fotn4)le£en Saluten. 429 

atibcrcn SBortcn: bic SBinfel, bcn bicfc ^etaben mit OÄ bilbcn, 
finb jtoci-, bttu, öicrmat fo gro§ ate bcr SBinIcI, todd^cn OBj 
mit 0^ barftcöt 3)ic Sängen OB^, OJB^f OB^'-OBn finb 
gleid^ r, r*, t^-'t^. SDic 5ßttn!tc B^, JBg/ ^s tt. f. f., meldte bic 
?ßotcnjcn t)on a + 6i jur änfd^anung bringen, finb 5ßnnftc einer 
fönröc, wcld^e ben SRamen ,,Iogarit]^mifci^e ©^jiratc" ffi^rt. 
5) @oB umgefeiirt eine bnrd^ ?ßun!t JB„ bargeftcQte !om« 
pitjce Qa^ burd^ einen ganjen pofitiöcn SBnrieIeE|)onenten n 
auf gcomctrifd^cm SBege rabijicrt werben, fo mn§ man ben 
SBinlel; toetd^en bcr radius vector OJ?« mit OA bilbet, in n 
glcid^e Xcitc teilen. Äföbann öerfinnlid^t 5ßun!t B^ auf ber 

erften Xeilungi^tinie, beffen radius vector OB^ = VoWn Vjt, 
bic gefud^te aSurjet Um j. S3. aus ber burd^ 5ßunlt B^ bar^ 
gcftcKtcn 3^^! P + 2* geometrifd^ bie vierte SBurjel ju jiel^en, 
teile man -^-40^4 in öier gleid^e Xeite unb mad^e auf ber 

erften Xeitungglinie OBi^=}/OBl, fo bejeid^net ber 5ßunft Ji?i 

burd^ feine Sage in ber gal^Ienebene bieyp + gi. 

3nr Ermittelung ber gormel jur SBered^nung ber Duabrat^ 
ttjurjel aus a + bi fefee man vorläufig: 

1) Ya + 6i = a? + yi. 
(Srl^ebt man biefe ©leid^ung ins Duabrat, fo entftel^t: 

2) a + ^* = ^ — y* dz 2a;yi . 
9lad^ § 118, 1) ibeftel^en folgenbe SBejiel^ungen: 

3) a^ — y^'^a, 4) 2xy=>b. 

Diefe ©leid^ungen quabriert, bie erl^aftenen ©leid^ungen abbiert 
unb l^ierauS bie Duabrattt)urjel gejogen, giebt: 

5) x^ + y^ = + ya^~+b\*) 
«US 3) unb 5) erl^ält man: 



aSejeid^net man Ya^ + 6* jur Sürje mit w unb fefet bie 

*) ^iet ift nur baS ipofitiDe S^tjeid^en ju fe^en, koeil o; unb y 
reelle 3al^I^<^ beseid^nen foQen. 
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XBerte filt x unb y in bie erfte @(eid^ung eilt; fo erl^ält man 
bie gefud^te ^ormel, nätnlid^: 

Ya ±bi — y\(w + a)±i. y^(w — d). 

SScifpi.ctc: 

w — ]/441 + 400 = 29 ; 
mithin: 



2 > 



@efd$tcl^ili(^e Semetfungen ^um fieBenten Hbfd^nitt. (Sine 
OuabrattouT^el wxi nmi negativen l^cAjir b. i bie imaginftie ®röte, 
erfd^eint ^um erften "SRaU, feM^ ^<^ ntilDerftanbener Sorm, bei ^e¥04t 
üon SrUsanbtia. 83ia]^magu))tff fo^t in feiner ^Clgebia: ,;(£8 giebt 
feine OuabtattDUt^el axA einer negatiüen S<i^^i baut bief e ift fein Onobrat/' 
SHe imaginfiren unb Iont|)Usen 3<tl^ten gelangten inbe9 eifi mr9 ^enntnid 
ber 9[uflöfung ber l^öl^eren ©leid^nngen jur (Sinfül^rnng in bie allgemeine 
9[rit]^metil. ^tefelben tonrben aber nrf^rftnglid^ üon einem falfd^en ®eftd^ti^ 
:|9ttnfte oM betrad^tet ,,unb ed n^urbe eine gel^eimnidüoEe ^unleD^eit ^ahd 
gefunben"/ mie ®au6 Bemerft @ie erf dienen atö ein in^ltUerei» 3^<^ns 
]^\t\, man mn^te fie nid^t ^u beuten unb nannte fte „unmdglid^e'' 
%xh%txi, tot\\ fie bnrd^ natürlid^e ^a^tn nid^t erfe^t tuerben lonnten. 
(S(ud^ Differenzen, bereu SSBert eine negatit^e ^Qi[i\\t\txt, tuurben frül^r 
M unrndglid^e ^a\^\tn bejeid^net) S'9CUmbert unb (Suler geigten 
jmar ben S^u^en biefer betben ^oSii^tnmtxi in Dielen Unterfud^ungen, 
bod^ toaren biefe ©rdgen mel^r ge^ulbet ald für bered^tigte ^a^vx m^ 
erfannt. (SS tuar nad^ ^Crganbi» SSorgang bem fd^arf finnigen, Dietfeittgen 
beutf d^en SRatl^ematiter ®au| Vorbehalten, bie imagin&ren unb fom^Ieien 
Bälgten mit Senu^ung geometrifd^er DarfieEungen ^ur ^nfd^auung }U 
bringen unb il^re 2;i^eoric ftreng tmffcnfd^aftUd^ ju begrünben. — %t 
^CudbrüdEe reell unb imaginär finb juerft t)on Dei^carte^ a\^ ^^ 
jeid^nungen ber äBurjeln t)on (i^letd^ungen gebrandet morben.* 

§ 121. «ttittliif. 

Unfere JBetrad^tungcn über ben 3<^^^^^9^iff tial^men il^ren 
Äuggcmggpunft öon ben natürlid^en S^^I^W/ weld^e ©inge ber* 
fetben Art jd^feci^ttoeg gäl^ten. SBir' öerfinnlid^ten uni^ baS uu- 
begrengte ]@Jebict biefer 3öt)Ien burd^ fünfte, bie in gleid^en 



§ 121. mdblxä, 431 

Äbftönben üonetnatibcr in einer wad^ einer Seite nnbegrenjten 
©froben liegen (§ 1). 85ei ber ©nbttaltion trat bie SRot» 
toenbigleit ein, in ber SJiffereni a — 6 ber natfirüd^en Qaf^kn 
bie ttrfprüngttc^e JBebingung a>b fallen gu laffen, bag Qaf)Un^ 
gebiet aber bie fräl^ere (Srenje 9hiQ l^inanS; alfo nad^ ber ent« 
yywBf^lte i @ttk 4in^ unbegrenzt gu ertoeitem. 9tunnte^r 
erl^ielt bie Slutt ben (Sl^arafter einer go^l, btti frül^eren natür- 
Kd^en S^^l^Ien tegten toir ben Slcnten pofitiüe unb ber rtmtu. 
Saffiatt bie SSegeid^nung negative 3^^^ *^*- 8^^ Serpnn* 
lid^ung ber le^teren biente uni^ eine unenblic^e ^(ngal^t üon 
fünften, bie üon SluÖ au« bie ^ßunftreil^e ber natürßd^en 
ßö^Ien nad^ linli^, unb gwar in berfelben ©craben tiegenb, 
fortj|e|te (§ 31). — S)ie S)it)iflon fül^rte ung auf eine neue 
ßöl^Iform, ben Söruc^, tnbem wir in bem Duotienten a:h bie 
urf^mlnglid^e ©infd^rfintung, a ift ein SStelfod^eg öon h, faQen 
liefen unb bie ©efinitionSfomtel (a : 6) • 6 = a aUgentein auf 
3tt^Iöerbinbungen öon ber gornt a : b auSbe^nten, gleid^öiel 
ob b in fl aufging ober ntc^t SBir fteöten bie SBrfid^e in 
unferm geometrifd^en ßal^Ienbitbe burd^ $unfte bar, bie ilire 
Sage gtüifd^en ben bie gangen Qa\jHm öeranfd^ciulid^enben 5ßun!ten 
l^atten (§ 58). — SBeim Äuggiel^en ber DuabrdtttJurgeln gewannen 
wir wieber eine neue B^fltort, bie Srrattonalgal^Un, wh 
inbem wir biefe in unferm ßö^Ienbilbe burd^ 5ßunfte gur ^n^ 
fd^auung brdd^ten, ging ba8 SBilb in eine Ifidtenlofe, unbegrengte 
©erabc über (§ 115). — Um bie reine quabratifd^e ©leid^ung: 

allgemein auflöfen gu Wunen, mußten wir bie imaginären 
Duabratwurgeln ate neue g^^Iart einführen ' unb wir [teilten 
biefe 3^^^^^ ^Pcl^ 5ßun!te einer unbegrengten ©eraben bar, 
weld^e im änfang8|)unft ber bie reelle Sa\jHtnxdf)t öerfinn= 
lic^enben Äinie auf biefer f erfrecht ftel^t (§ 118). — ®a8 
SSebürfnig, bie gemifd^te quabratifd^e ©leid^ung: 

• allgemein aufguWfen, forberte bie (Sinfü^rung ber tompUitn 
So^Un in bie aögemeine Ärit^metil. S)ie imaginären unb 



432 Siebenter ^bfdftnitt. 3madin&te Sal^Ien. § 121. mmid. 

tompltitn ßal^Iett ftnb für bie allgemeine äntoeitbung ber otitl^s 
metifd^en @ejc|e cbenfo SBcbürfntS, toie bie reeöen S^^^i^- 
SDer ®runb, toei^l^aft uiti^ erftere frember unb toemget bebeutfam 
erjd^einett, liegt junäd^ft barin, ba§ in ber reellen ßal^tenrei^e 
bie un« feit frttl^efter 3ugenb belannten natfirlid^en 3^^^^^ 
öorlommen, ba§ wir mit ben reellen Qaf)Un überl^aupt tt>ett 
öettrauter finb aU mit ben fompiejen QafjUtn, unb erftere 
üielfad^ auf @rö|ett Ätttt)enbung finben, bie imaginären Qa^Un 
bagegen nid^t. SDie n)iffenfd^aftlid^e allgemeine Hritl^metif ba- 
gegen braucht in il^ren l^öl^eren Seilen nur bie lom^^Ie^cn 
Saluten ju berüdfid^tigen, »eit biefe ßal^Iart bie reetten unb 
bie imaginären 3^^^^^^ öI^ befonbere gäHe einfd^Iie^t. SWit 
ber lomptejen 3^^^ ^^t ^i^ allgemeine Slritl^metif i^re natür- 
lid^ aSegrenjung gefunben,. eine fernere ©rtoeiterufig beiS 3^^^ 
begriffe ift auSgefd^Ioffen, unter ber SSoraui^fe^ung, ba% 
fämttid^e 8led^engefe|e ber allgemeinen ^rit^nteti! 
getoal^rt bleiben follen. SBiU man einjelne biefer ®efc|e 
faDen laffen, fo fann man aKerbing» beliebig tjiele neue 3<^§t 
formen ini^ Äeben rufen, bie aud^ für gett)iffe matl^ematifd^e 
Unterfud^ungen i^ren SBert l^aben.*) Slber niemate barf man 
tjergeffen, ba§ biefe *®cban!enbinge feine etgenttid^en 3^^^^^ 
ni{|r finb. Die geometrifd^e SDarfteHung ber fompiejen Q(ii)Un 
ergab fünfte, toeld^e aufeerl^alb ber beiben Qoi)Um(i)\tn in ber 
burd^ biefelben beftimmten @au|ifc^en 3^^^^^^^^^^ liegen, 
unb jtt)ar fo, baß jeber 5ßunft biefer @bene eine beftimmte 3^1^^ 
öerfinnlid^t. 

Säte (5rgebni8 ber Unterfud^ungen über bie geometrifd^e 
DarfteHung ber QdfjUm \)at fid^ l^erauggefteHt, ba§ e8 jtoei 
3aI|Iena(|fen, eine reeKe unb eine imaginäre unb eine 
3a]^Ienebene giebt, unb l^iermit l^aben unfere ©rörterungen 
ifber biefen ©egenftanb i^ren äbfd^Iuß gefunben. 

*) ©d^effletS „@itufttion8lairftr' (SBraun^weig 1861), ^amiU 
ton* „Ouatetnionen", ©talmanng ;,Slugbel^imngMel^rc". SKan fel^c 
bie X. «Rote -@cite 444. 



I) ^^tifiU^ti ^uhtta^itttn ttadi htt ,,^rgatt)ttttg9mftl|Qlif ''. ^te 

etgentUd^e ©ubtraftion (§ 4) Dexlangt, ha% man Don einer gegebenen Qa^l, 
bem SOilinuenben; aud um bie (Sin^eiten beS Subtval^enben im 3<^^I(ngebtet 
tüdtocLxtf^ f^reite. Wtan etl^ölt aber auä) bie gefud^te S)ifferen}; mann 
man ))om ©ubtral^enben aui^ hx^ ^um äRinuenben fortfd^reitet, alfo oor« 
toärts jäl^It, b. 1^. ben ©ubtral^enben burd^ ^in^ufügen bon (Sinl^eiten 
jitm SO^inuenben ergänzt. @tatt atfo ^. $. bie 2)ifferen$ 12 — 9 ju 
bered^nen, inbem man bon 12 um 9 Stnl^etten rildmärti^ {d^rettet, jftl^It 
man mit 9 beginnenb bid 12 unb fagt bie l^in^ugefilgten (Sinl^eiien in 
tine 3ö^I (3) jufammcn. 3)iefe Slrt, bie ©ubtroftion auSjufül^rcn, lägt 
fid^ fe^r jmedmägig am Silbe ber natMid^en ßa^Ienreil^e (§ 1) jur $ln« 
fd^auung bringen, ^ie @ubtra!tion mittele (Srgänjen {daliegt fid^ 
unmittelbar on bie Dorau^gegangene Sf^ed^nungi^art; bie ^bbition, an, unb 
j(^on au^ biefem ©runbe foEte t>a^ ^bjiel^en belabifd^er S^^Wt^ tut 
S(§uluntcrrid^t ftetg burc^ Slbbition ausgeführt werben.*) 9Äan gel^e 



*) 3)ie{e SKetl^obe l^at öor bem gebräud^Iid^eren SSerfal^ren »ejentttd^e 
^or^üge. ^ie int^erfen 9^ed^nungi^arten finb überl^auipt {d^toieriger aU bie 
bireften. ^aS S^üdtoartdfd^reiten im S^^^^^ngebiet ift nn^ meniger 
geläufig aU ba« SSormärtSfd^reiten. Se^terei» ift natfirlid^, bai» 
SBorwärtSgel^en in einer ^leil^e (t)on SBorfteHungen ober Segriffen) wirb 
burd^ bie ur{:prüngUd^e ^uffaffung felbfi beftimmt; bad Südwärts? 
fd^rciten ift lünftlid^ unb erforbert jur ©id^erl^eit befonbcrg lüd^tige 
Übung. SS^er woCte fid^ getrauen, o'^ne ani^attenbe Übung $. S. bie ^öne 
eines Siebes, bie SBörter eines größeren ©a^eS u. f. f. in umgelcl^rter 
d^eil^enfolge ol^ne Serftöge mieber^ugeben? ^aß baS „(Srgän$en'' bie 
natürftc^fte unb einfad^fte SWet^obe ift, Ut S)ifferenj ju bered^nen, crgiebt 
fid^ aud^ aus ber S^^atfad^e, baß im })ra!tifd6en Serle^rSleben burd^gdngig 
auf biefe SBeife öerfal^ren wirb. 3)ie gewöl^nlid^e gorm beS ^b^iel^enS 

Sd^üUet, «(rit^ntetir. 28 
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ba^er jur (Stnffll^tuttg in biefe Sotm, bte ^ifferen^ jtoeier S^^^ltn ^u 
beregnen, üon ber £öfung einet Aufgabe ber 9[bbitton, ). 93. 5142 + 4725 
an^, (Sd i|l: 5142 + 4725 » 9867 . SBäte nun etma ber ^toeite 
©untmanb unbelannt, fo toürbe bte ent{:pred^enbe 9(ufgabe ber ©ubtraftion 
lauten: 9867 — 5142. 9laä^ bent ^auptge{e|e ber Subtraftion ift ber 
SOilinuenb 9867 gleic!^ ber @umme aui bent Subtral^enben unb bent fftt^ 
(§ 4). a^an flnbet offenbar btefen 99eft (SHff erenj) , ben ^metten ^um- 
ntanben 4725, inbent ntan bie einzelnen ©teUentoerte bei^ Snh^ 
tral^enben, erften ^ofttni, ju ben gleid^artigen S^ang^tffern 
bei» äRinuenben (ber @umme 9867) erg&njt (Srfe^en tvtr biefe 
unbekttnten ,,(Srgftn5ungi»tDerte" in ber fc^riftUd^en ^arfteQung borlauftg 
burd^ einen $un!t; fo l^aben toix bie urfprfinglid^e %i>xm unter a). 

5142 9867 

a) •••• b) ^ ^^2 
9867 4725. 

Iln @teQe ber fünfte ftnb bie einzelnen iRangjiffem }u fe^en, toeld^e bie 
(SteQentoerte ber S^V^ ^^^^ 5^ ber Suntnte 9867 ergönjen. 2)ie{er Suf^ 
faffung gentft^ f))red^e ntan: 2 @. unb 5 (S. » 7 @.; 4 3* unb 2 3- 
— 6 3-; 1 $. unb 7 $. =. 8 ^.; 5 Sfb. unb 4 Sfb. = 9 Xjb. a)te 
l^injugelegten Sßerte 5 @./ 2 3- u. f. f. toerben gleid^jeitig mit bem 
^ni^pxtd^tn berfe(6en l^ingefd^rieben. hierauf gel^e tnan §u ber 
gebr&ud^Uc^en ^arfteQung b) über. 

SSirb beim (Srgänjen einer IHang^iffer beS Subtral^enben ber 3^^^^ 
überfd^ritten, fo fe^t man bem nftd^ft ^öl^ern @teüenmert bed ©ubtra- 
:^enben eine (gleid^artige) (Sin^eit ju. S)ie 9iid^tigfeit bei? ^erfa^reni» 
berul^t auf bem Sel^rfa^e § b, 5. 



mad^t Anfängern erl^ebltd^e @c^mierigfeiten in ben prallen, in tt^eld^en 
einzelne 9iangjiffern bei» SJ^inuenben tieiner finb als bie 
gleid^artigen (SteUenmerte bei» ©ubtral^enben, befonberS 
menn im SDlinuenben mel^rere S^uUen aufeinanber folgen. 
3)ann tritt beim gebröud^Ud^en ©ubtral^ieren i>a^ fogenannte ,,93orgen" 
ober ;,£ eilten'' ein, eine ^li:p})e; on toeld^er fd^tofid^ere (B^ültt faft 
immer fd^eitem. 2)ie äBal^tl^eit M im bürgerUd^en fieben l^äufig an- 
getoenbeten @ipru(^eS: ,,S3orgen mad^t borgen'' (b. 1^. ba^ Sorgen ber« 
anta^t mand^erlei Sel^Ier), gelangt aud^ l§ier $ur (Geltung. Wuc^ %nt 
Vorbereitung ber ^^lurjen SDibifion" ift bte Einübung ber (Srgänjungg* 
metl^obe notwenbig. — 3)ie Ermittelung ber 3)ifferenj burd^ Äbbition 
tt^ar {(^on ben alten Snbem befannt. ^ied 9led^nunggt)erfa:^ren ift im 
„©anbbud^ ber 5lritl^mctif" (Erfurt 1834) oon Unger unb in Sfio^I, 
„Arithmätique" (1835) erläutert. 3n neucfter 3cit l^aben bcfonberg Ä ob er^ 
^armiJ, 3. (£. SS. ^offmann unb ^alUuS biefe SJletl^obe cmpfol^len- 



(Srgänjitngen utib ^Ctimerlungen jur ^tttl^metil unb Algebra. 435 
»cifptcl: 7 182 

— 3 648 
3 534. 

©:pre(^tt)eifc (ol^nc Benennung bc8 Sftangeg bct 8tffetn): 8 unb 4 
= 12; 1, 5 unb 8 = 8; 6 unb 5 = 11; 1, 4 unb 8 =- 7. 

S)ieie ä^etl^obe ift befonberi^ bann 5u em|)f eitlen , toenn ntel^rete 
be!abifd^e g^^^^^t abbiett unb bie erl^altene @umme bon einer anttxn 
Sal^I iubtra^tert »erben foE. @i» fei j. ®. bie @umme: 

7925 + 679 + 4876 + 37984 

Don 95192 abjujtel^en. 

3)ar|ieUuttg: 95 192 

7 925 

679 

4 876 

37 984 

43 728 . 

©|jred^»eifc: 4, 10, 19, 24 unb 8 = 82; (3 p^ere (Sinl^eiten 
l^inaugcfügt) 8, il, 18, 25, 27 unb 2 =- 29; 2, 11, 19, 25, 34 unb 
7 =» 41; 4, 11, 15, 22 unb 8 » 25; 2, 5 unb 4 » 9. 

II) ^ie ttmge!e|)rte JSRttIti)in!atiQtt. Tlan nennt biejenige ^m- 
fül^rung ber fd^riftlic^en äJluItiipIüation nte^rfteüiger 3^^^^^ init mel^r^ 
fteüigen, bei ttjcld^er mit ber niebrigften Ocbnung begonnen unb mit ber 
:^dd^ften S^ang^iffer be^ aJluItt})Ii!atori} gefc^Ioffen mirb, ba^ ^^ormal- 
t>tx\a^un, @lroge SSorteile beim abgefürjten SJlutti^pIijieren t)on ^t^u 
maten mit %)t^xmaUn getoäl^rt bie umgefel^rte äJluIti^tilation , bei 
tt^elc^er ber iRed^ner mit ber l^ö duften Orbnung bed SDihtlti^UIator^ 
onfängt. 

DI) ^if ftttje ^itiifiott. l) Sllg SS or Übung jur lurjcn ^ibifion 
burdj einen mehrteiligen 2)ibifor bient baS bireftc ^Ibgiel^en t)on ^ßro* 
buften QuS einer mel^rfteüigen 3^^^ ^it ^^^^^ etnfteOigen Don einet 
mel^rteiligcn S^^^- ' 

©eijpiel: 9581 — 7x836 

Sieft 3 729 . 

©^red^toeife: 7 x 6 =» 42 unb 9 = 5l; (7 x 3) + 5 == 26 
unb 2 = 28; (7 x 8) + 2 = 58 unb 7 = 65; 6 unb 8 = 9. Sllfo 
l^eiftt Me 3)ifferena 3 729. 

2) S)ie obge!ürate S)it)ifion befielt borin, bafe bie Seil^tobuftc nid^t 
ongcfd^rieben, fonbern nad^ i) unter ben Ouerftrid^ bircft ber Sieft gefegt 
»irb. Sft ber 2)iötfor leine ju grofee aweiftellige 3a§t, fo foüten ftetS 
fofort bie Slefte ntebergefc^rieben »erben. @iel^e bag ©eif<)iet unter a). 

28* 
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Stn^ng. 



a) 



772 865 
52 
168 



18 » 42 986 



b) 3 635 678 : 976 » 3 725 



707 6 



9le{t 



66 
125 

~i7 



24 47 

4 958 



9lefi 



78. 



©ipred^ttctfe ju b): 3635 burd^ 976 — 3, 3 x 6 = 18 imb 

7—25; (3 X 7) + 2 — 23 unb — 23; (3 x 9) + 2 — 29 Uttb 
7—86. 8um 9lefte 707 bic 6. 2)ann 7076 burdj 976 = 7; 
7 X 6 — 42 Uttb 4 — 46; (7 X 7) + 4 — 53 irnb 4 — 57; (7 x 9) 
+ 6 — 68 unb 2 — 70 u. j. f. 

lY) n%MnM fteditteii mit ^f)iiiialliiritdifii. »eint ))raftifd^en 
Sied^nen mit ^ejimalbrüd^en, tuelc^e eine größere ^n^a^I @teEen f^ahen, 
tnitb l^dufig bad 9lefultat auf eine geringe Stnja^t Stellen betlangt. 9)^an 
fütjt ballet ben ^ejimalbru^ nac^ folgenber 9tegel: ^ie le^te berlangte 
©teile mixb um i er^öl^t, toenn bie folgenbe ber tDeggelajfenen Siff^n 
5 ober größer afö 5 ift, im anbetn %aUt loitb biefelbe ol^ne toeitered 
geftiidj^en. 

1) ^bbitiott. 8o0en meistere S)e5imalbrü(l^e abbiert unb bag 
Ergebnis nut auf eine beflimmte ^n^fj/l ©teQen angegeben metbeU/ {o 
betüdftt^lige man bei wenigen ©ummanbcn in ber SRed^nung eine @teffc, 
bei 5 unb me^r Soften jtoei ©teilen mel^r atö gen)ün{d^t tptrb unb für^ 
bie erl^altene @umme nad^ ber borl^in gegebenen Siegel. 



6,735 
3,527 

4,862 



54 

2 

937 



8,924 


375 


5,168 


53 


2,645 


784 


19,261 


847 


0,984 


62 


1,738 


539 



15,125 

fi— 15,126. 

38,723 87 
8 ». 38,724 . 

2) ©ubtraltion. S3ei ber Subtraftiou jioeier ^ejimalja^ten 
bered^ne man im 9ieft eine ©teCe mel^r, al^ ^ejimalen berlangt tuerben, 
unb tür^e ha» (Srgebnti» nac^ ber be!annten Siegel. 

3) aRuUi^Iüation. (g» fei ber SBert be8 ^robultei^ 24,673 
X 36,752 auf 5»ei ©teilen ju bered^nen. 

^^'^^^ gormb) 



5orm a) ^ 24,673 



36,752 
37 642 



110256 
2 57264 
22 0512 
147 008 
735 04 

906,782096 . 



735 04 




147 00 


8 


22 05 


12 


2 57 


264 


11 


0256 



906,78 209%, 
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©cmcxlungcn ju gfotm a). ©enn »ü: btc niebtigfte 3lang* 
jiff« bc8 SWuIti:paianbcit, nämlid^ 0,002, mit bem l^ö duften ©teilen toext 
beS Wtnltipmaioxi multt^ttatcren, fo etl^oUcn »tr 0,04. (Sd ift alfa 
20 X 36,762 unöetlütat ju bcted^ncn. 3)aft ^robult 4 x 0,002 liefert 
0,008, »eld^e Sal^I nur ^infi^tlid^ il^reg dinfluffeg auf bic Sel^ntel für 
bie 9f?ed^nuug iitbetrad^t lommt. 9Ran l^at olfo ferner (4x36,76) +0,008 
auSaufül^ren. S)a 0,6 x 0,002 =- 0,0012 für boi^ getoünfd&tc (Ergebnis 
leinen aSert l^at, unb 0,6 x 0,05 =. 0,03 ift, fo l^eißt bie britte 9fled^nung; 
(0,6 X 36,7) + 0,03. SBci ber ERulti^Iifotion 0,07 x 36,762 !ann man 
bie ^ttUtn 0,062 untcrbrücfen, ha 0,07 x 0,062 «- 0,00364 für bog 
geforberte (SrgebniÄ ouger od^t bleibt. @d ift alfo toeiter 0,07 x 36 ju 
bered^nen unb ber dinfluj öon 0,07 x 0,7 « 0,049 nämttd^ 0,06 5u 
abbieren. ©nbltc^ ftnb in bem ^robuft 0,003 x 36,762 bie ^e^xmaU 
ftetten ju ftreit^en, ba 0,003 x 0,762 « 0,002256 o^ne @influ§ auf bie 
geiüünfdöten ©teilen ift. a)a8 Ie|te a:eil<)robu!t l^eigt alfo 0,003 x 30, 
ju toeld^em 0,003 x 6 = 0,018 b. i. 0,02 ju abbieren ift. 

^uS biefer Überlegung ergiebt fid^ folgenbe })raltifd^e ^udfül^rung 
ber a^ied^nung (fjorm b): Ttan fd^reibe ben 9ÄuItit)Ufator in ttw» 
gefelirter Drbnung unter ben aKuUi<)Ulanben unb jtoar fo, ba§ 
\>it ditter bed erfteren unter bie ©teile ju ftel^en lommen, 
meldte bie verlangte ^njal^I ©teilen n um l überfd^reitet, 
alfo unter bie (n + l)tc ©teile, (grforberlidjcn gallg l^dngc man 
bem äl'lultiplilanben dhtllen an. hierauf DoUjiel^e man mit ber erften 
Siffer (red^tg) beS SWuItipüfatorS an ber fenfrec^t über berfclben fte^enbcn 
giffer foioie an aHcn l^öl^eren Slangjcid^en be» 9ÄuIti:pIifanben bie 3RuUt= 
iplifation. ©erabe fo öerfäl^rt man mit ben übrigen ©tetten beS Tbxltu 
plitatox^. ^eim erften ^eilprobufte berüdfid^tige man jur (Stjielung 
eineg genaueren 9fiefultateg ftet« ben ©influg ber näd&ft nieberen ©teile 
beS SWuIti|)IiIanben. 2)ie erl^altenen ?ßrobufte »erben fo angefd^rieben, 
ba6 bie erften giffeni red^tg eine fenfred&te 8flei:^e bilben, unb erftere toie 
ganse 3^^^^ abbiert. ©d^Iie|Iid^ fc^neibet man bon ber ©umme hit 
bered^neten n -f l ^e^imalen ah unb für^t auf bie getoünf d^ten n ©teilen. 

S3eif^iel: 6,74 x 78,6842 (2 ^ttUtn). 



78,6842 
475 



1) 


393 481 


2) 


66 079 


8) 


3 147 



1) Suerft 6 X 2 « 10, l^ierauf 6 x 78684 . 

2) 7 X 4 « 28, (ginflut 3, bann 7 x 7868 . 

3) 4 X 8 « 32, ©influl 3, l^ierauf 4 x 786 



461,647 
i) = 461,66. 



4) 2)ik)ifion. ^ei ber abgelürjten S)it)ifton berfa'^re man nad§ 
folgenben Siegeln: «) jucrft finb 2)iöibenb unb S)ibifor gleid^namig ju 
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mad^en; ß) 6id jum beginn ber 3)ejimaI{teÜen bei^ Ouotienten t)etlättft 
bie 9ted^nung ttad^ bem 9{onnaIt)erfa]^ren; y) ftatt nun bent iReße 1^ eine 
9lu0 an^ul^dngen, bit)ibiete man ben Seilet t burd^ 10 nn\> \iü)u bie 

2)ik)ifion bed Ouotienten -^ : :j7; aud, inbem man ben Hinflug ber tt^eg^ 

getoorfenen 3^1!^^ <<uf ha^ abjujtel^enbe Xeit))robuIt betüdftd^ttgt. 

©eifipiel: 3)er Umfang eines Äreifeg fei 20,785m, toie gtog ift 
fein a)ur(^meffcr, toenn « = 3,141693 gefegt wirb? (Slnt», 5 ©tetten.) 

20,785 : 3,141593 » g . 

20 785 000 : 3 141593 — 6,61606 
1 935 442 : 3 14159» 



50487 : 3 14151? (31416) 
19^071 : 3 1418 
222 : 3 14t 



222 : 314 
34 

q — 6,61606 . 

Y) S)ie burd^ bie ^(eid^ungen: 

a^h a > & 

1) c =« c 2) c> d 



3) c<d 



a — c > 6 — d 

auSgefprod^enen Se^rf5|e: l) ©leid^ei» }u Ungleid^em abbiert, 
Q^leid^ed Don Ungleid^em fubtral^tert, giebt Ungletd^ei», unb 
2) (SrdgereS ju ®rögerem abbiert, kleineres Don ®r5gerem 
fubtra^iect, giebt ®rögered, ftnb attgenteitt (für beliebige ^oftüDe 
unb negative gal^Ien einfd^tieglid^ ber 9^uC) gültig, dagegen ifi \^xt 
ftrenge Befolgung ber burd^ bie (Sleid^ungen: 

3) ^"°g g>^ 4) c><l 

c c 

bargefteKten Sel^rffi^e, nSmlic^: 3) @)r5|ered mit ©teid^em multt= 
ptijiert, liefert ©rögerei», nnh 4) (&Uid^t^ burc^ ©rögered 
bitoibiert, giebt ^leinered, nur bann ftatt^aft, toenn bie S3ud^' 
ftaben a, h, c unb d fiQfitilie gal^len bejeid^nen. SSoÜte man oorftel^enbe 
®Ieid^nngen aud^ für ba^ Slec^nen mit befttmmten negatioen ga^Ien 
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unb ißuH gelten- laffcn, {o toürbe man auf Ungctetmtl^eiten ftogcn, 

100 > 1 18 > 1 — 1 > — 5 

:=^ -- 4 «« — 4 ^ 2 =« — 2 

100 . «« 1 . « ; — 72 > — 4 ; 2 > 10 . 

VI) IBe^eutttttg ttii^ tttttoen^ttttg ttt ftlantmem. @oIIen ^»ei obet 
tnel^rere gal^len (mel^tglieberige ^u^btüde) al^ eilte 3^^^ bejetd^net unb 
tnit anbern ©rögen üerlnüpft merben^ fo bebten! man fid^ ber klammern 
ober $atent^e[en. ^ie klammern bienen in bet ^[ritl^metit einem bret- 
fad^en gtoed: 1) in ber (Snttutcfelung unb ^ejetd^nung bet gormein finb 
fie bad SJlittel, um bie ^rt ber 3<i^tt)erbtnbung unb bie attt^mettfd^e 
SBa'^r'^eit fofort beutüd^ ju fenn^etd^nen. @o ift j. iB. jtoar l^infid^tUd^ 
ber 9%ed^nung bie linfe @ette bet gformel III § 6: 

(a — 6) + (c — d) = (a + c) — (& + d) 

übeteinjtimmenb mit: 

a — h -^- c — d , 

abet in ber erften ^arfteUung lieben bie klammem beutüd^ unb über« 
ftc^tlic^ l^etoot, hai ed ftd^ um bie ^bbition jtoeiet ^iffetenjen l^anbelt, 
toobutd^ bet betreffenbe fiel^rfo^ § 6, 6 in ein l^cße^ Sit^t gefegt ift. 

2) klammem beftimmen bie Sfieil^enfolge bet aui^jufül^tenben Opeta^^ 
tionen, ben ®ang bet died^nung. 3- ^•* 

60 — (18 + 12) =- 60 — 30 = 20 ; 5(86 + 4) =- 5 • 40 « 200 ; 

a + {h + c)] a + {b — c).*) 

3) bejeid^nen Älammctn beftimmte SSetänbetungen unb 9te(^enarbciten, 
tocid&e mit ben eingefd^Ioffenen Qaf^Un ju toottjiel^cn finb. @o j. 93. 
bebeutet bet ^u^brudt a^ (b + e), hai öon bet 3ö^Tf « fotool^I b aU 
c fubtral^iert »erben jott. 2)a]^er ift: 

I) a — {b -\- c) =^ a — 6 — c. 

3)er ^u^brudf a — (6 — c) ^at folgenbcn ©inn: bie 3)iffetena b — c 
foll öon a fubttal^iett »etbcn. S^^¥ ^^^^ vorläufig b (gin^eiten ah, fo 
^at man offenbat c ©inl^citen ju Diel weggenommen. 3)amit bo0 @t* 
gebni^ tit^tig »itb, muß man c (ginl^eiten abbieten. SÄitl^in ift: 

II) a — (b--c)^a^b + c, 

Slu8 ben gotmeln I) unb II) gel^t l^ctöot, bag bie Ätammetn beim 
©ubttal^ieten mel^tgltebetiget SluÄbtüdc öon entjd&iebenet ©ebeutung finb 
unb nid^t unbebingt toeggelaffen toerbcn biltfcn. Sögt man, toie in I) unb 



*) gut baS (gtgebnig bet Sted^nung finb bie klammern in ben 
beiben allgemeinen SSeifpielen ilberflüfflg. 



440 9(n^ang. 

II) gefc^el^en, bte Stlammttn fort unb nimmt mit ben Sal^Ien innerl^alb 
berfelben bie nottoenbigen Serfinberungen t>ot, \o fagt man, bie klammern 
ftnb auf gel oft. gür h<a pxalii]^t Sted^tten merfe man ftd^ folgenbe 
^(ommerregeln: 

1) ©tel^t bai^ 3^i<4^n + t>or berftlammer, fo bleiben bie 
umfc^Ioffenen ®Heber nad^ äBegfaU bei klammern unt)et£ 
änbert. @te^t Dor ber klammer ba8 üittul^geid^en^ fo erl^alt 
jebei^ ®neb innerl^alb bet klammern bei Sßegfall berfelben 
ha% Ctttgegeit^efelte Sled^enaeid^en. 

2) Se^t man nad^ bem 3^i<^^n + klammern, fo hltihtn 
bie Sled^en^eic^en aller ein^ufd^Iiegenben gal^Ien untjerän- 
bert (Umle^rung t)on i). SBirb nac^ bem SRittttS-geic^en eine 
klammer gefegt, fo mug man fSmtlid^en dtliebern, tt^eld^e bie 
jtlammer umfaßt, bai» etttgegetigefe$te Sled^enjeid^en geben. (2)te 
9li(^tigleit biefer 99egeln ergiebt ft4 auc^ au^ ben f^ormeln § 3, 5 ; § 6, 
I, n unb IV.) 

^i ftnb 5mei Sormen oon klammem in ®ebraud^, bie runbe ( unb 
bie edige [. ^ei ber ^ered^nung einei^ t)on beiben ^lammerformen um- 
fd^loffenen ^fuSbrucfd beginnt man enttoeber mit ben inneren ober mit 
ben äußeren klammern. @o ift 5. $.: 

16 — [8 — (2 + 1)] «- 16 - [8 — 3] — 16 — 6 =- 11 

16— 8 + (2 + 1) «16— 8 + 3 = 8 + 3 = 11. 

Um anjubeuten, bag mel^rglieberige 2ludbrüdfe multiipli^iert ober 
bik)ibtert toerben foHen^ f erliegt man fte ebenfalls in klammern ein. 
@oll bie @ttmme (^ifferen^) a±b mit c multipliziert ober burd^ c 
biöibiert »erben, fo fd^rcibt man {a ±b)c, bejio. {a±:b) : e. Söeftcl^t 
ber 9)^lti|)lifator ebenfalls aui^ mel^reren ©liebern, fo fd^liegt mm beibe 
fjoftoren burd^ ßlammem ein. Um anjujeigen, bafe a + 6 mit c ± ^ 
multiiplijiert »erben foll, fd^rcibt man (a ±b) {c±d). @inb 3)ioibenb 
unb S)iöifor mel^rglieberig , fo »erben beibe in Älammern gefaßt, ©oll 
a ±b burc^ c ± d biöibicrt »erben, fo bejeid^net man bieiJ burc^ 
(a±5):(c + d). öeftteren 5lugbrudf fann man au(^ fo f (^reiben: 

^-=^- gerner ift: 
"" h + c— d 



a — (6 + c — d) : w =» a — 



m 



^ieraui^ folgt, bag bei Duotienten mit mel^rteiligem 2)it)ibenben 
ober S)it)ifor ber 2)it)ifioni}« ober Oruc^firid^ bie klammer 
öertritt unb umgelel^rt, an ©teile be8 Ouerftrid^iJ klammern 
gefegt »erben lönnen. 2)er ^rud^ftrid^ l^at alfo eine |^»ei:: 
fod^c SBebcutung: er iji Seid^en ber 2)iDifion unb öertritt bie 
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klammern, ^al^et tx^&lt jebed &lxeb eines ^tuc^eS tntt bem 
SSot^etc^en -~ unb mit mel^nteiligem 3^^^^^ ^^^ audgefül^rter 
©itBtraltion unb nad^ ^egfaU beS IBrud^ftnid^ei^ bai^ entgegen« 
gefegte SSotjeid^en. S)ie{e 9flegel l^at ber Setnenbe tool^l ^u beachten. 
(SScrgleid^e § 89, 1.) 

YII) Sit ^. 809, § 97. ^ie 9(u{lö{ung einei» linearen ^^leid^ungi»« 
f^pemiS mit n Unbelannten beft^t (nad^ bem SSoTl^ergel^enben unb § 98) 
barin, unten benuu^&l^IigtiielenSöfungenber ein^Inen ©leid^ungen 
bie i^nen geiiteitt{fi|aftlifi|f ^uflöfung ^u finben. üi&^t man biefer @r« 
Üärung gemdg, toie eS meifteni^ gefc^iel^t, nur ein befiimmteS, enb« 
Ud^ed Qa^Unpaax ai^ ^uflöfung gelten, fo mug bai^ gegebene 
(^leic^ungi^f^ftem jur Sered^nung bei einen SBerteipaarei^ bie unter a) 
unb b) gegebenen ©igcnfd^aften erfüllen, (ginige SJlat^ematifer (j. ^. 
^al^er, ©d^Ieget) betrad^ten bie $Bebingungen unter a) unb b) ntd^t 
gerabeju otö Sludnal^mefdlle bed ^egriffei^ „^uflöfung''. ©ie fagen: 
SBeßel^t ba8 Softem ani abl^Angigen ®Ieid^ungen, fo genügen bemfelben 
un^dl^Iig t^iele Sluflöfungen. Unb ttiberfipred^en bie Gleichungen ein- 
anber, fo mirb badfelbe burd^ unenbUd^e SBerte ber Unbelannten 
befriebigt. {23tan t)ergleic^e bie $(nmer!ung @eite 328.) 

ym) 3ttt Httttietitiittig tiet tiott^iititiigett i|itatitatiffi|en 9(eiAitng. 

^ie Kenntnis ber ^ufföfung gemifd^ter quabratifd^er ©leid^ungen fe^t 
und inftanb, htn mittleren gal^Iungdtermin t)on unüer^inSüt^en 
Äa:>)itaUen rid^tig*) ju btred^nen. 

»eif^iel. A lauft Don B ein fteineS ßonbgut für 22 800 JK Saut 
©ertrag f^at ber 3tn!äufer 12 000 (=- a) c/^ nad^ 1^ (= Salären unb 
bcn Sfleft 10800 (== a,) JC nac^ 6 («- u) ^al^ren unb jtoar beibe Äaipitalicn 
o^ne 3infen )u ^al^ten. S^bod^ fielet A bai^ Sfled^t ju, bie ^auffumme 
auf einmal abzutragen unb eS foQen, fällig ber ^nfäufer ^iert)on Gebraud^ 
mac^t, ber Sered^nung beiJ ^au;j)tterminS 5 (« p) ^ßrojent 3ittfen p. a. 
5ugrunbe gelegt n^erben. ^ann mug bie ganje ^auffumme an B auS- 
ge^al^It tt^erben? 

1) Sluflöfung. S)er mittlere SSerfaHtag faßt offenbar awifd^en 
1| unb 6 $jaf)xt. ©ejeid^net man bie gefugte 3^it mit x, fo ift 
ll<x<C^. 3a]§lt ber Slnfftufer 12000*/^ nad^ x 3a:^ren, fo ftel^en 
htm (Gläubiger laut SSertrag bie S^^\^^ bon biefem ^a;pitaj[ ^u 5 $ro|(ent 
für a; — 1^ Saläre ju, nämlid^: 

,, 12000 • ö(a: — 14) ^^ ,^^ ^, ,,, ^^ 

1) ^ — c^ = 120 . 6{x — 1\)JC 



*) 2)a8 im Sled^enunterric^t gen^öl^ntid^ geleierte ©erfal^ren jur 
^eftimmung beS mittleren SSerfaHtageS jinl^freier Kapitalien berul^t auf 
falfc^en Untertagen unb liefert ein ju grogeiS (Ergebnis. 
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5ba bet S^nlbner 10800.4^ 6 — x 3a^ bor i^em ^ILxglttiatttfmnt 
tntn^tet, fo niitg i^ ber d^Iftubiger tontroltlt^ fnt biefe 3^t einen 
91b)ng an 3infm jn 5 ^ro^mt auf 100 getD&^ren. 2)ie{e Seigntung 

bettägt: 6(6 — x) 

2) 10800 ^— - — UK 

z; ivow 100 4-6(6 — x) 

S)a bie SBerte nntei i) mib 2; einonber glei(b f^n ntü|fen, fo befielt bte 
d^kt^nng: 6(6 — x) 

120 . 5(x — 14) — 10800 ^ ^ 



100 4- 6(6 — X) 
gerauft folgt: 

« — H = ^ti^ ^ ^^ ober X* — 4H« + 147 = o . 

^ 26 — X ' ' 

aRtt^in: 

X = 1(91 ± 77); Xj = 42 , x^ «= ^, 

^a lant Bebingnng ber Snfgobe ber gefugte 3^i4»unft x größer aU H 
nnb Heiner ali 6 fein mu^, fo ift fftt bie 9(ufgabe nnt bet jtteite 
äBtttjelmert x — 3^ ju Dertoenben, obgleich aud^ ber erpe eine pofittüe 
3a^( be^eic^net. ^e (ikfamtfd^ulb lann alfo nad^ 3^ Sauren ol^ne ^^' 
teil für ben (!(ianbtger nnb ben S^nlbner abgetragen Derben. 

2) 9[uf(dfung. ^ejeic^et man ben gefud^ten ^au^ittermin mit x, 
fo mftjfen bie nac^ 9Ra|gabe ber IBebingnngen bed Ertrages anf biefen 
3eit|)unft berechneten 9le(^te (gforbernngen) k)on (Gläubiger unb Sd^ulbner 
[i^ mit ber ®f famtfc^ulb 22 800 JC anSgleid^en. ^ec SSerfäufer l^at tiad^ 
X Sauren an ßa|)ital unb ginfen (nad^ S^ormel i) Seite 246, 2): 

100 4- b(x — 14) 

1) 12000 . - .Q Q -^ 

}u beanft^ruc^en unb ber @d^ulbner braucht ftatt 10800.4^ (gemftg 

fjormel 2) ©cite 246): 

100 

2) 10 800 • ^^^ . - - r JC 

^ 100 4- 6 (6 — x) 

^u ^al^Ten. ^a ber (S^Iäubiger bie ^auffumme 22 800 »^ unüerfürjt jn 
f orbern l^at, fo mug: 

100 4- 5(x — 14) . 100 

12000 ±^0— - + ^««^ • 10 + 6(6-.) - ^'^ 

fein, ^ud biefer (S^Ietd^ung finbet man tote t)or]^in Xi«42 unb x^^-s^- 

^e^eic^nen a unb o^ jtoei oor bem ^aupttemttne föQige Kapitalien, 
t unb ti bie 5uge]^5rigen Ißerf anleiten, b eine nad^ bem mittleren gal^tungS^ 
termin fällige ©d^ulbjumme, u i^rc JBerfaÜaeit, fo l^eifet bie allgemeine 
©leid^ung nac^ ber crftcn Sluflöjang: 

a- p(x — t) Ol . p(x — ti) _ h ' p{u — x) 



100 ' 100 100 4- 2?(u — x) 
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1 p 

%Mx6^p biöibicrt, bcn gaftor j^ l^erauSgcfcftt unb 7^=^ flcfc^t, gtcbt: 



100^^ / I IV i/j i + ^(,^_a:) 100 

ober: 

II) a(a? — <) + ai (aj — «J « ^ , ,, ~r • 

' 1 + k{u — x) 

9lun iß, tele man burd^ S)iütfton finbet: 

h 6Ä:(u — a?) 

\ •\- k{u — x) 1 + kiu — x) 

©e^t ntan biefe Quotienten rechts in bie @)Ieici^ung II) ein, fo entftel^t: 

^teraui^ folgt: 

^ ' * ' 1 + k{u — X) ■ 1 1 • 

S)icje ©Icid^ung burd^ a + aj + 6 biöibiert liefert bie allgemeine Xermin= 

gleid^ung, be^m. formet für ben mittleren Verfalltag ber Kapitalien a, 

Ol unb b, nämlid^: 
^. . k b(u — x)* _ af + er, #1 + bu 

^ a •\- a^ -\- b 1 •\- k{u — x) a •\- a^ -\- b 

S)tefe ©leic^ung leiert, toie fit^ ber rid^ttgc SBert filr ben mittleren 
3al^tungMermin ju bem im Sted^nen mitteU ber ^urc^fd^nittdregel 
ermittelten (tcQthni^ oer^It. ^a baS ^toeite (3iith ber ^leic^ung III) 
ftetS einen pofitiöen SBert liefert, fo folgt, bag bie Xerminjal^l in III) 
ftetd fteiner ali baS iRefuttat ber 2)urc^(c^nitti^red^nung ift, toeld^eS, 
mie ecfic^tlic^ ift, erl^alten toirb, koenn man bad jmeite ®Iieb ber ftrengen 
gormel III) untccbrücft. ^ie (Snbglcit^ung jur §luffinbung beg mittleren 
SBerfaÜtageg iji öom jh^eiten, britten, oierten ®rabe, je nac^bem 
eine B^^^unS/ h^^^ ^^^^ ^^^^ ©d^utbfummen nad^ bem ^aupttermine 
fällig fiub. CDer ®rab ber (Snbgleic^ung (9{ormaIform) ift ftetS um 1 
giöger aU bie ^njal^t ber nad^ bem gefud^ten ^aupttermine fälligen 
Kapitalien. 9Ran !ann inbed bie l^ö^ere ^leid^ung umgel^en, toenn man 
junäc^ft ben mittleren 3<t^tungStermtn jmifd^en allen oor bem gefuc^ten 
$aupttermine fälligen Kapitalien unb ber erften nad^ bemfelben fälligen 
Sal^Iung bercd^net unb mit $ilfe beS gefunbenen SBerteö v ben mittleren 
SJerfatttag jtoifd^en (a + aj + • • • + 6).^ unb b^ JC beftimmt u. f. f. 

IX) 3tttn Kedlttett mit !omp(e|ett 3a|len (®eite 427—429). 

SRuItipIi^iert man )toei lomple^e ^ui^brücfe: 

a + 5t = r(cos a + * »in a) unb a^ + 2>it «« r^ (cos a^ + t sin aj 
mtteinanber, fo entftel^t: 

1) (a + bi) (ßi + 5^0 =- ffi [coß(a + aj + t 8in(a + «i)]» 
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^Q Me ^oteti^tetung ein älflulti^ti^teren gleid^er gaftoren ift (§§ 14, 28), 
fo crl^fttt man au» OJIcic^ung 1), tomu a + hi ^ a^ + h^i, r ^ r^ 
unb a — «1 gefeit »itb: 

(a + 5t)* «=» r'(co8 2a + i sin 2a), 
unb attgemein: 

2) (a + hi)^ = r*'(co8 «a + t sin na). 

^iefe @)Ietd^ung tft bte fogenannte äRoit)tef(i^e ober ttigonomettifd^e 
^inomxaU^oxmtl.*) $(ud bexfelben ergtebt fid^, bag bie äJ'lobuIe bet 
fünfte B^, B^, B^, ' ' ' B^ bet @au6t[d^en S^l^Icnebene gleid^ r, r*, 

r*, • • • r", unb bie InHJlitubcn biefet ^ßuntte gleid^ a, 2a, 3a • • • na 
jlnb. ^te älfloitirefd^e gormel liefert alfo ben allgemeinen S3emeiS 
für bie @eite 428. auf inbuItiDem SBege abgeleitete Sikil^tl^eit: 3)ie 
^oten^ierung einer butc^ $unlt £, bargeftelUen ^ci^l ift 
gleid^bebeutenb mit 9^uIti|)liIation be8 SBinleU, tt^elci^en ber 
radius vector OB^ mit ber pofititien reellen ^albad^fe OA 
(Sfig- ^4) bilbet. Xa nun bie logaritl^mifc^e @ptrale aU eine 
Shiröe befinicrt toirb, beren radien yectoren nad^ einer gcometris 
fd^en ^rogreffion ya- ober abnel^men, toenn bie ^ugel^örigen Krgu= 
mente eine fteigenbe ober faSenbe aritl^metifd^e ^rogreffion bilben, 
fo ift Ikr, bag biefe Sinie afö geometrifc^e ^erfinntic^ung be§ 
^tixt>it\6^tvi @a|eS, be^to. ber $oten^ierung unb ^labi^ierung 
!ompIe(er ^a^jitn bienen !ann, toxi <&eite 429 oben gefagt morben ift. 
S)ie ^enu^ung ber logaritl^mifc^en @;pirale §ur SSeranfc^auIid^ung biefer 
9led^eno))erationen toar fd^on @)auB htlamxt 

X) 3fl eine fetnere tnveitentttg tt% SadlettliegriffS migli^? 

(3u @eite 432.) S^ad^bem hxt urf:prünglid^ aui^reid^enbe gal^Ienlinie 
(©eile 392—393) fid^ afö nottoenbige golge unfcreS 3)enfcng ju ber 
unbegrenzten ®au^ifc§en ^a^ltxxthtnt (Seite 422) auiSgebel^nt !^at, 



*) ^aü^ ©üntl^er finben ftd^ in aJloiöreS (1667 — 1764) ©d^rift 
,,MiBcellanea analytica de seriebas quadraturis, Londini 1730, fotgenbe 
beiben ^leid^ungen: 

(cos X -\- % sin xf + (cos x — i sin x)^ 



2 
(cos rc 4" * sin x)^ — (cos x — t sin aj)^ 



cos xy 



=s sm xy 



2i 

SOSeiter l^at SDloiüre biefe @)Ieid^ungeh nid^t umgeformt. @uter abbierte 
unb fublral^ierte biefelben unb fanb: 

(cos X + i sin xY — cos xy + % sin xy , 

(cos X — i sin xf = cos xy — % sin xy . 
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mu6 fid& jcbem bcnicnbcn STrit^metifcr btc gragc aufbrärtöcn, oh nid^t 
ba8 Söcbürfni« eintreten fönne, ba8 gal^Ienöcbiet in bcr brttten 
a)imcnfion, in ben 9ianm ju cttocitern. @d^on ©auft l^attc bie ftbcr* 
jeugung, ba^ eS in bct aUgemeincn Sltit^mctil teinen angemeinern 
«u^brud atö a + 6i giebt, toeld^er fämtUc^cn Sled^engcfcjen bei 
®au6ifd^en Sa^Ienebene untetttorfen tocrben fann. 3n ben „(Bbi- 
tinger geleierten Anzeigen" 1881, 64. ©tücf äußert ftt^ ®üu6 
folgenbermoSen: „S)er S3erfof|er (®au6) W fit^ i)orbe:eaIten , ben 
®egenftanb fftnftig tJoUftänbiger ju bearbeiten, loo bann aud^ bie Sroge, 
toarum bie Dilation stDifd^en fingen, bie eine aRannigfaltigteit öon 
mflt aU slvei ^imettfliitiett barbieten, nid^t nod^ anbere, in ber aü^ 
gemeinen STritl^metif juläffige Arten Don ®rö6en liefern fönnen, il^re 
Beantwortung finben toirb." SBill^elm SRa^fa, «ßrof. in «ßrag, l^at 
in feiner 8d^ift: „^erfud^ einer rid^tigen Se^re Don ber 
9leant&t ber Dorgebtid^ imaginären trögen ber Algebra 
ober einer (S^runblel^re tion ber ^blenlung algebraifd^er 
©rögenbejiel^ttngen" ($rag 1850) bettiefen, bag bie für fom^leje 
SafjUtn gültigen iS^efe^e ber Slbbition auf S^^W^ int 9iaume an- 
gettenbet, ju Ungereimtl^eiten führen. IBefonberi^ ttürbe bad grun» 
bamentalgefe^ ber ^Ibbition: „(Sleid^ed ju ©leid^em obbiert, giebt 
^leid^ed'', für biefe S^^^^^^t nid^t beftel^en. S3ei ben Don bem 
engltfc^en SUlatl^ematiler Hamilton gefd^affenen ,,£kuaternionen'' ift 
bag ^ommutationdgefel ber SDluIti)>UIation aufgel^oben, eS ift nid^t 
mel^r ab = ba, ^rof. Dr. ©tolj in SnnS^tudt jprid^t fid^ in feinen 
,,$orIefungen über allgemeine Slritl^meti!'' über bie Dorliegenbe 
grage fel^r Ilar aa^: „^ie fom^tei^en gal^len, tteld^e unter fid^ ald 
befonbere gälle bie reellen unb bie imaginären S^¥^^ entgolten, finb 
bie eittjige 3<i^I^nart; tteld^e in ber allgemeinen ^ritl^metif berüdEftd^tigt 
5U tterben brandet. @i^ lägt ftd^ nömlid^ feigen, bag eS auger il^nen 
fein Softem Don S^^^^^ gitbt, mit benen genau in berfelben 
Sßeife gered^net tterben fann, ttie mit ben reellen. 5ln tixit 
fernere @rtteiterung beiJ S^^l^n^^Ö^iff* U* nid^t ju bcnfen" 

XI) «e{fi|ifi|t(ifi|e« sum etffen 9(lif dlnitt. Sn frül^erer Seit be^eid^nete 
man in f^rtantreid^ unb Igtalien bie Slbbition unb ©ubtraltion burd^ 
bie ?lnfangSbuc^ftaben ber SBörter plus (piu) unb minus (meno). 'SRan 
Dermutet, bag bie Stec^enjeid^en + unb — auS ben S3uc^ftaben p unb m 
l^eröorgegangen finb. S)ie Sled^engeit^en erfter @tufe erjd^einen juetft in 
benSd^riften ber beutf(^en SRatl^cmatif er ^^tiftopf^ 9lub ol^l^ aug Sauer 
0,©oB", 1624) unb 9Kic^ael @tifel au8 ©glingen („^ie ©og ©l^r. 
SRubolp^g", 1671). S)a« Seichen x ift Don Dugl^treb (1631), ber 
$unft Don ßeibnia (1646—1716) in bie ^Tritl^meti! cingefül^rt ttorben. 
SDer ^iDifion^:: ober ^rud^ftrid^ gelangte ttal^rfd^einlid^ mit ^nfül^rung 



446 Slnl^ang. (Srgfin^ungen unb ftnmetfungen §ut ^ritl^ntetif unb KtgeBra. 

bet tnbifc^en 9{ed^enmetl^obe (Stlgotitl^mud) ^ut ^ntoenbung; er flnbet ftd^ bei 
Seonarbo üon $ifa (1202). fieibnt^ toenbete 1690 ^uetft ben ^oppeU 
punit aU geid^en bei ^iüifton an. 2)a^ fBur^etaetc^en ift au§ bent 
^(nfangi^buc^lloben be^ (ateinifc^en SBortei^ „radix*' (fBut^el) entftanben. 
ffiuholp\^ bejeid^nete ^uetft bie Duabtattoutjel auf bie l^eute übliche ^tt, 
für bie britte unb liierte IBur^el benugte er befonbere S^^^^- (Flügel, 
„SRatl^. ©örterbud^", l. öanb, (Seite 40.) S)ie jefet üblid^en 3led^enaeid^en 
tourben (n)ie bit inbifd^ - arabifd^en B^ff^nt) burc^ bie S3ud^bru(ferlunfl 
filtert unb gelangten baburd^ allgemein jur (Sinfül^rung. ^er franjöftfc^e 
SWatl^ematifer 5Bieta (1640—1603) 50g jum g^i^^« ^^^ Sufammens 
gel^örigleit t)on S^^^^^ ^t^^^ n^agered^ten ©tric^ über btefelben, n^ie 
ed nod^ l^eute bei ber 9Flabi)ierung jufammengefe^ter ^udbrüdte gebräud^Iic^ 
ift. 2)ie klammern tontmen ^uerft bei beut niebertänbifd^en SRatl^entatifer 
®irarb (1629) t)ox, if)xt ^Inmenbung ift fett bem 18. Sfal^rl^unbert aU- 
gemein. 5S)ai ©(eid^l^eiti^^eid^en l^ot ber (Sngl&nber Stöbert ^ecoxht 
in feiner „^rit^metif" (1652) mit bem S3emer!en cingeful^rt, „bag feine 
}tt)ei 2)inge gleicher fein !önnten, atd ein $aar gleid^ gro^e paraEele 
(^ttabtn". (Flügel, 1. ^anb, @ette 42.) Sein £anbdmann Xf^oma^ 
^arriot koenbete ^uerft bad UngIeid^l^eitiS§eid^en an. ^ie ^eime 
ber ^otenjbejeid^nung ftnben fid^ bei @tifel; ber nieberlanbifc^ 
SRatl^ematifer 6imon @tet)in fd^uf (1686) hit Benennung ber $oten^en 
nad^ il^ren diponeutcn. grrül^er n^aren nftmlid^ für bie l^b^eren $oten$en 
jufammengefeftte Kamen wie „OuabratosOuabrat", „Äubos^ubuS" im 
(Sebraud^. Unfere l^eutige ^oten^bejeid^nung gelangte im £aufe beS 
17. dfal^rl^unberti^ befonbeii^ burc^ ^erigogne (1634) unb ^eScarteS 
5ur ^Verbreitung. 
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«bbübung ber Sö^^cn 12, 94, 166, 

890, 893, 410, 422. 

^bgelür^tei} ^F^e^nen mit ^e^imat^ 

brüd^en 436. 
^bgetür^te ^uflöfung linearer @l(et« 

(litng^f^lieme 818. 
iSbgefär^te ^udjiel^ung ber Duabrat- 

unb ^ubiltouTjel 400, 401. 
Slbl^ängigteit )toeier ®rögen 808, 

310, 815. 
«bictffe 311. 
Slbjolute ^Qi^\tixtt\%t 96. 
^bjoluter betrag 424. 
Slbjotutglieb 363. 
Äbbttion, ©cgtiff 18, 102, 426. 
^bbttiondmetlobe 316. 
Stlgebro 268-385. 
Srtgebraijd^e ©untmc 102, 121—139. 
^Igoritl^tnui» 337, 446. 
$(mplttube 425. 
^nat^ftd 8. 

^nfa^ bon ®Ieid^UTtgen 281, 337, 838. 
Slrguntent 425, 444. 
Slritl^mettf, aflgcmcine unb befon^ 

bcre 8. 
Slritl^metif, STufgobe berfelben 2. 
, SBcgrtff 2. 
, O^runbfö^e 10. 
, iRn|cn 11. 
Slritl^metifd^eg ©reicd 138. 
3lritbntetifd^eg aJiittel 207. 
Slrtt^mcttfd^e ^Proportion § 70. 
STflociotiottSgefetc 17, 27. 
Slufgaben, aKgemeineunb befonbere 7. 
Sluflöfung ber ^(eid^ungen burd^ 

gcrlegung § 88, Seite 360, c, 376. 
5lugbrud 9. 
^ugengtieber einer Proportion 206, 

210. 
$uiS»ertung ber Determinante 330, 

333. 
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Saftd einer %a\txi^ 50. 
»aftg eines So^tenf^ftem« 7. 
^ebingungSgleic^ungen 261. 
^Benannte 3^^^ S- 
S3eftimmungSg(eic^ungen 261, 322. 
©eftimmungSgröScn 321. 
S3e^out{d^e dliminationiSmetl^obe 

322. 
S3inom 9, 56, 136, 896. 
»inomiaWoeffiaienten 137, 138. 
»inomialtafel 137. 
gSinomifd&cr 2t^x\a% 138. 
»ruc^begriff 141, 156. 
iBrut^potensen 166. 
»ruc^ftrit^ 39, 142, 446. 
^cüc^e, gleid^namige, ungleichnamige 

142; ed^tc, une^te 142. 
^ud^ftabenred^nung 2. 
^u^ftüben atd gal^I^eic^en 8. 

üartefifd^e 2^t\^tmt%tl 854. 
Conto correnten 244. 
©ramer^d^e Sieget 337. 

^efabi{(^e§ 3ablenf^ftem 6. 
3)etcrminanten=feegriff 333. 
Deutung ber SBurjeltoerte einer 

©lei^ung 291, 292. 
Dejimalbrüd^e 152. 
Differenz 18. 

Diop^antijd^e ©teid^ungen 308. 
DiSlontred^nung 248—252. 
DiÄlontteiler 260. 
S)i«Irtmittonte 349. 
Diftributiögcje^ 28. 
Diüibenb, Dioifor 40. 
DiöibuuS 134, 183. 
Dioifion, »egriff bcrfetben 38 ; SJor« 

bereitung berfelben 37; burd^ einen 

»rud^ 151; burc§ Sflutt 113, 114; 

burc§ algebraifd^e gal^len 111; 
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butd^ algebraifc^e ©ummen 125; 

®runbgefr|e 40. 
^reiecfi^ial^len 4. 
S)reifa| 236, 240. 
S)ur(i^fd^nitti»te(J^nttn0,S)urc^fd^mtt8s 

reget 207, 208, 257, 448. 

CingefCeibete Sleid^ungdaufgaben 
§§ 93, 94, 95, 96, 102, 112. 

(Sinbett 2. 

@tnfe|ttttg9metl^obe 820. 
(Einteilung bet (Sleid^ungen 260. 
(Elemente einet Determinante 333. 
(Slintinationdmet^oben 316. 
(Slintinieren 316. 
@nt:^alten{ein 89. 
(^tmideln einer (S^Ieid^ung 265. 
d^rgänjen, (SrgAnaungdmet^obe 10 i, 

433. 

(Srweiterung bed SSruc^begriffei^ 156. 
(Erweiterungen bed ^otenjbegriffei^ 

116, 166. 

(Srtueiterungen bei^ SSurjelbegriffed 

119, 172. 
^rmeiternngen bed S^^^^^O^ff^^ ^h 

140, 380, 403, 444. 

(Ei^onent eines ISerJ^ftaniffed 203; 
einer ^Potenj 50; einer SSBurjcl 68. 
(Esponentialgleid^ung 267. 

Saftoren 26, 27. 

galtoren ^ Verlegung algebraifd^er 
Summen 130—134; algebraifc^er 
©teid^ungen 272—274, 860, 376. 

galfired^nung 283, 284, 285, § 96. 

^(ä^en^a^Ien 29. 

golge (Seid&enfolge) 354. 

gormel;iöcgriffber5cIbcn9; toid^tige 
gormeln 62, 56, 57, 58, 61, 62, 

66, 87, 138, 348. 

Srun!tion 308. 

0augt{d^e gal^lenebene 422. 
(S(emeinfd^aftli(^eg ^ielfac^e 183. 
Generalnenner 134, 183. 
@eometrif(^e ^bbitton unb @ubs 

traltion 419—422. 
@leometrifd^ed WtiM 227. 
(Seometrij(^e $ro^ortion 208. 
Georbnete f^orm einer algebraifc^en 

(ä((et4ung 266. 
^leorbnete gform einer atgebraifc^en 

Summe 126. 
©efeUfc^aftdrec^nung 253. 



(Stei^l^eit^^etd^en 9, 446. 
(9Ieid)fe^ungi»met^obe 320. 
(S^leic^nngen , (Einteilung ber{eI6en 

260. 
(S^Ieic^ung ber Geraben 313; bei^ 

Reifes, ber (EQipfe, ber Parabel, 

ber $^|)erbel 381. 
Gleic^ungi^f^ftem 309; ^nforberun- 

gen an bai^felbe 809. 
(S^nomon, (Snomon^al^ten 54, 65. 
(Kropl^ifc^e S)arfteIInng fte^e SCb- 

bilbung ber galten, 
(^ren^werte 231, 388. 
(S^röge 1, 92, 229, 281. 234, 28B, 

388. 

(S^rögter gemeinfc^aftliil^r Xeiler 

177, 178. 
Grunb{ö|e ber ^ritl^meti! 10. 
(S^runb^a^I einer $oten& 50; eines 

gal^lenf^ftemS 7. 

|^armomf(^ed SRittel 206, 207. 
^armonijc^e Proportion 225. 
Hauptnenner 146, 183. 
^ehtn ber S^üc^e (Quotienten) 136, 

145. 

^ilfSgröBe 239. 
Söl^ere Gleichungen 358. 
Homogene Gleid^ungen 308, 363. 
Hyperbel 381. 

3bentif(^e Gleichung 260. 
Smagindre Sal^Ien 405—417. 
Sniommenjurable Größen 231, 389. 
Snnenglieber einer Proportion 206. 
3noerfe Operationen 87. 
irrationale ^erl^ältniffe 230. 
Srrationaljal^Ien 231, 386—401. 
Sfolierung ber Unbetannten, bet 
SBurjel 266, 277. 

ftanonifc^e f^orm ber Gleid^ungen 

363. 

^anonifd^e %fnm ber fomplesen 

Sa^I 425. 
I^enn^eid^en ber Xeilbarleit 190. 
^ennjeic^en ber SBur^eln einet qua- 

bratifd|en Gleichung 353. 
Kettenregel (ßettenfa^) 242, 243. 
Klammern 122, 439, 446. 
Koeffizient 136, 187, 138. 
Kolonne 333. 

Kommenfurable Größen 231, 38 
KommutationSgefe|e 16, 26. 
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^oni))arQtioni^ntet^obe 320, 321. 
!^ompltit Sal^len 418—482. 
Äonpnicnj bct gal^len 193—201. 
konjugierte lompUit Saluten 419. 
Äottiußicttc furbifc^e gö^I«« 397. 
^ootbinaten 312. 
Äör|)crja^Ien, Äubifjal^len 49. 
^ubuS einet gal^I 49; einer Summe 

62. 

^urae 2)tüifion 400, 435. 
Äürjen bct S3rüd^e fle^e ©eben. 

ßaterale ga^Ien 4Ö4, 407. 
Sineare ®Ieid^ungen 267. 
Sitterale ®(eid^ungen 261. 
Sogaritl^mifd^e Spirale 429, 444. 
Sogaritl^mud 88. 
Sogiftil 2. 

9Rag atoeiet gal^Iengtögen 176. 
SWaljQl^Ien 176, 229. 
aRat^cmatil, »egriff berfelben l. 

aReffen 1, 38, 39, 176, 179, 
202. 

WUif^oht ber Umfel^tung 283, 288, 

298. 
aJ^ifd^ungSted^nung 256. 
aJlittet, Qrit]^metif(|e8 207, 208, 227 ; 

(leomcttifd^e^ 209, 227; l^otmoni* 
(fteS 226, 227. 

SWittletet So^IungStetmin 441. 

a^obul 424, 425. 

SWuItiplitation, »egriff bet|etbcn 23; 

algebraijd^er Saluten 108, 109; 

atgebraifd^er Summen 124, 128; 

bet »tüd^e 146—149. 
a]>htUi|)lifanb 24. 
mnitiplxtatox 24. 

«atürliAe 8oblen 2. 

Sflatürlidle 8fl9Tt^H^tIbet 4. 

S'^egatibe ^otenjen 163. 

«Regotiüe S^l^I 93. 

^Rennet 142. 

iRennctiprobe 200 

Sflcnntoert 6. 

3loxm ber lompUi^tn ga^I 424. 

9h)tmalf ormen ber @)Iei(^ungen 268, 

308. 

S^ormdfotm ber lontptejenSö^^ 4:19; 
ber futbif^en 8o^l 396. 

iRuU 7, 21, 93, 112—114. 

9htmetifd^e @)(ei(^ungen 262. 

©d^üller, «titj^metif. 



Operationen erfter Stufe 10, 13; 

ätoeitet Stufe 10, 23, 89; brittet 

Stufe 10, 49, 89. 
Drbinate 312. 
Drbnen einer atgebraifd^cn Summe 

126. 
Drbnen einer ©teid^ung 265. 
Drbnungi}gr56e 127. 
Drbnungi^!oefftaient 189. . 

iPaiScalfd^ei» ^reied 137, 138. 

$oIk)nom 62. 

^ofttion^mert 7. 

^otenS/ ^oten^ierung 49, 80. 

^oten^beäeid^nung 446. 

$rimfaftoren, ^rimja^ten 180, 186, 

387, 388, 401. 

$robe einet 9{ed^nung 292. 
«Probuft 24. 
Proportion 206. 
$to|entre(^nungen 244. 

Cuabratifd^e (^rgänjung 348, 359. 

Cuabratifd^e ©letd^ungen 267, 342. 

Cuabratn^urael aud ^rüd^en 161; 
aus gtrotionalja^Ien 386, 899; 
aus lomplesen 3<^^I^n 429; aud 
natürlichen So^W^ 69—74; au« 
negatiben So^W^ ^^3; aud für- 
bifc^en Sinomen 398. 

Ouabratwuräel^^egriff 67, 119, 394, 
404. 

Ouabratjal^Ien 39, 386. 

Qualität 256. 

Quantität 256. 

Duerfumme 189. 

ftabüanb 68. 
Radius vector 428, 429. 
aflationaljal^Ten 231, 388. 
aUed^engeid^en 9, 10, 445, 446. 
aUed^nungSöerf a^ren, 3uf ammenl^ang 

berfelben, birelte, inbiref te, l^ttfd^e, 

t^etifd^e 87, 88, 89. 
3fled|tedfätc 30—36, 51—61. 
8f?ebuaente 278. 
a^ebujiette gorm ber lompiejen 

8a^l 425. 
?Rcbu!tion einer ©leid^ung 263, 266; 

einer algebraifc^en Summe 122. 
^fteeftfc^e Siegel 243. 
fHtQtl be tri 235. 
Regula falsi 284, 285. 
Regula lancium 307. 

29 
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^lfi)abtti\<l)ti (Sat^Decicic^niS. 



BtlatiM Sohlen, ga^letiwfrte 96. 

mt\oü>tMt 32S. 

ffleli 40. 

VtejiliiDh @tti(^ungeR 865. 

9tt4tiinflBfaEtoi 109, 408, 413. 

ffii^lunsljummc 421. 

6(|1ug»i$nunB S36, 210. 
©tammbrui^ 142. 
SteDenliieit 6. 

Gtu^c b« Cpcralionen 10, 89. 
©u6ttitution!mct5obt SBO. 
@u6tra(tiDnB:^33efli:iif 18. 
Su&lvaltionSmttlicibe 317. 
Summe iitx natarlic^en 3"^!'" ^^; 

aue algebtaiidien Säulen 102, 121. 
©uibitcSeB Binom (ßa^O S96, 402. 
©Qtnmcttiic^c @Uid)ungen s&i, 367, 

868. 
eqftembrttd^e 163. 

Srilbarteit ber aalten 189. 
Teilen, leilo: 38. 
Xecminiei^nung 441, VIII. 

3:raitecenbente ßleit^ungen 367. 
XianBponitten , Zianüpofitiotte^ 
regetn 269, 270. 



ttmfQTtnung btr ©leidiungen 262. 
Umgele^ite aRuttiplitation 436, 437. 
Umgete^Ue fflei^nungäatten 87—89. 
Umte^tungitjeifa^ren 283, 298. 
Unad^dneiae fflleit^ungeii 309. 
Unaue|A^i[iaT, weil raibetfintitg 108, 

116, 147. 
Unetiblii^ grsg 114. 
Unenbli^ Hein 116, 
QngleiAung 9. 

Ungleti^^eitlMtt^en 9, 17, 446. 
Unm6gliitie ©rafien {Satflm) 404, 



Kaiiabte 392. 

SSeiBnbeili^e ^iBge 114, BOS. 

Ser^ältntB 202, 203, 229, 233—270. 



I SSerteilurtQSrei^nung 263. 
Sielfac^e» 183. 
SSiel^tii 2. 
I Socjeicfien 96. 
I 
BerlbeftänbigfeiteinetSJeUnninante 
334; einer £i{feirnj 20; einee 
OuoHenlen 43; einee Seii^ölt= 
nilfee 201; einer SBiti{eI 84. 
9Bibeii))iui^ bei <BIfi^ungefQ^eDten 

309. 
^utieIauS)ie^en 69-82, 138, 139, 

161, 398, 399, 429, 
aSuijelsIei^ungen 277, 356, 373. 
SBurjeln 67. 
^uigeltafel 401. 
aSuTieljeti^en 6S, 446. 

aE = S(d^ie SU, 981. 

= «dife 312, 380. 

sagten S. 

^afifer eines Stu^eS 142, 155. 

äa^lbegiift 2, 95, 156, 171, 172, 

388, lOi, 419. 



!jal)leiid[S[e 110, 414, 432. 
^o^lencbenc 422, 432. 
äolllcnlongrucnjen g 68, ©eite 198. 
Sfli)!enlE()ie S. 
Sablenfiiftem 6, 
.gaalem^eoiie 2, 176. 
3a^luerbinbunaen 9, 10. 
Sa^lmöitei, Siffem 3. 
SaSljrit^en 4, B. 
,Sci(^enfol9e 3&4. 
.ydi^enme^lel 354. 
Bi,'i(e .^33. 

äiffecn, 3a51roÖtl« 3. 
.8if(rtnattl^meii( 9. 
^inäret^nung 211. 
■iiiiäjotilen 245. 
5roei9brü(^e 112. 



2l^)l^abcttf(^cö ^Ramcttücrjcic^ttiö. 



Sdd^koariam! 268, 307, 337, 346, 

362, 363. 
Mtcit6)i 363. 

^rd^^taS t)on Xaxtnt 228. 
2(tganb 405, 420, 425. 
9ltQab^atta 82, 298, 362. 

fßalt&tx 441. 

^arbe^ 11, 215, 283, 285. 

IBafebob) 241. 

^e]^a^@bbin 298. 

S3enebetto 341, 342. 

Sd4ffOüt 322. 

S3:^a8!ara 58, 114, 301, 302, 362, 

363, 402. 
SStial^magupta 114, 362, 430. 

(Kantor 3, 82. 
(S^arbano 342, 363. 

dauö^t^ 337, 419, 425. 

(Gramer 337. 
Hxi^axa 362. 
(Sutmann 310. 

^*8«cmbcrt 430. 

^ei^cartei» 354, 363, 430, 446. 
^iop^anM 308, 362. 
S)teftetmeg 253. 
^robifd^ 11. 
2)urege 420. 

(Suflib 29, 361, 401, 420. 
@uler 316, 322, 430, 444. 

%ihoriaccx (ßeonatbo bon $ifa) 402, 

446. 

gleifc^l^auer 248. 



am^a 303. 

(SJaufe 201, 337, 404, 407, 419, 420, 
423, 425, 430, 444, 445. 



(S^iratb 446. 

@(ragmann 432. 

mni^tx XI, 241, 337, 421, 444. 

I^amilton 432. 

^anfel 3. 

^armd 434. 

Patriot 446. 

§aucf X, 310, 402. 

$etg 283. 

^crbart 11. 

ßerigogne 446. 

^eton t)on S(Ie;anbrta 361, 430. 

^cujer 253. 

$offtnann VIII, IX, 248, 402, 434. 

3bn ^Ibannä 307. 
3alobi 337. 
SambUc^ud 228. 

StaUm 434. 
^äftner 285. 
Flügel 446. 
^ober 434. 

ßagrange 329. 

2a $race 8. 

Scibntä 267, 337, 446. 

£eonarbo üon $ij[a, ftel^e gibonacci. 
i5*^opital 337. 
2nla^ be IBorgo 363. 
Sübfcn 11. 

Wiaiila 420, 445. 

2Äcicr ^ttfd^ 283. 

^o^ammeb ben SJ^ufa, fiel^e ^Ic^- 

^öbtui» 420. 
^oiüre 444. 

9lemorariud, ^[otbanud 5. 
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